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Předmluva 
 

S pohonovými soustavami se v inženýrské práci setkáváme doslova na každém kroku. Od 
miniaturních technických soustav, jakými jsou například pohony gyrokompasů, až k mnohatu-
novým rotorovým soustavám turbosoustrojí. Při technických návrzích takovýchto objektů je nutné 
na jedné straně respektovat oborové zvyklosti, na straně druhé ale bude vhodné hledat jednotící 
prvky, to co jednotlivé konstrukční postupy „spojuje“. Pro všechny tyto objekty je charakteristické, 
že je lze strukturovat, tyto struktury dále dekomponovat a hierarchicky uspořádat, že existují vazby 
uvnitř i vně objektu (mezi jednotlivými substrukturami, mezi objektem a jeho „okolím“, mezi více 
objekty apod.), že objekt má konkrétní uspořádanost, organizovanost a vykazuje účelové chování. 
Poznání těchto skutečností a jejich účelné využívání při konstrukci nových pohonových soustav či 
inovaci nebo rekonstrukci již existujících pohonů nám usnadňuje systémová metodologie. 

Dnešní požadavky na konstrukci pohonů i pohonových soustav se diametrálně odlišují od 
požadavků běžných v minulých letech. V prvé řadě se objevují požadavky na zahrnutí provozních 
vlivů již v etapě konstrukčního návrhu, masivní využívání nejrůznějších počítačových podpor 
umožnilo nebývalý rozvoj počítačového modelování, často bez odpovídajících teoretických znalostí 
Začíná se prosazovat tzv. „komplexní“ modelování, modelování „ve variantách“ s důrazem na 
hodnocení jejich vlivů na okolí, pevnostní a dynamické analýzy i na velmi solidní úrovni se stávají 
běžnými rutinami a prioritní roli nabývá zajištění provozní spolehlivosti po předepsanou dobu 
technického života. V nejbližší době se dá očekávat 

 že vedle respektování fyziologických, ekologických, energetických a ekonomických omezení 
dojde k sociálnímu hodnocení důsledků zavádění nových konstrukcí i technologií v oblasti 
techniky, 

 růst humanizace inženýrského vzdělávání a respektování kulturních i etických principů při 
návrhu nových technických soustav – včetně pohonů, 

 že se stále větší naléhavostí bude vystupovat do popředí uvědomování si rizik, která platíme 
za inicializované technické změny (tzv. „prométheovský komplex soudobé technologie“). 

Z těchto hledisek se jako nejprogresivnější přístupy jeví různé typy modelování nejen technických 
soustav samotných, ale i jejich chování, dynamických vlastností a vlivu na okolí. 

Základním krokem při řešení dynamických úloh pomocí kteréhokoliv typu modelování je 
vytvoření množiny tzv. podstatných veličin, obsahující jak veličiny popisující strukturu, stavy a 
ovlivňování technických objektů, tak i veličiny charakterizující následky, tzn. jejich projevy a 
chování. Metody pro vytváření výpočtových modelů pohonových soustav, obecně interaktivních, 
mohou využívat : 

 aplikací známých fyzikálních principů k popisu jevů, objevujících se v pohonových sousta-
vách (např. II.Newtonova zákona nebo Kirchhoffových zákonů) nebo 

 aplikací metod z oblasti mechatroniky, založených na algoritmech umělé inteligence (např. 
genetické algoritmy nebo umělé neuronové sítě a další), 

přičemž rozvoj těchto metod výpočtového modelování vyvolává potřebu vytvoření soustavné 
metodiky kvalitativní analýzy výpočtových modelů, definovaných na bázi teorie systémů (přesné 
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vymezení pojmu teorie systémů je dosud nejednotné a často i protichůdné. Jde o teorii, která má do 
značné míry formální, logicko-matematickou a metodologickou povahu. Jádrem teorie systémů je 
soubor abstraktních objektů, nazývaných obecnými systémy, které užíváme v systémové analýze 
resp. syntéze jako stavebnicové prvky, ze kterých sestavujeme modely reálných technických 
objektů tak, že obecné systémy vhodně modifikujeme, spojujeme a interpretujeme, přičemž tato 
interpretace musí vždy vycházet z kritického hodnocení použitého obecného systému vzhledem 
k danému účelu) i vytvoření souborů metod pro jejich kvantitativní zpracování. Zastavme se nyní 
krátce u pojmů „systém“, „systémový přístup“, „systémové myšlení“ apod., patřících v současné 
době k velmi frekventovaným pojmům nejen v technické oblasti, které jsou však užívány až příliš 
často bez uvážení a pochopení jejich obsahového významu. Proto se jen krátce zmíníme o někte-
rých těchto pojmech s cílem zamezit případným nejasnostem a nedorozuměním : 

 pojem systém je základním pojmem tzv. systémových teorií a přístupů a proto musíme mít 
vyjasněn jeho význam. Systém je definován jako abstraktní objekt vytvořený na reálném nebo 
abstraktním objektu z hlediska řešeného problému, přičemž jeho strukturu tvoří ty formalizo-
vané prvky, které jsou na určité rozlišovací úrovni řešení podstatné. Připomeňme, že prvek 
objektu je ta část jeho struktury, kterou jsme schopni na objektu na daných úrovních vymezit, 
považujeme jej z různých důvodů již dále nestrukturovatelný a principiálně jej lze od struk-
tury oddělit. (Při používání pojmu systém, zejména v anglosaské literatuře, můžeme objevit 
dvě významové oblasti. Prvá oblast, kdy konstatujeme, že „objekt je systémem“, vyjadřuje 
skutečnost, že objekt má systémové vlastnosti bez ohledu na to, zda je reálný nebo abstraktní. 
Z tohoto hlediska se pak setkáváme s řadou různých typů systémů, např. tlumících, hnacích, 
řídících ale i třeba chladících či potrubních. Proto doporučujeme pro takové případy použít 
pojmu soustava, jako reálný či abstraktní objekt se systémovými vlastnostmi, který je z urči-
tých hledisek předmětem našeho zájmu. Pojem systém pak chápeme jako abstraktní, který 
nemůže existovat sám o sobě, ale je vždy jen ve vztahu k soustavě, přičemž složitost struktury 
systému je vždy menší než složitost soustavy a k dané soustavě lze obecně vytvořit více než 
jeden systém. Vytvoření systému tedy není jednoznačné a závisí na velmi mnoha okolnostech, 
především pak na účelu, pro který model vytváříme, na znalostech a zkušenostech řešitele a 
na možnostech jeho vybavení.), 

 systémový přístup chápeme jako „nápovědu“, na jaké podstatné skutečnosti by neměl řešitel 
při své činnosti zapomenout. Systémový přístup je obvykle chápán v užším pojetí než je jeho 
skutečný obsah. Nejčastěji se redukuje jen na strukturované vyšetřování objektů, na respekto-
vání vazeb mezi objekty a objekty a jejich okolím a na formulování cílového chování. Někdy 
je za systémový přístup považováno pouhé vytvoření soustavy relevantních veličin. 

Kromě nezbytného chápání strukturovanosti objektů doporučujeme alespoň jejich účelové posuzo-
vání, tzn. že při výběru prvků struktur, jejich vlastností a projevů, při výběru vazeb a interakcí je 
zásadní posuzování jejich podstatnosti. Mezi další atributy systémového přístupu, které doporuču-
jeme respektovat, patří zejména požadavek vyšetřovat objekty jako otevřené (neizolované) soustavy 
u nichž existují vazby a interakce s okolím, jako komplexní a interdisciplinární problémy a jako 
hierarchicky uspořádané struktury. Rovněž orientované vyšetřování, respektující zachování tzv. 
podstatných relací typu vstup-výstup, příčina-následek či nadřazené řešení-dílčí řešení a dynamické 
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vyšetřování závislé na čase, stejně jako úrovňově vyvážené vyšetřování považujeme za nezbytné, 
chceme-li pracovat na současné úrovni vědy a techniky. 

O metodách systémové analýzy a syntézy již bylo pojednáno v mnoha publikacích, stručný 
přehled možností je patrný z následujícího schématu. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

citlivostní 
analýza 

identifikační 

optimalizační experimentální

expertní 
systémy simulační analogové 

znalostní 
systémy 

klasické podobnostní 

znalostní výpočtové materiálové 

„pokus-omyl“ 
přístup přímý 

modelování 
přístup nepřímý 

PROBLÉM

 

V této monografii se omezíme jen na modelování výpočtové, často označované jako matematické. 
Jeho realizace vyžaduje : 

 znalost matematické teorie popisující řešení problému, 
 podmínky matematické řešitelnosti a znalost počátečních podmínek, 
 výpočtový algoritmus, vycházející z matematické teorie, 
 počítačové vybavení, 
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 vstupní údaje do počítače. 
Výsledkem výpočtového modelování je odpovídající model, na kterém lze provádět numerické 
experimenty již ve stadiu návrhu nových technických soustav za podmínek blízkých skutečným 
provozním stavům. 

Je samozřejmé, že modelování konkrétní technické soustavy musí respektovat výše uvedená 
obecná doporučení a současně musí brát zřetel na zvláštnosti, vyplývající z požadavků kladených na 
konkrétní soustavu a účel, pro který je vyvíjena. U pohonových soustav nutno vycházet z toho, že 
tyto slouží k pohonům pracovních strojů a že pohon jako samostatná strukturní subsoustava celé 
technické soustavy je propojen přinejmenším s řadou dalších subsoustav, které je nutné do odpoví-
dajícího modelu zahrnout. To ale znamená, že našim cílem bude sestavení řady submodelů : 
a) elektrické (hydraulické či jiné) části motoru, 
b) mechanické části (motor, převody, spojky, …), 
c) pracovního prostředí, 
d) technologických požadavků, 
přičemž prvé dva submodely tvoří submodel pohonové soustavy, do které vstupují, jako vnější 
vlivy, požadavky řízení a poruch. Takto vytvořený model pak nazýváme komplexním modelem. To 
ovšem znamená, že musíme sestavit : 

 pohybové rovnice jednotlivých subsoustav pohonu podle jejich fyzikální podstaty, tj. pro část 
mechanickou, elektrickou, řídící, apod., 

 modely záběrových podmínek a kinematického buzení u převodových soustav, 
 modelovat vliv vnějšího prostředí, 
 modelovat algoritmizované požadavky technologických požadavků a řízení a integrovat je do 

submodelu řízení, 
 formulovat a modelovat hnací, parazitní a poruchové účinky, 
 modelovat subsoustavu informačních prvků. 

Z formulace požadavků na vytváření počítačových modelů pohonových soustav je samozřejmé, že 
ne všechny modely budou muset obsahovat všechny tyto části (submodely), protože modely 
chápeme ve smyslu předchozích úvah jako účelové a částečně strukturované. Jinými slovy, podle 
účelu, pro který je model vytvářen, se může měnit jeho struktura a samozřejmě i jeho vlastnosti a 
použití. Snaha o určení vhodného stupně strukturální složitosti je závislá na tom, jaké požadavky 
má model splňovat, jaké provozní stavy má modelovat, jaké je rozložení přenášeného energetického 
výkonu a jaká má být jeho informační kapacita. Požadujeme tudíž současnou funkční totožnost a 
věcnou odlišnost zkoumaného technického objektu a jeho modelové soustavy. Jedná se o jistý druh 
analogie, splňující podmínky izomorfie. Pro pohonové soustavy a jejich matematické modely to 
konkrétně znamená, že musí existovat jednoznačná zobrazení mezi odpovídajícími definičními 
obory proměnných veličin, mezi počátečními stavy a vstupními a výstupními funkcemi. V praxi se 
ale někdy setkáváme s tím, že např. jednomu prvku z množiny Θ může být přiřazeno více prvků 
z množiny Φ, tzn. že se bezpodmínečně nevyžaduje bezpodmínečná jednoznačnost. Jedná se tedy o 
vztahy volnější, charakteristické pro homomorfismus. Homomorfní soustavy tedy nemusí být 
shodné, postačí, mají-li shodné rysy. Homomorfní soustavy se mohou shodovat, i když jednu z nich 
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(abstraktní) zjednodušíme tak, že její prvky a vazby, vstupy, stavy či výstupy nejsou dokonale 
rozlišeny, což je ve shodě s pojetím účelového a částečně strukturovaného dynamického systému a 
jeho modelu.  

Shrneme-li základní skutečnosti, uvedené v předchozím textu, můžeme říci, že pohonové 
soustavy zastupují při simulačních experimentech modelové soustavy, chápané jako účelové a 
částečně strukturované dynamické systémy 

 definované na reálných objektech na zvolené rozlišovací úrovni, 
 chápané jako množiny vzájemně spjatých prvků a vazeb, 
 interaktivně vázané s okolím. 

Takto pojatý systém může být současně prvkem systému vyššího řádu, naopak prvek systému může 
být systémem nižšího řádu. Pohony z hlediska své struktury mohou obecně obsahovat : 

 motorové subsoustavy, 
 obecně vícestupňové řídící subsoustavy, 
 převodové mechanismy, 
 obslužné mechanismy, 
 technologické mechanismy. 

Ne všechny modely musí nezbytně obsahovat všechny tyto subsoustavy. Naopak, pro řadu pohonů 
je typické, že řadu substruktur mají zdvojenu (tzv. zálohování funkcí), tudíž i jejich modely musí 
tuto skutečnost respektovat. Z hlediska účelu, pro který model použijeme, může se jejich struktura 
výrazně lišit. Proto se setkáváme s řadou různých modelových schémat, z nichž nejčastěji používa-
nými jsou : 

 pohony modelované jako „tuhé soustavy“ s jedním stupněm volnosti, zatížené hnacím a zatě-
žujícím momentem, eventuálně i tlumícím vnějším momentem, 

 pohony modelované jako tuhý rotor + mechanismus s tuhými členy, 
 diskretizovaný model s nehmotnými pružnými a tlumícími vazbami, 
 model pohonu, diskretizovaný s využitím MKP, 
 pohonové soustavy se spojitě rozloženými charakteristikami hmotností (spojitě rozloženými 

momenty setrvačnosti), tuhostí a případně i tlumení, 
 modely interaktivních řízených pohonů, obsahujících submodely subsoustav s různou fyzi-

kální podstatou (mechanickou, elektrickou, hydraulickou, apod.). Sem patří i modely mecha-
tronických soustav, vykazujících jistý stupeň inteligentního chování. 

Ve výše uvedeném výčtu možných modelů pohonových soustav se objevují pojmy „tuhé těleso“, 
„soustava tuhých těles“, „diskretizované modelové soustavy“ apod. K jejich správnému pochopení 
a určení je nutné respektovat další skutečnosti. Sám pojem „tuhé těleso“ a jeho role v dynamice je, 
mírně řečeno, rozporuplný. Podle definice tuhého tělesa musí být vzdálenost nejméně dvou jeho 
bodů konstantní. Na druhé straně, nelze přenést na těleso jakékoliv zatížení bez jeho deformace – to 
by znamenalo, že jeho modul pružnosti by musel být nekonečně velký. Těleso, resp. soustava těles, 
se ale může chovat buď jako tuhé těleso (soustava tuhých těles) nebo jako pružné těleso (soustava 
pružných těles). Tyto různé projevy přímo závisí na vzájemném vztahu množiny vlastních frekvencí 
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reálné soustavy a fourierovském spektru zatěžujících účinků. U modelové soustavy budou vlastní 
frekvence záviset přímo na zvoleném strukturálním rozložení, tj. na počtu stupňů volnosti modelové 
soustavy. Nevhodná volba modelové soustavy může vést k tomu, že dynamické chování nekores-
ponduje s chováním reálné soustavy. Kdy se tedy těleso (soustava těles) chová jako tuhé ? Jen tehdy 
když nejvyšší frekvence spektra zatížení je řádově menší než nejnižší (základní) vlastní frekvence 
modelové soustavy. Ve všech ostatních případech se modelová soustava bude chovat jako soustava 
pružných těles. 

Předkládaná monografie „Úvod do výpočtového modelování pohonových soustav“, která by 
měla mít za cíl vyplnit citelnou mezeru v odborné literatuře pojednávající o výpočtovém modelo-
vání pohonových soustav, se snaží o všech výše uvedených problémech mluvit ve vzájemných 
souvislostech a přiblížit tak jejich pochopení studentům výpočtových specializací vysokých škol, 
doktorandům i inženýrům a usnadnit jim jejich využití při řešení aktuálních inženýrských problémů. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Brno, 2003                                                                                                                   Kolektiv autorů 
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1. Úvod 
Při řešení problematiky pohonových soustav, jejich chování a dynamických vlastností, musíme 

vycházet ze strukturálního rozboru pohonových soustav. Ty zpravidla obsahují základní účelovou 
složku (pracovní technologickou soustavu), dále soustavu pohonu, regulační a řídící soustavu a dále 
informační a obslužné soustavy energetické. Pohonové soustavy v užším technickém smyslu obsa-
hují tyto základní části – viz. obr.1 : 
• soustavy hnacích motorů obecně řízených (např. elektrické sériové motory s otáčkovou a prou-

dovou regulací), 

• převodové mechanismy, 
• zpětnovazební soustavy, 

• soustavy pracovních strojů. 
 
 Výstup Vstup 

Řídící subsystém 

Pracovní 

stroj 

Převodový 

mechanismus 

Motor 

(konvertor) 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr.1. Schematické znázornění pohonové soustavy. 
 

 

Nyní si uvedeme stručnou charakteristiku základních strukturních prvků pohonových soustav : 
Motory , jsou prvky ve kterých se vstupní (primární) energie mění na mechanickou energii, 
přičemž tato mechanická energie se v nich neshromažďuje. Přeměna energie není dokonalá, děje se 
s účinností, která dosahuje (z hlediska konverze a typu konvertoru) různých hodnot. Podle typu 
vstupní (primární) energie, která se mění v energii mechanickou, rozdělujeme motory na motory 
elektrické, tepelné (spalovací, reaktivní) a tekutinové. 
Pro všechny typy motorů je společné, že lze vybrat určitý vstupní parametr  (resp. vstupní para-
metry  u ) který řídí proměnu energie, nejčastěji rotační (charakterizovaný úhlovým 

natočení 

u
K,,j,j 21=

ϕ  nebo úhlovou rychlostí ϕω &= ), méně často translační. Existuje tedy určitá funkční zá-
vislost typu 

)  ()  ( ufxv.respuf xx ===≡ && ϕϕω  

nazývaná  ideální charakteristikou motoru , která je základem pro definici dalších, pracovních 
charakteristik motorů. 
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Z hlediska uspořádání se můžeme setkat s jednomotorovým a vícemotorovým uspořádáním. 
Vícemotorové uspořádání, obvyklá především u výkonných pohonových soustav, si vynutily poža-
davky praxe, především tyto skutečnosti : 
− poměr výkonu a hmotností je u vícemotorových uspořádání příznivější ve srovnání s jednomo-

torovým uspořádáním a zvyšuje se s růstem požadovaných výkonů; 
− vícemotorová uspořádání mají větší výkonovou rezervu (především u elektromotorů) a tím i 

vyšší provozní spolehlivost; 

− vícemotorová uspořádání mají větší možnosti regulace rychlosti, resp. hnacího momentu, což je 
důležité zejména u složitých typů pohonů. 

Vícemotorová uspořádání mají ovšem i některé nevýhody, vyplývající například z rozdílnosti 
charakteristik motorů (i když jsou stejného typu), které mohou vést k určitému sekundárnímu zno-
vurozdělení toku výkonů a k možnostem intenzivních kmitavých procesů, k obtížím při stanovení 
stejných pracovních podmínek apod. 
 
Převodové mechanismy  zajišťují přenos energie a informace mezi dvěma nebo více definovanými 
místy v prostoru a řízení parametrů přenášené energie podle zvoleného zákona. Přenos energie 
v pohonových soustavách je kvantitativně charakterizován množstvím přenášené energie. Kvalita-
tivně lze přenos energie posuzovat podle hlavní formy energie, přenášené v pohonových soustavách 
nebo v pohonových soustavách transformované na jiné formy. 

Struktura převodového mechanismu obsahuje vstupní a výstupní převodník propojený přenoso-
vým kanálem, ve kterém se pohybuje tvz. nositel energie. Pod pojmem nositele energie rozumíme 
soubor hmotných částí libovolného tvaru a velikosti, libovolných fyzikálních a případně i chemic-
kých vlastností, který je schopný přenášet v potenciálním poli definované množství energie. K ovlá-
dání parametrů přenášené energie slouží tzv. transformační blok; ten může být zařazen v přenoso-
vém kanále nebo tvoří součást vstupního, resp. výstupního převodníku – viz. obr.2. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(3)

(2)

(1) 
Přenosový kanál 

( Φ )

E * E 

Transformační 
blok 

Transformační 
blok 

Výstupní 
převodník 

Transformační 
blok 

Vstupní 
převodník 

E * E 
Φ 

 Obr.2. Struktura převodového mechanismu s možným uspořádáním transformačních bloků (1) ÷ (3). 
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Při realizaci přenosu energie vycházíme z jednoduché relace – viz. obr.2 : 

EE* ≥  

přičemž případ EE* =  znamená, že přenášená energie zůstává zachována beze zbytku v hlavní 
formě (jedná se idealizovaný případ). Relace EE* >  naopak umožňuje kvalitativní hodnocení pře-
nosu energie na základě rozdílu  nebo poměru EEE * −=∆

*E E
E∆

−=Φ 1  

který se nazývá  součinitel přenosu energie. 
Informace je z hlediska fyzikální realizace smluvená hodnota parametrů přenášené energie, při-

čemž přenos informace v pohonových soustavách je vázán na přenos energie (jde o vzájemně pod-
míněné procesy, které probíhají současně). Přenos informace lze matematicky popsat pomocí dvou 
rovnic : 

− pomocí transformační rovnice typu      *ITI ⋅= )  ( ;

− pomocí rovnice přiřazení informace     . ) ( *IfI =

Zde jednotlivé symboly představují :  I *…… původní „hodnota“ informace,  T …… čas. Transfor-
mační rovnice popisuje změnu hodnoty nebo druhu parametru energie, k němuž je na vstupu vázána 
informace. Rovnice přiřazení informace udává, jaká formulace na výstupu náleží zadané vstupní 
informaci. 
 
Zpětnovazebné soustavy  dodávají řídícímu systému informace o skutečných hodnotách výstup-
ních veličin řízené soustavy, které se porovnávají s jejich žádanými hodnotami. V případě rozdílu 
těchto veličin zasahuje řídící systém prostřednictvím tzv. akční veličiny do řízené soustavy tak, aby 
odchylku odstranil. 
 
Pracovní stroj  obsahuje mechanismy, pomocí kterých se jednoduchý pohyb výstupního členu 
motoru přeměňuje na pohyb výkonných pracovních částí stroje, potřebných na vykonání pracovního 
procesu. Počet vstupních parametrů pracovního stroje se v převážné většině případů rovná počtu 
motorů. Výstupními parametry pracovního stroje jsou souřadnice pracovních členů mechanismů 

. Mechanismy tedy vykonávají transformaci souřadnic definovaných funkcemi polo-
hy, tedy 

nx,,x,x KK21

n,,2,1j,q,,q,qfx n21jj KKKK == ) ( . 

Při pracovním procesu vznikají síly, které zatěžují jednotlivé členy pohonové soustavy. Proto je pro 
dynamický návrh mechanické soustavy nutné znát funkční závislost zatížení od výstupních para-
metrů a jejich časových derivací – mechanickou charakteristiku zatížení 

) ( n1n1zz x,,x,x,,x,tQQ &KK&KK= . 
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2. Pohonové soustavy jako dynamický systém 
Pohonové soustavy představují v současné době složité technické soustavy se složitou struk-

turou zpětných vazeb, které obsahují nejen mechanické, ale i elektrické, hydraulické a jiné části. 
Bezporuchový provoz takovýchto soustav představuje problém, o jehož úspěšném řešení se často 
rozhoduje již při konstrukčním návrhu a který je nutné mít na zřeteli i během provozu. Jako základ-
ní metodologický nástroj k řešení problému projektování pohonových soustav, jejich analýzy a 
syntézy, se ve stále větší míře využívá matematického modelování. V inženýrské praxi vyvolává 
rozvoj metod matematického modelování technických problémů potřebu vytvoření soustavné meto-
diky kvalitativní analýzy matematických modelů, definovaných na bázi teorie systémů (systém je 
abstraktní objekt, účelně vytvořený ve vědomí lidí ve vztahu k primárnímu objektu, je cílevědomě 
vytvořen pro řešení problémů na soustavě a je vytvořen z formalizovaných obrazů a vlastností) i 
vytvoření souborů metod pro jejich kvantitativní zpracování. 

Přesné vymezení pojmu teorie systému je dosud nejednotné a často i protichůdné. Jde o teorii, 
která má do značné míry formální, logicko – matematickou a metodologickou povahu. Jádrem 
teorie systémů je soubor abstraktních objektů, nazývaných obecnými systémy, které užíváme v sys-
témové analýze (resp. syntéze) jako stavebnicové prvky, ze kterých sestavujeme modely reálných 
technických objektů tak, že obecné systémy vhodně modifikujeme, spojujeme a interpretujeme. 
Tato interpretace musí vždy vycházet z kritického hodnocení použitého obecného systému vzhle-
dem k danému účelu. Teorie systémů nám může podstatně ulehčit studium tak složitých technic-
kých soustav, jakými obecně pohonové soustavy jsou. Je třeba však zdůraznit, že jde pouze o ná-
stroj, který může reálné objekty zobrazovat zjednodušeně. Každý systémový model, vytvořený na 
reálném objektu, může zobrazovat omezenou část projevů reálného objektu. Předpokládáme, že 
faktory, které nejsou v  systémovém modelu zahrnuty, významně neovlivňují jeho základní vlast-
nosti. Splnění tohoto předpokladu musíme vždy prověřovat. 
 
 
 

2.1. Dynamické systémy a jejich struktura. Stavové rovnice 
Dynamické systémy budeme chápat jako prostředek vytvořený pro analýzu systémových jevů, 

jako abstraktní a exaktní metodický nástroj zkoumání relací z hlediska okamžitých časových změn. 
Systémové jevy – které  můžeme považovat za dynamické systémy, u kterých je potlačena mate-
riální a zvýrazněna procesní složka – považujeme za časově závislé obecně nestacionární procesy 
charakterizující povahu a vlastnosti zkoumaných objektů. 
Z hlediska struktury dynamické systémy obsahují : 
− množinu podstatných veličin, 

− množinu relací mezi podstatnými veličinami a okolním prostředím 
což lze formálně zapsat takto : 

{ }zkoa RRRRZBPT ,,,,,,,≡ϕ  (2.1) 
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kde jednotlivé symboly představují : 
− T …… je časová množina (vzorkovací), 

− P …… je množina parametrů systémů, 

− B …… je množina nezávislých veličin, 

− Z …… je množina závislých veličin, 
− R a ……je množina relací přímých, 

− R o …… je množina relací okamžitých změn, 

− R k …… je množina relací kumulativních změn, 

− R z …… je množina relací zpoždění. 
V interpretaci vlastností technického objektu při vytváření dynamického systému se dopouštíme 
určitého zjednodušení. Především ale musíme oddělit zkoumané jevy od ostatních, oddělit systém 
od jeho tzv. okolí. Jevy kolem nás, všeobecně, jsou na sobě více či méně závislé, obecně neome-
zeně zřetězené. Pro sestavení použitelného matematického modelu musíme rozhodnout, co z tohoto 
nekonečného řetězce separovat jako zkoumaný problém. Pouze na takovém uměle separovaném 
úseku skutečnosti lze budovat systém, vše ostatní zahrnujeme do okolí systému. 
 
 

2.1.1. Množiny podstatných veličin 
Časová množina { }tT =  je základním formálním prvkem každého dynamického systému. Je 
uspořádanou podmnožinou reálných čísel  R a může být definována jako : 
− diskrétní časová množina , tj. jako konečná (nebo nekonečná) posloupnost časových dat 

{ }KKKKKK ,t,,t,t,t,T k210= , (2.2) 

přičemž délka časového intervalu (kroku) ii ttt −=∆ +1  nemusí být nutně ekvidistantní, 

− spojitá časová množina  u systémů spojitých v čase, která je definována relací 

{ }kttt:tT ≤≤= 0  , (2.3) 

není-li časový interval kt,t0∈t  zadán předpokládáme, že T je množina všech reálných čísel 

Množina stavů  je definovaná abstraktní množina, která může být definována jako kartézský součin 
 podmnožin . Prvky x množiny X nazýváme stavy 

dynamického systému. Pokud není množina stavů definována jinak, předpokládáme, že množina 
stavů je n – dimenzionální euklidovský prostor 

nXXXX ⊗⊗⊗= KK21 nX,,X,X KK21

nR , 

( ){ }n,,2,1ipro,Rx;x,,x,xR 1
in21

n KKKK =∈=  . (2.4) 

Vektor 

[ ]nx,,x,x KK21
T =x  , (2.5) 

nazýváme stavovým vektorem. 
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Vstupní veličiny   lze sestavit do vstupního vektoru )t(u j

[ ] TtproU)t(;)t(u,),t(u),t(u)t( l ∈∈=≡ uuu KK21
TT , (2.6) 

kde  U = {u}  je tzv. vstupní prostor. 

Výstupní veličiny   lze sestavit do výstupního vektoru )t(y j

[ ] TtproY)t(;)t(y,),t(y),t(y)t( m ∈∈== yyy KK21
TT , (2.7) 

kde  Y = {y}  je tzv. výstupní prostor. 
Vstupní a výstupní veličiny tedy definují působení okolí na systém a naopak projevy systému vůči 
okolí. V technických aplikacích lze výstupy charakterizovat také jako výsledky sledované činnosti 
objektu. 
 
 

2.1.2. Relace v dynamických systémech 
Relací  v dynamických systémech rozumíme jakýkoliv předpis , který z mno-

žiny přípustných hodnot proměnných příznaků  definuje podmnožinu kombinací vyho-
vujících danému předpisu. Zvláštní skupinou relací jsou ty, které určují závislost mezi současnými 
hodnotami příznaků; mezi příznaky relace není obsažen čas a relace tohoto typu nazýváme statické. 
Všechny ostatní relace, u kterých mezi příznaky obecně patří i čas, jsou relace dynamické. Dyna-
mický systém musí obsahovat takovou množinu relací, z nichž alespoň jedna je dynamická. 

) ( n21 q,,q,qR K

nq,,q,q K21

Jako důsledek přenosu určité události, změny, resp. informace na určitou vzdálenost konečnou 
rychlostí, vzniká zpoždění. V teorii systémů se určité příznaky uplatňují jako časově posunuté a 
mluvíme o relaci zpoždění. Opakem je relace integrace, která představuje akumulaci určitých příz-
naků ve fyzice nebo fiktivně vymezených částech prostoru v čase. Přírůstek hodnoty příznaku za 
relativně krátký časový interval tt,t ∆+  je úměrný délce intervalu t∆ . Tím je každá integrace 

určitou přirozenou pamětí posledního stavu systému, na níž navazuje a vytváří charakteristickou 
tendenci ke spojitosti změn v čase, vlastní všem reálným dynamickým jevům. 

Orientace relací souvisí s vystižením zákonitosti změn příznaků dynamického systému v čase. 
Poněvadž při vzájemné závislosti událostí budoucí vždy vyplývá z minulého, vyjadřuje základní 
axiom orientace relací dynamického systému schema „minulý“ → „budoucí“. 
 
 

2.1.3. Principy a teorie systémů 
Základním principem v teorii systémů je princip kauzality (příčinnosti), který vyjadřuje zása-

du důsledného rozlišování mezi příčinami a důsledky. Některé příznaky jsou v relacích systému 
trvale v úloze vstupních veličin, jiné představují důsledky příčinného vztahu, tj. příznaky výstupu – 
výstupní veličiny. Relace s těmito vlastnostmi reprezentující transformaci vstupních veličin na veli-
činy výstupní, označujeme jako orientované relace. Při rozhodování o vstupech a výstupech může 
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v některých případech posloužit jako kritérium i podmínka uskutečnitelnosti jevů v čase – následek 
nemůže předcházet příčinu. 

Významnou složkou struktury dynamických systémů jsou zpětné vazby. Lze je charakterizovat 
jako situaci ve vnitřním uspořádání systému, kdy určité veličiny ovlivňují, i když nepřímo prostřed- 
nictvím jiných veličin, samy sebe. Zpětné vazby v zásadě rozdělujeme na : 

− kladné zpětné vazby, kdy účinek má stejný smysl vzhledem k situaci, která by nastala bez půso-
bení zpětné vazby, 

− záporné zpětné vazby, kdy účinek má opačný smysl vzhledem k situaci, která by nastala bez 
působení zpětné vazby. 

 

Princip separability systému. Oddělení systému od okolí nemůže být libovolné. Systém je 
separabilní, tj. jsme oprávněni zabývat se jím jako samostatným problémem tehdy, jestliže jeho 
výstupy neovlivňují ty příznaky okolí, jež jsou jeho vstupy – viz. obr.3. Prakticky zmírňujeme 
podmínku separability na požadavek, aby výstupy systému působily na okolí tak, aby nemohly 
významně ovlivnit příznaky určující jeho vstupy. Jen tak má definování systému reálného objektu 
smysl. Dynamické systémy můžeme také dělit na fyzikálně realizovatelné a abstraktní. Fyzikálně 
realizovatelné dynamické systémy charakterizují následující přepoklady : 
− stav a výstup v libovolném časovém okamžiku  tp mohou být funkcemi jen takových vstupních 

veličin, které působily před tímto okamžikem, 
− vztahy mezi jednotlivými prvky dynamického systému jsou určovány relacemi mezi fyzikálními 

veličinami, které lze měřit (výchylky, rychlosti, teploty, napětí, proud, atd.). 
Abstraktní systémy mohou být reprezentovány např. 
matematickými modely. Jsou opět vytvořeny na dané 
rozlišovací úrovni na daném objektu s cílem studovat 
dynamické vztahy mezi veličinami a relacemi, které 
charakterizují dění ve skutečných objektech. 

DYNAMICKÝ SYSTÉM 

Vstupy 

Výstupy 

Okolí 

Okolí 

 Výstup z dynamického systému obvykle závisí 
nejen na současném vstupu, ale i na minulé historii. 
Údaje o minulých stavech systému, potřebné pro 
určení současných i budoucích vstupů, obsahuje 
stavový vektor  x. To znamená, že stav systému 
můžeme také chápat jako určitou paměť minulých 
příčin, tj. vstupů a počátečního stavu. 

Na závěr si ještě vymezíme pojem blokové 
schema dynamického systému. Jeho význam spočívá 

Obr.3. Princip separability systému. 

 ze systémového hlediska v tom, že graficky interpretuje orientované relace jako transformace 
vstupů na výstupu v blocích. Lze je opět chápat jako systém grafických symbolů (vyjadřujících 
jednoznačně a názorně obsah veličin) a relací mezi nimi. 
 
 
 

Strana č. 17 



Úvod do výpočtového modelování pohonových soustav 
 

2.1.4. Stavové rovnice dynamických systémů 
Uvažujme jednoduchý dynamický systém, jehož blokové schéma je nakresleno na obr.4. Mění-

me-li hodnoty prvků vstupního vektoru  a pozorujeme-li odezvu systému, tj. prvky výstupního 
vektoru , zkoumáme vlastně množinu relací 

)  ( tu
)  ( ty

0y,y,y,u,u,uR

0y,y,y,u,u,uR
0y,y,y,u,u,uR

m21l21n

m21l212

m21l211

=

=
=

) (
                       

) (
) (

KK

M

KK

KK

 (2.8) 

Abstraktním orientovaným systémem je právě množina relací mezi jeho vstupy a výstupy, kterou 
můžeme vyjádřit ve tvaru množiny uspořádaných dvojic vektorů  u ( t )  a  y ( t ) : 

{ } Y,U,Tt,0t,tR: ∈∈∈= yuyu )  ()  (ϕ . (2.9) 

Avšak podle této definice může daným vstupům odpovídat více výstupů, které odpovídají různým 
počátečním podmínkám – různým počátečním stavům systému. Tuto mnohoznačnost vztahů mezi 
vstupy a výstupy vyloučíme zavedením vektoru počátečního stavu systému v čase  t0 : 

[ ]T ) ( n0020100 x,,x,xtt KK==≡ xx , (2.10) 

který přiřadíme k zápisu (2.9). Pro technickou praxi je ale bližší vyjádření formálního vztahu (2.9) 
matematickou formulací. 
 
 

y ( t )u ( t ) 
∫ 

A ( t )

C ( t )

D ( t )

B ( t ) 

nebo 
y ( t ) u ( t )

ϕ 
ym

y1

ul 

u1 
ϕ 

x1, x2, …, xn 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr.4. Blokové schema dynamického systému.  
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Stav dynamického systému v čase  jednoznačně popisuje maticová diferenciální rovnice, 
obecně nelineární, která má následující tvar : 

0tt >

[ ]t,t,t)t( )  ()  ( uxfx =& , (2.11) 

a kterou nazýváme stavovou rovnicí dynamického systému. 
Výstupní relaci dynamického systému popisuje algebraická maticová rovnice, opět obecně neli-
neární, která má následující tvar : 

[ ])  ()  ()  ( t,tt uxgy = . (2.12) 

Rovnice (2.11) a (2.12) doplníme definicí počátečního stavu systému (2.9) případně soustavou pod-
mínek realizující časové zpoždění. 
 
 

2.2. Identifikace dynamických systémů 
Při sestavování matematického modelu stojíme před úkolem vystihnout matematickými pro-

středky určité projevy zvoleného technického objektu neboli identifikovat příslušnou mechanickou 
soustavu. Identifikace dynamického systému je proces, jehož výsledkem je matematické vyjádření 
určitých, pro daný účel podstatných vlastností a projevů technického objektu (buď existujícího, 
nebo teprve projektovaného) v použitelné formě. Klademe zde důraz na použitelnost konečného 
výsledku identifikace – musíme si totiž uvědomit, že cílem není jen obecná teorie problému, ale 
realizovatelný výpočet s věrohodným výsledkem. Například : za konečný výsledek identifikace 
nelze považovat popis určitého jevu nekonečnou řadou, pokud není doplněn údajem, že pro dosa-
žení určité přesnosti je možné zbytek řady od určitého členu zanedbat. 

Rozlišujeme dva zásadně odlišné principy hledání vhodného matematického modelu, deduktiv-
ní a induktivní postup. Deduktivní identifikace – vyvozujeme speciální závěry o konkrétním pří-
padu na základě obecně platných zákonů příslušné vědní disciplíny (např. mechaniky, sdílení tepla 
apod.). Tento postup lze použít pouze v těch případech, kde podstata vyšetřovaných jevů je dobře 
známa a kde je propracována a ověřena jejich obecná teorie. Induktivní identifikace – používáme 
všude tam, kde nejsou splněny podmínky pro použití deduktivního postupu. Induktivní identifikace 
spočívá v tom, že sledujeme určité vnější projevy objektu a k získaným experimentálním údajům 
vyhledáváme jim vyhovující relace mezi vstupem a výstupem. Vzhledem k tomu, že potřebu 
takového postupu vyvolává neznalost podstaty jevů probíhajících v technickém objektu, 
označujeme induktivní identifikaci obvykle jako metodu „černé skříňky“ black box. 

Oba postupy identifikace nelze považovat za rovnocenné. Zatímco deduktivní identifikací zís-
káváme v zásadě jednoznačné řešení problému, výsledek induktivní identifikace je vždy ve své 
podstatě nejednoznačný. K určitým zjištěným údajům o vstupech a odpovídajících výstupech černé 
skříňky existuje nekonečně mnoho matematických modelů, z nichž žádný však zpravidla nevyho-
vuje zcela přesně (chyby měření, nedodržení ideálních podmínek experimentů apod.). Induktivním 
postupem získaný matematický model je tak jen jednou z mnoha možných aproximací situace 
objektu v níž probíhaly experimenty. Sledujme nyní podmínky, za nichž jsme schopni provádět 
experiment při induktivní identifikaci dynamického systému – viz. obr.5. 
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y ( t ) 

ny( t ) 

y*( t ) u*( t ) 

nu( t ) 

u ( t ) 
? 

 
 
 
 
 
 
 Obr.5. Podmínky experimentu při induktivní identifikaci. 

 
Bylo řečeno, že východiskem při induktivní identifikaci dynamických systémů je měření vzájemně 
si odpovídajících vstupů, které je nutno na reálném technickém objektu vybrat (zvolit) s větší či 
menší přesností. Vždy je nutné také počítat s tím, že na vybraný výstup působí více vstupů (s větší 
či menší intenzitou ovlivnění) a že jak na vstup mohou působit parazitní šumy, tak také na výstup 
mohou působit parazitní šumy – viz. obr.5. Základní požadavek induktivní identifikace 
dynamického systému, tj. izolovat vždy vliv jediného vstupu na vybraný výstup jsme schopni splnit 
jen přibližně. Proto dáváme všude tam, kde je to jen možné, přednost deduktivní identifikaci před 
identifikací induktivní. 

Identifikace v praktických aplikacích neprobíhá podle jednoho z výše uvedených principů, ale 
je jejich určitou kombinací, takže mluvíme o různých stupních induktivnosti identifikace. Pro různé 
aplikační oblasti je příznačný určitý podíl induktivního a deduktivního přínosu v identifikaci podle 
úrovně zpracování obecné teorie problému (např. modely fyziologických procesů jsou charakteris-
tické podstatně širším uplatněním indukce a experimentu než např. modely letících objektů, kde 
znalost pohybových zákonů dovoluje téměř úplnou deduktivní identifikaci). Potřeba získat použi-
telný výsledek identifikace si prakticky vždy vynucuje zjednodušení v matematickém vyjádření 
vlastností objektu. Při deduktivní identifikaci zjednodušujeme matematický model především tím, 
že vlastnosti objektu idealizujeme. Idealizací rozumíme každý obrat v pojetí technického objektu, 
který vede k formálnímu zjednodušení jeho matematického modelu. Idealizace umožnila dnešní 
široké uplatnění matematiky v přírodních vědách a je tak nedílnou součástí exaktního myšlení 
vůbec. Řada pojmů zavedených idealizací reálných jevů se vžila tak, že se někdy zapomíná, nakolik 
to jsou fikce. 
 
 

2.3. Simulace dynamických systémů. Počítačový model 
Primárním zdrojem poznání v přírodních a technických vědách je experiment se vzorkem zkou-

maného jevu. Zobecňováním širokých experimentálních zkušeností bylo možné v některých 
vědních oborech vypracovat více či méně jednotnou teorii studovaných procesů, která umožňuje 
objevovat další poznatky cestou dedukce a analýzy matematickými metodami, tj. pomocí matema-
tických modelů. Až do nedávné doby byla praktická použitelnost matematického modelu omezena 
existencí analytického řešení. Teprve rozvoj výpočetní techniky znamenal podstatné rozšíření mezí 
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řešitelnosti matematických modelů. Umožnil také postupně automatizovat výpočet řešení rovnic 
matematického modelu natolik, že člověku zůstává pouze úloha : 
− volit a vkládat vhodné vstupy matematického modelu, 
− prostřednictvím výstupního zařízení počítače (souřadnicový zapisovač, displej, tiskárna apod.) 

sledovat a hodnotit výstupní výsledky. 
Za uvedených podmínek lze tedy s automatizovaným výpočtem zacházet z hlediska vytčeného cíle 
v podstatě jako s reálným vzorkem technického objektu. V různých variantách výpočtu lze sledovat 
a měřit chování technického objektu za různých podmínek, pod vlivem různých vstupů. Technickou 
realizaci matematického modelu technického objektu na počítači, s níž lze uvedeným způsobem 
pracovat, označujeme jako  počítačový model. 

Práce s automatizovaným řešením projevů matematického modelu na počítači otevřela prostor 
pro specifickou syntézu experimentálně empirické a teoreticko – analytické metody vědeckého poz- 
nání. Sestavení matematického modelu a jeho počítačová realizace vycházejí z matematické teorie 
problému, ale práce s počítačovým modelem nese charakteristické znaky klasického experimento-
vání. Představuje kvalitativně nový způsob řešení úloh, u nichž není možné experimentovat s reál-
ným vzorkem, ani najít dedukcí analytické řešení. Hlavním znakem metody je napodobení reálných 
jevů počítačovým modelem, a proto bylo pro ni přijato označení  simulace. 

Využití počítačového modelu však nelze redukovat jen na automatizované řešení rovnic mate-
matického popisu problému. Pod pojmem simulace zahrnujeme všechny fáze procesu poznání, 
jehož výsledkem je ekvivalence počítačového modelu a vyšetřovaného technického objektu ve 
vlastnostech a projevech zvolených za podstatné, s přesností postačující danému účelu. Hlavní fáze 
procesu simulace jsou : 
− vymezení systému na zkoumaném technickém objektu, 
− sestavení počítačového modelu, 
− ověření shody projevů počítačového modelu a technického objektu, 
− vlastní experimenty s počítačovým modelem, 
− aplikace výsledků simulačních experimentů na zkoumaný technický objekt. 
Dosažení uvedených atributů procesu simulace je zřejmě podmíněno potřebnou úrovní automatic-
kého řízení výpočtů a zprostředkování vstupů a výstupů mezi počítačem a řešitelem. Skutečné expe-
rimentování s počítačovým modelem, jako náhradou za reálný vzorek technického objektu, může 
nastat jen tehdy, jestliže vlastní výpočet se stane spolehlivou, dostatečně rychlou a snadno ovlada-
telnou automatizovanou procedurou. Podstatnou součástí výbavy počítače jsou přitom grafická 
výstupní zařízení (obrazovkový displej, souřadnicový zapisovač, tiskárna apod.). Čím lépe jsou 
uvedené podmínky splněny, tím snadněji a spolehlivěji může řešitel pracovat s počítačovým mode-
lem jako s náhradním vzorkem technického objektu a získat tak hodnotnější informace. 
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3. Modelování pohonových soustav 
Dynamické vlastnosti reálné pohonové soustavy (technického objektu) je možné vyšetřovat, jak 

již bylo uvedeno dříve, pomocí jemu přiřazených modelových objektů. Reálná pohonová soustava 
je pohonovou soustavou se spojitě rozloženými hmotnostními a tuhostními parametry. Této poho-
nové soustavě mohou být přiřazeny modelové objekty s parametry rovněž spojitými, nebo je možné 
provést jejich náhradu parametry diskrétními. Pak hovoříme o spojitých modelových objektech 
nebo diskrétních modelových objektech. Modelové objekty z hlediska řešení daného dynamického 
problému a požadované přesnosti výsledků, musí mít vybrané dynamické vlastnosti shodné nebo 
podobné, jako má reálná pohonová soustava (vlastní frekvence, odezva na standartní buzení apod.). 
Původní spojité pohonové soustavě přiřadíme modelovou pohonovou soustavu podle dostupného a 
použitelného teoretického modelu, představujícího teorie popisujících daný dynamický problém – 
viz. obr.6. Je třeba zdůraznit, že vytváření modelových objektů je podřízeno dostupným teoretickým 
modelům a nikoliv naopak. 

Zvláštní pozornost je třeba 
věnovat vytváření náhrad-
ních ekvivalentních diskrét-
ních modelových objektů, 
neboť jejich široké uplat-
nění v současnosti je dáno 
značnými možnostmi dos-
tupné výpočetní techniky. 

Teoretický model

Modelový objekt 
spojitý  

Modelový objekt 
kombinovaný 

Modelový objekt 
diskrétní 

Řešení teoretického modelu

Analytické Analyticko-numerické Numerické

Reálná pohonová soustava 

Pro přípravu parametrů dis-
krétního modelu použijeme 
následující podmínky mezi 
reálnou pohonovou sous-
tavou a jeho modelem : 
− zákon zachování kine-

tické energie 
− rovnost práce vnějších a 

vnitřních silových účin-
ků a u konzervativních 
soustav rovnost poten-
ciální energie. 

Obr.6. Přiřazení modelového objektu reálné pohonové soustavě.  
Diskretizací rozumíme postup modelování, při kterém se spojují, soustřeďují a koncentrují spo-

jité elementy modelové mechanické soustavy. Používají se dva druhy diskretizace : 
− názorná diskretizace, při níž se modelovaný systém rozloží na jednotlivé hmotné části (tuhá 

hmotná tělesa nebo hmotné body), přičemž vzájemné spojení je reprezentováno nehmotnými 
pružnými a tlumícími elementy 
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− formální diskretizace, při níž se sestaví rovnice problému (diferenciální nebo integrální) spoji-
tého systému a pak při řešení pohybu se diferenciály nahrazují diferencemi a integrálů se přiřadí 
sumy za účelem numerického řešení dané problémové rovnice. Jedním z těchto přístupů je 
metoda konečných prvků. 

Použití diskrétních modelů má řadu výhod : 
− je možné schematizovat výstavbu modelového objektu z jednotlivých stavebních prvků a polí, 
− výpočet všech souřadnic pohybu je jednodušší, 
− relativně velké množství potřebných vstupních údajů se může racionálně zpracovat pomocí čís-

licové výpočetní techniky, 
− na rozdíl od spojitých modelů je programování málo vázané na strukturu, tzn. že vliv strukturní 

výstavby na řešení problému se může lehce zvládnout. 
Při diskretizaci vzniká často problém dobré shody a přesnosti, kterých se dosahuje při náhradě 
reálné pohonové soustavy jejím diskrétním modelem. Tato kritéria lze posuzovat v situacích, kdy 
lze stanovit vlastnosti původní soustavy, tedy reálné pohonové soustavy. Pak lze strukturu a para-
metry diskrétní modelové soustavy upřesňovat vhodným experimentem – viz. obr.7. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ANO 

NE 

Konečný diskrétní model 

Korekce struktury a 
parametrů diskrétního 

modelu 

Je shoda dynamických 
charakteristik dobrá ? 

Výpočtové určení 
dynam. charakteristik 

Měření dynamických 
charakteristik 

Diskrétní model Experimentální model 

Reálná pohonová soustava 
( kontinuum ) 

Obr.7. Postup při vytváření diskrétního modelu reálné pohonové soustavy. 
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U diskrétních modelových objektů při dynamické analýze počet nezávislých souřadnic (počet 
stupňů volnosti) souvisí s nejvyšší vlastní frekvencí reálné pohonové soustavy, které nás v dané 
úloze zajímá. Je-li to např.  k – tá  vlastní frekvence reálné pohonové soustavy, pak počet nezávis-
lých souřadnic diskrétního modelu má splňovat podmínku , nebo , přičemž se 
použije menší hodnota  N  z těchto dvou vztahů. Podmínkou je ovšem shodná struktura reálné 
pohonové soustavy i modelového objektu. 

k2N ≥ 8kN +≥

Přesnost při diskretizaci je dána způsobem diskretizace (hmotná tělesa, hmotné body, počet dis-
krétních parametrů), správným definováním okrajových podmínek a také na druhu pohybu (rotační, 
translační, příčné kmity, ohybové kmity, torzní kmity, atd.), které reálná pohonová soustava 
vykonává. Platí všeobecná zásada, že při zvětšení počtu diskrétních parametrů se rozdíl mezi různý-
mi způsoby diskretizace zmenšuje a u nižších vlastních frekvencí se získává lepší shoda. Při tom je 
nutno vycházet z požadavku minimálního počtu stupňů volnosti modelového objektu, který nám 
poskytne z hlediska řešeného problému dostatek potřebných informací o vlastnostech vyšetřované 
reálné mechanické soustavy. Zavedením většího počtu diskrétních parametrů, než je u minimálního 
modelu, nepřinese již žádné další nové informace, kromě zpřesnění sledovaných dynamických 
charakteristik modelového objektu. Na druhé straně zvětšení počtu diskrétních parametrů činí úlohu 
složitější a vyžaduje vyšší nároky na potřebnou výpočetní techniku. 
 
 

3.1. Pohybové rovnice pohonových soustav 
Při analýze dynamických vlastností modelových pohonových soustav (modelových objektů), 

jakožto náhrady reálných pohonových soustav, je důležitým krokem sestavení potřebných pohy-
bových rovnic. Pohybové rovnice vyjadřují vazby mezi parametry hmotnostními, silovými účinky a 
kinematickými veličinami pohybu dané modelové pohonové soustavy (modelového objektu). Při 
sestavování pohybových rovnic modelových pohonových soustav lze použít různých metod jak 
z vektorové mechaniky, tak také z analytické mechaniky – viz. následující schéma. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

redukce hmotových a silových parametrů 

využití základních vět mechaniky 

metoda úplného uvolnění 

vektorová 

Gaussův princip 

Hamiltonův princip 

Lagrangeovy rovnice II.druhu 

Lagrangeovy rovnice I.druhu 

princip virtuálních prací 

analytická 

Mechanika 
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My se zde podrobněji zmíníme pouze o třech, v technické praxi nejpoužívanějších, metodách a to o 
metodě redukce hmotových a silových parametrů, o Lagrangeových rovnicích druhého druhu a o 
Hamiltonově principu. 
 
 

3.1.1. Metoda redukce hmotových a silových parametrů 
Metoda redukce je výhodná pro sestavení pohybových rovnic pohonových soustav s jedním 

stupněm volnosti. Pohyb takovéto pohonové soustavy lze vyjádřit pohybem myšleného členu, který 
se pohybuje shodně se zvoleným základním členem, na který redukujeme všechny hmoty i všechny 
pracovní silové účinky. Za základní člen se obvykle volí hnací nebo hnaný člen, který koná rotační 
pohyb nebo posuvný pohyb. Vycházíme přitom z věty o změně kinetické energie soustavy těles ve 
tvaru 

P
td

Ed k = , (3.1) 

kde  P  je výkon pracovních silových účinků. Jak je známo, lze rychlosti všech těles soustavy 
s jedním stupněm volnosti vyjádřit ve tvaru q , kde  q  je polohová souřadnice základního 
členu. Kinetická energie soustavy těles může být vyjádřena při redukci na rotující člen ve tvaru 

)  ( q,qi &&

2
redk qqI

2
1q,qE && ⋅= )  ()  ( , (3.2a) 

nebo při redukci na posouvající člen ve tvaru 

2
redk qqm

2
1q,qE && ⋅= )  ()  ( , (3.2b) 

kde  je redukovaný moment setrvačnosti soustavy při redukci na rotující základní člen nebo 

 je redukovaná hmotnost soustavy při redukci na posouvající člen.  

)  ( qIred

)  ( qmred

Výkon všech pracovních silových účinků lze při redukci na rotující člen vyjádřit ve tvaru 
qq,q,tMq,q,tP red &&& ⋅= )  ()  ( , (3.3a) 

nebo při redukci na posouvající člen ve tvaru 
qq,q,tFq,q,tP red &&& ⋅= )  ()  ( , (3.3b) 

kde  je redukovaný moment při redukci na rotující člen nebo  je reduko-
vaná síla při redukci na posouvající člen.  

)  ( q,q,tM red & )  ( q,q,tFred &

Redukované veličiny určíme z rovnosti kinetických energií skutečné a redukované soustavy 

[ ] [ ] redukkskutk EE     =  , (3.4a) 

a z rovnosti prací, nebo výkonností skutečné a redukované soustavy 
[ ] [ ]
[ ] [ ] redukskut

redukskut

PP
AA

    

    

=

=
 (3.4b) 
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přičemž v případech kdy všechny působící síly jsou konzervativní, lze místo vztahů (3.3b) vycházet 
z rovnosti potenciálních energií skutečné a redukované soustavy 

[ ] [ ]
redukpskutp EE

    
=  , (3.4c) 

Derivací kinetické energie ve tvaru (3.2a) resp. (3.2b), dostaneme 

3red
red

k q
qd

qId
2
1qqqI

td
Ed

&&&&
)  ()  ( += , (3.5a) 

resp. 

3red
red

k q
qd

qmd
2
1qqqm

td
Ed

&&&&
)  ()  ( += . (3.5b) 

Po dosazení vztahů (3.3a) a (3.5a), resp. (3.3b) a (3.5b) do rovnice (3.1), dostaneme vlastní pohybo-
vou rovnici soustavy při redukci na rotující člen ve tvaru 

)  ()  ()  ( q,q,tMq
qd

qId
2
1qqI red

2red
red &&&& =+ , (3.6a) 

resp. při redukci na posouvající člen ve tvaru 

)  ()  ()  ( q,q,tFq
qd

qmd
2
1qqm red

2red
red &&&& =+ . (3.6b) 

Pohybové rovnice (3.6a) nebo (3.6b) jsou nelineární diferenciální rovnice 2.řádu. Jsou tudíž 
integrovatelné v uzavřeném tvaru jen ve speciálních případech funkcí M , resp. . 
K výraznému zjednodušení vlastní pohybové rovnice dochází u soustav s konstantními převody, u 
nichž , resp. , jsou konstantní. Pohybové rovnice (3.6a), resp. (3.6b) se pak zřejmě zjedno-
duší do tvaru 

redred I, redred m,F

redI redm

)  ( q,q,tMqI redred &&& = , (3.7a) 

resp. 

)  ( q,q,tFqm redred &&& = . (3.7b) 

V případě pohonových soustav s pasivními odpory jsou mezi pracovními silami odporové (třecí) 
síly, které jsou obecně funkcí reakcí. Příslušná pohybová rovnice by tedy nebyla vlastní pohybovou 
rovnicí. Uvedenou potíž u pohonových soustav s pasivními odpory lze u některých jednoduchých 
soustav odstranit, jestliže se podaří vyjádřit příslušnou reakci přímo akčními silami nebo přibližným 
vyjádřením vlivu pasivních účinků, např. výkonem pasivních odporů jako podílu výkonu hnacích 
sil, popř. pomocí účinností. 

Převážnou většinu reálných pohonových soustav vyšetřujeme jako diskrétní modelové poho-
nové soustavy o více stupních volnosti, u nichž v důsledku různých převodů mezi jednotlivými 
tělesy je obtížné sestavit pohybové rovnice přímo. I u těchto soustav je možné provést redukci na 
společný rotační člen nebo posuvný člen, čímž se podstatně zjednoduší a zpřehlední sestavení 
potřebných pohybových rovnic. Redukce původní modelové pohonovéé soustavy se často provádí 
na hnací člen, přičemž počet stupňů volnosti původní modelové pohonové soustavy a po její reduk-
ci musí být totožný. Pro náhradu původní modelové pohonové soustavy jejím náhradním redukova- 
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ným modelem je zapotřebí dodržet následující postup : 
− soustavu rozdělíme na subsystémy, přičemž počet subsystémů je roven nebo je větší než počet 

stupňů volnosti původní modelové mechanické soustavy, 
− zvolí se rotační nebo posuvný člen, na který chceme celou soustavu redukovat, 

− vypočtou se jednotlivé převody mezi pohyby prvků původní pohonové soustavy a pohybem 
členu, na který se provádí redukce, 

− provede se redukce jednotlivých parametrů subsystémů na společný člen 

− sestaví se pohybové rovnice redukované soustavy, přičemž počet pohybových rovnic odpovídá 
počtu zvolených subsystémů. 

 
 

3.1.2. Lagrangeovy rovnice druhého druhu 
Lagrangeovy rovnice druhého druhu jsou nejužívanější metodou analytické mechaniky při ses-

tavování pohybových rovnic vázaných pohonových soustav. Umožňují sestavovat pohybové rov-
nice, z nichž jsou předem vyloučeny všechny vazbové síly, což je významné zejména u složitějších 
pohonových soustav. Metodický postup při sestavování pohybových rovnic zůstává v platnosti bez 
ohledu na druh souřadnicového systému, což umožňuje použít libovolný souřadnicový systém. 
Výhodou je i skutečnost, že jedinou dynamickou veličinou, kterou je nutno vyjádřit, je kinetická 
energie , což bývá zpravidla jednoduché. U konzervativních soustav lze dále využít pojmu 

potenciální energie  a pracovat pak pouze se skalárními veličinami . 
kE

pE pk EE   a  

Obvyklý tvar rovnic je formulován pro holonomní vyzby v nezávislých zobecněných souřadni-
cích. Pro soustavy s neholonomními vazbami lineárními v rychlostech nebo při použití závislých 
(přebytečných) souřadnic používáme Lagrangeových rovnic druhého druhu s multiplikátory (Lag-
rangeových rovnic smíšeného typu). 

Uvažujme pohonovou soustavu, kterou lze modelovat jako soustavu  N  hmotných bodů o 
hmotnostech m  s  n  stupni volnosti, obecně mezi sebou vázaných vazebními rovnicemi typu i

)  ( t,q,,q,qrr n21ii K
rr

= , (3.8) 

kde ri
r  představuje radiusvektor uvažovaného bodu a  je  n  zobecněných (nezávislých) 

souřadnic – uvažujeme tedy pouze vazby holonomní, ať už reonomní nebo skleronomní. 
n21 q,,q,q K

Při odvození základního tvaru Lagrangeových rovnic druhého druhu pro soustavu hmotných 
bodů vyjdeme z principu virtuálních prací ve tvaru 

[ ]∑
=

=⋅−
N

1i
iiii 0rrmF r&&r

r
δ  , (3.9) 

kde  jsou pracovní síly působící na i-tý hmotný bod. Uvážíme-li, že variace radiusvektoru i-tého 
bodu je dána následujícím výrazem 

iF
r
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∑
= ∂
∂

=
n

1j
j

j

i
i q

q
r

r δδ
r

r  

pak po dosazení tohoto výrazu do vztahu (3.9) dostaneme rovnici 

0q
q
r

rmq
q
r

F
n

1j
j

N

1i j

i
ii

n

1j
j

N

1i j

i
i =













∂
∂

−












∂
∂ ∑ ∑∑ ∑

= == =

δδ
r

&&r
rr

, (3.10) 

která bude (vzhledem k libovolnosti variací zobecněných souřadnic) splněna tehdy, když budou 
splněny následující rovnice 

0
q
r

rmQ
N

1i j

i
iij =
∂
∂

−∑
=

r
&&r , (3.11) 

kde Q  je zobecněná síla odpovídající souřadnici q , přičemž je dána výrazem j j

∑
= ∂

∂
=

N

1i j

i
ij q

r
FQ

rr
 . (3.12) 

Další postup spočívá ve vhodnějším vyjádření druhého výrazu na levé straně rovnice (3.11).  Deri-
vováním rovnic vazby (3.8) dostaneme pro rychlosti následující vztah 

∑
= ∂

∂
+

∂
∂

=≡
n

1j
j

j

iii
i q

q
r

t
r

td
rd

r &
rrr

&r , (3.13) 

a po jeho parciální derivaci podle q  dostaneme j&

j

i

j

i

q
r

q
r

∂
∂

=
∂
∂

r

&

&r

, (3.14) 

dále zřejmě platí 













∂
∂

−












∂
∂

=
∂
∂

j

i
i

j

i
i

j

i
i q

r
td

dr
q
r

r
td

d
q
r

r
r

&r
r

&r
r

&&r  . (3.15) 

V posledním členu (3.15) lze však psát 

j

i

j

i

q
r

q
r

td
d

∂
∂

=












∂
∂ &rr

 , (3.16) 

jak plyne z totální derivace výrazu 
j

i

q
r

∂
∂
r

 podle času 

tq
r

q
qq

r
q
r

td
d

j

i
2n

1k
k

kj

i
2

j

i

∂∂
∂

+
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∂
=








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

∂
∂ ∑

=

r
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rr

 ,  

a parciální derivace výrazu (3.13) podle q  j

∑
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=
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jejich porovnáním. S využitím vztahů (3.14) a (3.16) lze výraz (3.15) přepsat ve tvaru 

j

i
i

j

i
i

j

i
i q

r
r

q
r

r
td

d
q
r

r
∂
∂

−












∂
∂

=
∂
∂ &r

&r

&

&r
&r

r
&&r  , (3.17) 

který dosadíme do rovnice (3.11), tím obdržíme 

j

N

1i j

i
i

j

i
ii Q

q
r

r
q
r

r
td

dm =












∂
∂

−










∂
∂∑

=

&r
&r

&

&r
&r . (3.18) 

Jestliže ze vztahu pro kinetickou energii soustavy 

∑∑
==

==
N

1i

2
ii

N

1i
kk rm

2
1EE

i

&r ,  

sestavíme výrazy 

∑∑
== ∂

∂
=

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ N

1i j

i
ii

j

k
N

1i j

i
ii

j

k

q
r

rm
q
E

,
q
r

rm
q
E &r

&r

&

&r
&r

&
 , (3.19) 

kterých využijeme ve vztahu (3.18), tím obdržíme následující rovnici 

j
j

k

j

k Q
q
E

q
E

td
d

=
∂
∂

−










∂
∂
&

, (3.20) 

která představuje základní tvar Lagrangeových rovnic druhého druhu, platných pro libovolnou 
pohonovou soustavu podrobenou holonomním (reonomním nebo skleronomním) vazbám. 

V technické praxi se často setkáme s případy, kdy všechny pracovní síly jsou silami, pro něž 
existuje stacionární potenciální pole (takovým soustavám říkáme, že jsou konzervativní). V tako-
vém případě lze vyjádřit zobecněnou sílu odpovídající těmto silám pomocí potenciální energie 

j

p
j q

E
Q

∂

∂
−= , (3.21) 

tím dostanou Lagrangeovy rovnice druhého druhu tvar 

0=
∂

∂
+

∂
∂

−










∂
∂
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p
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j

k

q
E

q
E

q
E

td
d

&
. (3.22) 

Často je konzervativnost systému porušena pouze tlumícími silami, lineárně závislými na rychlos-
tech , kde hodnoty b  představují koeficienty lineárního (viskózního) tlumení. Potom lze 
zobecněnou sílu lineárního (viskózního) tlumení 

iii vbF rr
−= i

∑
= ∂

∂
−=

N

1i j

i
iij

d

q
r

vbQ
r

r ,  

vyjádřit pomocí tzv. Rayleighovy disipativní funkce 

∑
=

=
N

1i

2
iid vb

2
1R r , (3.23) 
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následujícím vztahem 

j

d
j

d

q
R

Q
&∂

∂
−= , (3.24) 

přičemž funkce  je skalární veličinou. dR

Jsou-li mezi pracovními silami vedle sil potenciálních a disipativních ještě síly jiného typu, lze 
pomocí disipativní funkce napsat Lagrangeovy rovnice druhého druhu ve tvaru 

j
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k Q
q
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. (3.25) 

 

3.1.3. Lagrangeovy rovnice druhého druhu s multiplikátory 
Tento tvar rovnic se používá jednak v případech, kdy nelze nebo kdy nechceme vyloučit přeby-

tečné (závislé) souřadnice, jednak u soustav s neholonomními vazbami. 
Pro soustavu s  n  stupni volnosti, s ( )  kn +  souřadnicemi (tj.soustava s  k  přebytečnými sou-

řadnicemi), z nichž  k  je vázáno holonomními vazbami 

k,,2,1s,0t,q,,q,q,,q,qf kn1nn21s KKK ==++ )  ( , (3.26) 

platí podle (3.10) následující rovnice 
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 , (3.27) 

přitom však pouze  variací n )  ( n,,2,1jq j K=δ  je nezávislých, ostatní jsou vázány  vztahy k

0q
q
fkn

1j
j

j

s =
∂
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+

=

δ ,  

které dostaneme variováním vztahu (3.26). Vynásobením posledního vztahu (3.28) neznámým 
koeficientem sλ  a přičtením tohoto vztahu od rovnice (3.27), obdržíme vztah 
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. (3.28) 

Protože koeficienty sλ  mohou být libovolné, zvolíme je tak, aby výrazy v hranatých závorkách 
vztahu (3.28) byly rovny nule, tj. aby platilo 
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, (3.29) 

pro všechna . Multiplikátory kn,,2,1j += K sλ  jsou ovšem neznámé a nutno je vypočítat na 
základě podmínek uvedených při jejich zavedení. 
Upravíme-li první dva členy ve vztahu (3.29) podobně jako při odvození základního tvaru Lagran-
geových rovnic druhého druhu, dostaneme soustavu rovnic 
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pro , které spolu s  rovnicemi vazby (3.26) umožňují určit  průběhů sou-
řadnic  a k  neznámých koeficientů 

kn,,2,1j += K

)  ( tq j

k )  ( kn +

sλ . 

Fyzikální smysl Lagrangeových multiplikátorů spočívá v tom, že vyjadřují zobecněnou vazbovou 
sílu, odpovídající reakčnímu účinku vazeb. Přitom platí 

∑∑
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∂
==
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∂ N

1i j
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1s j

s
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FQ

q
f rr

λ . (3.31) 

Prostřednictvím multiplikátorů lze tedy do Lagrangeových rovnic druhého druhu zavádět vazbové 
síly, resp. reakce, a lze je tedy z těchto rovnic vypočítat. Jiný postup zavedení reakcí do Lagrangeo-
vých rovnic druhého druhu spočívá v aplikaci principu uvolňování, podle něhož dynamický systém 
s vazbami lze vyšetřovat jako systém bez vazeb, jestliže účinky těchto vazeb nahradíme příslušnými 
reakcemi. Často postupujeme také tak, že nejprve vyšetříme časové průběhy nezávislých souřadnic 
z vlastních pohybových rovnic a reakce potom určíme z pohybových rovnic, sestavených metodami 
vektorové mechaniky (uvolňováním). 
Pro soustavu s  stupni volnosti a  přebytečnými souřadnicemi podrobenou navíc  neholo-
nomním vazbám typu 

n k l

l,,2,1s,0t,q,,q,q,,qg n1n1s K&K&K ==)  ( , (3.32) 

dostaneme Lagrangeovy rovnice druhého druhu ve tvaru 
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pro , které řešíme spolu s lkn,,2,1j ++= K )  ( lk +  rovnicemi vazby (3.26) a (3.32). Určíme tak 

 souřadnic  a  multiplikátorů ) lk ++ (q j ( n )  t )  ( lk + sλ  a sλ . 

Fyzikální smysl multiplikátorů sλ  a sλ  je analogický jako ve vztahu (3.31) a lze pomocí nich určit 
příslušnou zobecněnou vazbovou sílu 
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3.1.4. Hamiltonův princip 
Hamiltonův princip je z hlediska řešení technických úloh nejvýznamnějším z integrálních va-

riačních principů. Integrální principy zkoumají soustavu v určitém konečném časovém intervalu a 
sledují ji jako celek. Variačními se nazývají proto, že sestavení pohybových rovnic vyplyne z pod-
mínky nulové variace (tj. stacionárnosti) určitého omezeného integrálu  (fukcionálu), který je 
nezávislý na jistých skalárních mechanických veličinách. Variační úloha je přitom formulována tak, 
že se v časovém intervalu sleduje pohyb pohonové soustavy po různých virtuálních drahách (splňu- 

J
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jící podmínky vazeb), které však v koncových bodech intervalu odpovídají poloze soustavy při 
skutečném pohybu. Přitom se mezi těmito variovanými dráhami hledá taková, na níž příslušný 
funkcionál  má stacionární hodnotu (tj. J 0J =δ ), tzn. že hledaná trajektorie je pak extremálou 
funkcionálu . Hledané pohybové rovnice jsou pak totožné s Eulerovými rovnicemi příslušného 
variačního problému. 

J

Výhodou tohoto principu je zejména skutečnost, že jeho formulace je nezávislá na volbě sou-
řadnicového systému a že jeho platnost není omezena jen na oblast klasické mechaniky. Principu 
lze dobře využít k sestavování pohybových rovnic složitých systémů, např. systémů se spojitě roz-
loženými parametry, systémů obsahujících i nemechanické prvky a dále k formulaci některých přib-
ližných metod popisujících chování složitých systémů. V případech, kdy použití Hamiltonova prin-
cipu vede k Lagrangeovým rovnicím druhého druhu, je ovšem jejich přímé použití rychlejší (tak 
tomu bývá zpravidla u diskrétních modelů pohonových soustav). 

Při odvození Hamiltonova principu vyjdeme z principu virtuálních prací pro soustavu  hmot-
ných bodů ve tvaru 

N

[ ] 0rrmF
N

1i
iiii =−∑
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r&&r
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δ ,  

který můžeme s využítím identity 
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ii rr
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rrdrr &r&r
r&rr&&r δδδ −=

) (  ,  

přepsat do následujícího tvaru 
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Uvážíme-li, že pro členy na levé straně rovnice (3.35) platí : 

                                        ArFArF
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kde Aδ  je variace práce působících sil a kEδ  je variace kinetické energie, pak lze rovnici (3.35) 
psát ve tvaru 


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
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


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=

N
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iiik rrm

td
dEA r&r δδδ ,  

a po integraci tohoto vztahu v časovém intervalu , dostaneme b,a
b

a

N

1i
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k rrmtdEA
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
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r&rδδδ ) ( . (3.36) 

Jelikož variované trajketorie jsou voleny tak, aby v koncových bodech časového intervalu  bylo b,a
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0rr btiati == == ) () ( rr δδ ,  

bude výraz na pravé starně rovnice (3.36) roven nule, čímž obdržíme vztah 

0tdEAJ
b

a

k =+≡ ∫ ) (δδ , (3.37) 

který je matematickým vyjádřením Hamiltonova principu : Sledujeme-li pohyb soustavy po libovol-
ných izochronně variovaných drahách, které v koncových bodech časového intervalu procházejí 
stejnými body jako při skutečném pohybu, pak pro skutečný pohyb soustavy platí, že variace integ-
rálu J je rovna nule.  

Jestliže síly působící na soustavu mají potenciál, potom platí pEA δδ −= , a Hamiltonův princip se 

vyjádří takto 

0td)EE(J
b

a
pk =−≡ ∫δδ . (3.38) 

 
 

3.2. Mechanické charakteristiky motorů a pracovních strojů 
Pro správnou analýzu dynamických vlastností pohonových soustav je nutné znát vnější vlast-

nosti poháněného pracovního stroje a motoru. Tyto vnější charakteristiky definují tzv. momentové 
charakteristiky, které vyjadřují závislost momentu zatížení , nebo hnacího momentu  na 
úhlové rychlosti 

ZM HM
ω , resp. úhlové poloze ϕ  výstupního členu pracovního stroje a motoru. Obecně 

lze mechanickou charakteristiku motoru, resp. pracovního stroje, vyjádřit rovnicí 

) (resp.) ( ZZZZZHHHHH q,q,uMM,q,q,uMM && == , (3.39) 

kde : ZH u,u  …… vstupní řídící parametr motoru, pracovního stroje,  

 ZH q,q  …… zobecněná souřadnice motoru, pracovního stroje,  

 ZH q,q &&  …… zobecněná rychlost motoru, pracovního stroje.  

Vzájemný vztah mechanických charakteristik motoru a pracovního stroje, nám určuje dynamický 
režim pohonové soustavy. V praktických případech nám analýza dynamických vlastností pohono-
vých soustav vede k řešení pohybové rovnice 

) () ( ZZZHHHDYN ,M,MM ωϕωϕ −= , (3.40) 

kde : DYNM  …… 
redukovaný dynamický moment soustavy, 

td
dI ω , resp. 2

d
Id

2
1

td
dI ω

ϕ
ω

⋅⋅+ , 

 HM  …… hnací moment motoru redukovaný na hnací člen mechanické soustavy, 

 ZM  …… zatěžující moment pracovního stroje redukovaný na hnací člen mechanické 
soustavy. 
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Aby bylo možné pohybové rovnice typu (3.40) řešit, tj. abychom mohli provést analýzu dynamic-
kých vlastností pohonové soustavy, musíme znát analytické vyjádření hnacího a zatěžujícího mo-
mentu, které definují mechanické charakteristiky. Z hlediska struktury pohonové soustavy, tak jak 
byla uvedena v první kapitole na obr.1, uvažujeme dva typy mechanických charakteristik : 

• mechanické charakteristiky zatížení, které reprezentují souhrnný zatěžující moment  od 
všech sil, působících na pohonovou soustavu. Všeobecně závisí zatěžující moment  na 
úhlové rychlosti 

ZM

ZM
ω  a periodicky na poloze ϕ  výstupního členu pohonové soustavy 

 )  ()  ( ωπϕωϕ ,2M,M ZZ += , (3.41) 

• momentové charakteristiky motorů, které jsou definované jako funkční závislosti hnacího 
momentu  na úhlové rychlosti výstupního členu pohonové soustavy HM

 ) ( HHH MM ω= . (3.42) 

 
 

3.2.1. Mechanické charakteristiky zatížení 
Zatěžující moment lze obecně vyjádřit vztahem 

ωωϕωϕωϕ sgnMMMM,M RCRCZ ⋅−=±= )  ()  ()  ()  ()  ( , (3.43) 

kdy předpokládáme, že zatěžující moment )  ( ωϕ ,M Z

)  (
 je možné rozdělit na dvě složky, a to na 

složku závislou jen na poloze hlavního členu ϕCM  a na složku )  ( ωRM  závislou jen na úhlové 

rychlosti ω . První člen )  ( ϕCM  obsahuje momenty, které souvisí se změnou potenciální energie, 

tedy od konzervativních sil působících v pohonové soustavě. Druhý člen )  ( ωRM  tvoří momenty 
vznikající v technologickém procesu a třecí momenty (při změně smyslu otáčení pracovního stroje 
mění své znaménko a působí vždy proti pohybu hlavního členu pohonové soustavy). Z výše 
uvedeného vyplývá, že zatěžující momenty lze rozdělit do dvou kategorií : 

• odporové zatěžující momenty )  ( ωRM , 

• aktivní zatěžující momenty )  ( ϕCM . 

 

3.2.1.1. Odporové zatěžující momenty 

Obecně lze závislost odporového zatěžujícího momentu na úhlové rychlosti při jednosměrném 
otáčení vyjádřit pomocí následujícího vztahu : 

( )
X

N
TNTR MMMM 








⋅−+=

ω
ωω )  ( , (3.44) 

kde :  TM  …… moment tření v klidu, 

 NM
 

…… zatěžující moment při nominální úhlové rychlosti Nω , 
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X  …… exponent určující mechanickou charakteristiku zatížení. Pro klasifikaci pracov-

ních strojů lze použít hodnot K,3,2,1,0,1X −= , přičemž je nutné si uvědomit, 
že obecně nemusí být X  celé číslo. 

 

MT MT MT 

MR MR MR MR  
 
 MT 

 
 
 ω ω ω ω
 a) b) c) d) 
 
 Obr.12. Mechanické charakteristiky zatížení – odporové zatěžující momenty. 

 
Nyní si uvedeme základní kategorie odporových zatěžujících momentů vyskytujících se v praxi : 

a.) 0X =  - charakteristika nezávislá na úhlové rychlosti ω , tj. .konstM R =)  ( ω  (viz. obr.12a). 
Takovou charakteristiku mají zdvihací zařízení, pojezdové mechanismy jeřábů, podávací me-
chanismy a třískové obráběcí stroje pracující s řeznou rychlostí úměrnou posuvu. Při jedno-
směrném otáčení může být zatížení i zatížení suchým (Coulombovým) třením, kdy TN MM =  

pak rovnice (3.44) má tvar ωω sgnMM TR ⋅=)  ( . 

b.) 1X = - zatížení lineárně závisí na úhlové rychlosti ω , viz. obr.12b. Takovou charakteristiku 
má např. pohon stejnosměrného motoru s cizím buzením, zatíženého konstantním odporem. 

c.) 2X = - zatížení nelineárně závisí na úhlové rychlosti ω , viz. obr.12c. Tuto charakteristiku 
mají prakticky všechna zařízení která překonávají odpor vzduchu nebo tekutin (ventilátory, 
odstředivá čerpadla, …). 

d.) 1X −= - zatížení hyperbolicky klesá s úhlovou rychlostí ω , viz. obr.12d. Tuto charakteristiku 
mají navíjecí zařízení v textilním, papírenském a hutnickém průmyslu, kde se požaduje kons-
tantní rychlost navíjeného materiálu i konstantní tahová síla v materiálu. 

 

3.2.1.2. Aktivní zatěžující momenty 

Na dynamické procesy v pohonové soustavě mají značný vliv zatížení s proměnnou periodic-
kou složkou. Tento druh zatížení obvykle závisí od úhlu pootočení hlavního členu a způsobuje ho : 

• periodická změna vnějšího zatížení, 
• nelineární kinematické vazby typu klikového, vačkového nebo kulisového mechanismu. 
V daném případě jsme předpokládali, že aktivní zatěžující momenty závisí periodicky na poloze ϕ  
hlavního členu mechanické soustavy, tedy 

Strana č. 35 



Úvod do výpočtového modelování pohonových soustav 
 

)  ()  ( πϕϕ 2MM CC += , (3.45) 

takže lze tuto složku zatěžujících momentů vyjádřit ve tvaru Fourierovy řady 

∑
∞

=

++≅
1j

jj
0

C jsinSjcosC
2

CM ϕϕϕ )  ( , (3.46) 

kde jednotlivé koeficienty této řady jsou dány vztahy 
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 (3.47) 

Pro řadu pohonových soustav má zatěžující moment od technologických odporů periodický cha-
rakter v závislosti na čase , přičemž velkou důležitost pro analýzu dynamických vlastností poho-
nových soustav má trvale působící harmonické zatížení, viz. obr.13.  

t

Harmonický průběh aktivního zatěžujícího mometu 
lze popsat vztahem 

MC 

 tsinMtM 0C ω⋅=)  ( , (3.48) 

kde :   …… amplituda zatížení, 0M

          ω    …… frekvence zatížení. 
Perioda harmonického aktivního zatěžujícího mo-
mentu je dána výrazem 

 
ω
π2T = . (3.49) 

T 

t 

M0 

- M0 

Obr.13.. Harmonický zatěžující moment. 
 

 

Aktivní zatěžující momenty periodicky závislé na čase  lze, stejně jako aktivní zatěžující momenty 
závislé na poloze 

t
ϕ  hlavního členu, vyjádřit ve tvaru Fourierovy řady 

∑
∞

=

++≅
1j

jj
0

C t
T

2jsinBt
T

2jcosA
2
AtM ππ)  ( , (3.50) 

resp. po uvážení vztahu (3.49) ve tvaru 

∑
∞

=

++≅
1j

jj
0

C tjsinBtjcosA
2
AtM ωω)  ( , (3.51) 

kde koeficienty Fourierovy řady (3.50) stanovíme ze vztahů 
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 (3.52) 

V příloze, uvedené na konci této práce, jsou uvedeny funkční vztahy různých typů aktivních zatěžo-
vacích momentů spolu s výrazy pro jejich Fourierovy rozvoje. 
 
 

3.2.2. Momentové charakteristiky motorů 
Při analýze dynamických vlastností pohonových soustav mají hlavní význam jen ty vlastnosti 

motorů, které ovlivňují charakter jejich vzájemného působení s ostatními funkčními částmi mecha-
nické soustavy. Tyto vzájemné vztahy určuje vazba mezi vstupními a výstupními parametry motoru 
(viz. obr.14), tedy mezi vstupní veličinou u  řídící procesy přeměny energie v motoru, zákonem 
změny souřadnice výstupního členu  a zobecněným hnacím momentem , resp. 
zobecněnou hnací silou Q . 

)  ( t
)  ( tqH )  ( tM H

)t(H

 
u ( t ) 

 
 

MH ( t ) ,  qH ( t ) 

Motor 
 
 
 
 
 
 

Obr.14. Schématické znázornění motoru. 
 
Volbou některé charakteristiky motoru, která vyjadřuje vazbu mezi uvedenými parametry je vlastně 
volbou dynamického modelu pohonové soustavy. V závislosti na stupni idealizace vlastností mo-
toru, rozlišujeme následující typy charakteristik : 

• ideální charakteristiky motoru, 
• statické charakteristiky motoru, 

• dynamické charakteristiky motoru. 
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3.2.2.1. Ideální charakteristiky motorů 

Při podmínce, že rychlost výstupního členu  v každém časovém okamžiku závisí pouze na 
hodnotě vstupní veličiny u , pak hovoříme o ideální kinematické charakteristice  motoru 

Hq&

)  ( ufq iH =& . (3.53) 

Tato charakteristika se používá pro hrubý popis vlastností motoru a používá se zejména v první eta-
pě projektování pohonové soustavy. Lze ji použít pouze pro motory, kde vliv zatížení na rychlost 
motoru lze zanedbat. Za předpokladu, že zobecněný hnací moment  nezávisí na rychlosti  
výstupního členu – je funkcí vstupní veličiny , hovoříme o ideální momentové charakteristice 
motoru 

HM Hq&
u

)  ( uMM i
H

i
H = . (3.54) 

V převážné většině případů jsou ideální kinematická i momentová charakteristika motoru nelineární 
(viz. obr.15). Pak za předpokladu, že tyto charakteristiky jsou spojité a hladké, lze ideální charakte-
ristiky motoru linearizovat v okolí pracovního bodu u 0u= . 

 

i
0M

i
HM

0q&  

Hq&  

u0 u0 u u 

 
 
 
 
 
 
 
 
 a) b) 
 

Obr.15. Ideální kinematická charakteristika a),  ideální momentová charakteristika b).  
 

Za tím účelem si rozvineme funkce na pravých stranách rovnic (3.53) a (3.54) do Taylorových řad 
v okolí pracovního bodu u  0u=

,uu
ud

uMdMM

,uu
ud
ufdqq

0
0

i
H0

H
i
H

0
0i

0H

KK

KK&&

+−⋅+=

+−⋅+=

) () (

) () (

  

přičemž v těchto rozvojích zanedbáme všechny veličiny druhého a vyššího řádu. Tím pro ideální 
charakteristiky motoru obdržíme následující idealizované rovnice 

,uuMM

,uuqq

0
i

M
0
H

i
H

0
i

q0H

) (

) (

−⋅+=

−⋅+=

β

β&&
 

(3.55) 
(3.56) 
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kde veličiny  jsou dány vztahy i
M

i
q ,ββ

,
ud

uMd,
ud
ufd 0

i
Hi

M
0ii

q
) () (

== ββ  (3.57) 

a představují nám tuhosti ideální kinematické a momentové charakteristiky motoru v bodě u 0u= . 

 

3.2.2.2. Statické charakteristiky motorů 

Zohlednění vlivu rychlosti  výstupního členu na zobecněný hnací moment  ve vztazích 
pro ideální charakteristiky motoru nám vede ke statické kinematické charakteristice  motoru 

Hq& HM

) ( HSH M,ufq =& , (3.58) 

nebo ke statické momentové charakteristice  motoru 

) ( H
S
H

S
H q,uMM &= . (3.59) 

U motorů ve kterých přenos pohybu na výstupní člen se vykonává pomocí mechanismů s nelineár-
ními funkcemi polohy  (klikové mechanismy spalovacích motorů) nám statickou charakteristiku 
vyjadřuje funkční závislost 

Hq

) ( HHSH q,M,ufq =& , (3.60) 

nebo 

) ( HH
S
H

S
H q,q,uMM &= . (3.61) 

Statické charakteristiky motorů vyjadřují závislost mezi konstantní rychlostí výstupního členu při 
konstantní hodnotě vstupní veličiny . Lze je použít pouze v těch případech, kdy změny zatížení a 
rychlosti probíhají dostatečně pomalu. 

u

Ze vztahu (3.58), resp. (3.59) je zřejmé, že statické charakteristiky motorů jsou obecně nelineárními 
funkcemi dvou parametrů, viz. obr.16. Předpokládáme-li, že statické charakteristiky jsou spojité a 
hladké, lze tyto charakteristiky linearizovat v okolí pracovního bodu ( , resp. . ) 0

H0 M,u ) ( 00 q,u &

 

)M,u(f HS

a) 

0
HM  

MH 

0q&  

Hq&  

u 

u0 

)q,u(M H
S
H &

b) 

0
HM

S
HM

0q&  
Hq&

u0 

 
 
 
 
 
 
 
 

u 
 Obr.16. Statická kinematická charakteristika a),  statická momentová charakteristika b). 
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Za tím účelem si rozvineme funkce na pravých stranách rovnic (3.58) a (3.59) do Taylorových řad 
v okolí pracovního bodu ( , resp. (  ) 0

H0 M,u ) 00 q,u &

,......qq
q

q,uMuu
u

q,uMMM

,......MM
M

M,ufuu
u

M,ufqq

0H
H

00
S
H

0
00

S
H0

H
S
H

0
HH

H

0
H0S

0

0
H0S

0H

+−⋅
∂

∂
+−⋅

∂
∂

+=

+−⋅
∂

∂
+−⋅

∂
∂

+=

) () () () (

) () () () (

&&
&

&&

&&

  

přičemž v těchto rozvojích zanedbáme všechny veličiny druhého a vyššího řádu. Tím pro statické 
charakteristiky motoru obdržíme následující linearizované rovnice 

, ) () (

, ) () (

0H
S

q,M0
S

u,M
0
H

S
H

0
HH

S
M,q0

S
u,q0H

qquuMM

MMuuqq

&&

&&

& −⋅+−⋅+=

−⋅+−⋅+=

ββ

ββ
 

(3.62) 
(3.63) 

kde veličiny  jsou dány vztahy S
q,M

S
u,M

S
M,q

S
u,q ,,, &ββββ

,
q

M,uM,
u

M,uM

,
M

M,uf,
u

M,uf

H

0
H0

S
HS

q,M

0
H0

S
HS

u,M

H

0
H0SS

M,q

0
H0SS

u,q

&& ∂
∂

=
∂

∂
=

∂
∂

=
∂

∂
=

) () (

) () (

ββ

ββ
 (3.64) 

a představují nám tuhosti statických charakteristik motoru v pracovním bodě. 
 
 

3.2.2.3. Dynamické charakteristiky motorů 

Z důvodů setrvačnosti fyzikálně – chemických procesů přeměny energie v motoru, je hodnota 
rychlosti  výstupního členu v daném časovém okamžiku závislá nejen na okamžité hodnotě zatí-
žení, ale i na zákoně jeho změny v čase. Tuto skutečnost lze zohlednit zavedením derivace zobec-
něného hnacího momentu podle času do statických charakteristik motoru 

Hq&









+=

td
MdTM,ufq H

HDH& , (3.65) 

nebo 

) ( H
S
H

D
H

D
H q,uMM

td
MdT &=+ , (3.66) 

kde parametr T  je časová konstanta motoru. Rovnice (3.65), resp. (3.66) nám představuje dynamic-
kou kinematickou charakteritiku, resp. dynamickou momentovou charakteristiku  motoru. U mo-
torů ve kterých přenos pohybu na výstupní člen se vykonává pomocí mechanismů s nelineárními 
funkcemi polohy , nám dynamickou charakteristiku vyjadřují rovnice Hq









+= H

H
HDH q,

td
MdTM,ufq& , (3.67) 
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nebo 

) ( HH
S
H

D
H

D
H q,q,uMM

td
MdT &=+ . (3.68) 

Využijeme-li nyní v rovnici (3.66) vztahu pro linearizaci statické momentové charakteristiky (3.63), 
obdržíme lineární dynamickou momentovou charakteristiku  motoru ve tvaru 

) () ( 0H
S

q,M0
S

u,M
0
H

D
H

D
H qquuMM

td
MdT &&& −⋅+−⋅+=+ ββ , (3.69) 

kde veličiny  jsou dány vztahy (3.64). Ze vztahů (3.65) až (3.68) je patrné, že položíme-

li v těchto vztazích T

S
q,M

S
u,M , &ββ

0= , dostaneme výrazy pro statické charakteristiky motoru. Je nutné 
poznamenat, že dynamické charakteristiky (3.65) až (3.68) pro některé typy motorů (např. 
asynchronní elektrické motory) je možné použít jen pro analýzu takových pohybů, pro které se 

 mění v malých mezích, tj. platí-li T . )  ( tM D
H

D
H

D
H MM <<&

 
 

3.2.3. Momentové charakteristiky vybraných typů motorů 
V tomto článku si uvedeme vztahy pro momentové charakteristiky nejčastěji užívaných motorů 

jakožto pohonů mechanických soustav, a to : asynchronního elektrického motoru, stejnosměrného 
elektrického motoru s cizím buzením, stejnosměrného elektrického motoru se sériovým buzením, 
hydromotoru s objemovou regulací a vznětového spalovacího motoru. 
 
 

3.2.3.1. Momentové charakteristiky asynchronního elektromotoru 

Dynamický model pohonové soustavy s asynchronním elektrickým motorem tvoří obvykle 
dvoukotoučová pružná soustava, jejíž schéma je uvedeno na obr.17. 
 

2I
1I  

1H ,M ϕ

b,k

 
ZZ ,M ϕ

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr.17. Dynamický model pohonové soustavy s asynchronním elektromotorem. 
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Statická momentová charakteristika asynchronního elektrického motoru je znázorněna na obr.18, 
 

0 

pracovní oblast 

0,5 SK ω K , SK ω S 

S 

ω M 

AK 

0 

2 MK 

S
HM  

MK 

tečna ke statické momentové 
charakteristice v bodě  ωS 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Obr.18. Statická momentová charakteristika asynchronního elektrického motoru. 

 
přičemž tuto charakteristiku lze obecně popsat ve tvaru zpřesněné Klossové charakteristiky 

S

M
S

K
K

K

KKS
H 1S,

p
f2,

Sa2
S
S

S
S

Sa1M2M
ω
ωπω −==

++

−
=

) ( , 
(3.70) 

kde : f …… frekvence napájecího napětí statoru, 
 p …… počet pólových dvojic, 
 ω M …… mechanická úhlová rychlost motoru, 

 ω S …… synchronní úhlová rychlost motoru, 
 SK …… kritický skluz odpovídající momentu MK , 
 MK …… kritický (maximální) moment, 
 a …… poměr činného odporu statoru a motoru. 

Hodnoty parametrů  se určují z katalogů výrobců motorů. Pracovní oblast  statické momen-
tové charakteristiky odpovídá hodnotám skluzu  z intervalu ( . Jestliže v dynamickém 

režimu hodnoty skluzu  a momentu  nepřekračují hranice pracovní části statické momentové 
charakteristiky, můžeme linearizovanou dynamickou momentovou charakteristiku motoru podle 
vztahu (3.66) s ohledem na vztah (3.69) zapsat ve tvaru 

KM,a

S

S ) KS5,0;0
D
HM
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) ( MSD
D
H

D
H

E M
td

MdT ωωβ −=+ , (3.71) 

kde : 
SK

E Sp
1T
ω

=  …… elektromagnetická časová konstanta, 

 
SK

K
D S

M2
ω

β =  …… koeficient tuhosti statické charakteristiky. 

 
 

3.2.3.2. Momentové charakteristiky stejnosměrného elektrického motoru 
s cizím buzením 

Dynamický model pohonové soustavy se stejnosměrným elektrickým motorem s cizím buze-
ním tvoří obvykle dvoukotoučová pružná soustava, jejíž schéma je uvedeno na obr.19. 
 + 

uS 

_ 

+ 
b,k

1H ,M ϕ

1I  2I

 
 

ZZ ,M ϕ
 
 

uR  
 
 
 

_  
 
 Obr.19. Dynamický model pohonové soustavy se stejnosměrným elektromotorem s cizím buzením. 
 
Statická momentová charakteristika stejnosměrného elektrického motoru s cízím buzením je zná-
zorněna na obr.20. Linearizovaná dynamická momentová charakteristika  motoru je dána násle-
dující rovnicí 

) ( MSD
D
H

D
H

E M
td

MdT ωωβ −=+ , (3.72) 

přičemž jednotlivé veličiny jsou dány vztahy 

a2
Npk,

R
LT,

R
k,

k
u

E

22

D
R

S π
φβ

φ
ω ===

⋅
= , (3.73) 

kde : uR …… napětí na kotvě, 
 R …… výsledný činný odpor kotvy, 
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 φ …… magnetický tok vytvářený cívkou buzení, 
 L …… výsledná indukčnost kotvy, 
 N …… počet elektrických závitů kotvy, 
 p …… počet pólových dvojic, 
 a …… počet paralelních větví cívky kotvy. 
 

tečna ke statické momentové charakteristice v bodě  ωS 

ω S ω M 

MK 

S
HM  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Obr.20. Statická momentová charakteristika stejnosměrného elektromotoru s cizím buzením. 

 
 

3.2.3.3. Momentové charakteristiky stejnosměrného elektrického motoru se 
sériovým buzením 

Dynamický model pohonové soustavy se stejnosměrným elektrickým motorem se sériovým 
buzením tvoří obvykle dvoukotoučová pružná soustava, jejíž schéma je uvedeno na obr.21. 
 

R , L 

b,k

1H ,M ϕ

1I 2I ZZ ,M ϕ

 
+  

iR  
  
 
 uR 

 
 
 
 _ 
 

Obr.21. Dynamický model pohonové soustavy se stejnosměrným elektromotorem se sériovým buzením. 
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Statická momentová charakteristika stejnosměrného elektrického motoru se sériovým buzením je 
znázorněna na obr.22. 
 

tečna ke statické momentové charakteristice v bodě  ω0 

R
S
H ikM ⋅⋅= φ

)i,( 0
R

0φ

ω 0 ω S ω M 

MK 

0
HM  

S
HM   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Obr.22. Statická momentová charakteristika stejnosměrného elektromotoru se sériovým buzením. 
 
Linearizovaná dynamická momentová charakteristika  motoru je dána následující rovnicí 

) ( MSD
D
H

D
H

E M
td

MdT ωωβ −=+ , (3.74) 

přičemž jednotlivé veličiny jsou dány vztahy 

,
a2
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kkR

LTRT
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ii
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kkR
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RB0
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002

D0
D

S
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βω

φ

φ
φ

φ

=
′+
+

=

+
=′

′+

′+
=

⋅
=

) (

 (3.75) 

kde : uR …… napětí na kotvě, 
 iR …… proud kotvy, 

 0
Ri  …… proud kotvy v bodě statické rovnováhy, 

 R …… výsledný činný odpor kotvy, 
 L …… výsledná indukčnost kotvy, 
 p …… počet pólových dvojic, 
 N  …… počet elektrických závitů kotvy, 
 a …… počet paralelních větví cívky kotvy, 
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 φ …… magnetický tok vytvářený cívkou buzení, 

 φ 0 …… magnetický tok vytvářený cívkou buzení v bodě statické rovnováhy, 
 TB …… konstanta buzení, 
 iB …… proud cívky buzení, 
 ω 0 …… úhlová rychlost v bodě statické rovnováhy. 
 
 

3.2.3.4. Momentové charakteristiky hydromotoru s objemovou regulací 

Kromě elektrických asynchronních a stejnosměrných motorů se v pohonových soustavách 
uplatňují i hydraulické mechanismy. Energie v hydraulických mechanismech se přenáší převodem 
mechanické energie z hnacího motoru na hydraulickou energii v čerpadle, hydraulickým vedením 
od čerpadla k hydromotoru a převodem hydraulické energie v motoru na energii mechanickou, jak 
je schématicky znázorněno na obr.23. 
 V 
 

HMHM ,M ωD
D
H ,M ω p1 p2 

p3 p4 

α č 

pd 

Č HM

  
V … vedení, 
Č … čerpadlo, 
HM … hydromotor, 

α č … regulační člen 

 
 
 
 
 
 V 
 

Obr.23. Schématické znázornění hydraulického převodu – hydromotoru s objemovou regulací. 
 
 

Vstupním regulačním parametrem hydraulického mechanismu je průtok na výstupu čerpadla , 

ovládaný polohou regulačního členu 
ČQ

Čα . Za předpokladu, že výsledné ztráty tlaku v hydraulickém 
vedení V  jsou menší než  nominálních tlaků při maximálních průtocích, můžeme položit %10

4321 pp,pp == && ,  

pak průtok čerpadla nezávisí od tlakového spádu 21d ppp −= . Zohledníme-li hydraulické ztráty a 
stlačitelnost tekutiny, lze s ohledem na rovnici (3.69) napsat dynamickou momentovou charakte-
ristiku  hydromotoru ve tvaru 

DDČ
D
H

D
H

h QrM
td

MdT ωβ−=+ , (3.76) 

přičemž jednotlivé parametry jsou dány vztahy 
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d

ST
ST

ST

2
D

D
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D

ST

0
h p

Qg,
g
k,

g
kr,

gE
VT ===
⋅

= β , (3.77) 

kde : Th …… hydraulická časová konstanta, 
 gST …… koeficient ztrát netěsnostmi, 
 QST …… výsledné objemové ztráty v hydraulických vedeních, čerpadle a motoru, 
 V0 …… objem vysokotlakého hydraulického vedení včetně dutin čerpadla a motoru, 
 E …… modul objemové pružnosti kapaliny, 
 kD …… charakteristický objem hydromotoru (viz. rovnice (3.79)), 
 β D …… tuhost statické charakteristiky motoru. 

Položíme-li v rovnici (3.76) T , obdržíme statickou momentovou charakteristiku hydromotoru 
s objemovou regulací ve tvaru 

0h =

DDČ
S
H QrM ωβ−= , (3.78) 

z níž pro  plyne ideální charakteristika hydromotoru 0M S
H =

D

Č
DDDDČ

Qr
q0Qr

β
ωωβ =≡⇒=− & ,  

která po dosazení za D,r β  ze vztahů (3.77) přejde do tvaru 

D

Č
DD k

Q
q =≡ &ω . (3.79) 

 

3.2.3.5. Momentové charakteristiky vznětového spalovacího motoru 

Pro analytické vyjádření hnacího momentu vznětového spalovacího motoru uvedeme způsob 
vyjádření hnacího momentu jako funkci rychlosti Mω  a dodávky paliva na cyklus . Pro převážnou 
většinu rychloběžných naftových motorů se tato závislost vyjadřuje na základě experimentálních 
zkoušek ve tvaru (viz. obr.24) 

q

0MMMMM qqq,qkMq,M −=∆∆⋅+′= ) ()  ( ωω , (3.80) 

kde : MM ′  …… moment motoru při minimální dodávce paliva  odpovídající volnoběhu, 0q

 kM …… konstanta motoru. 
V nejčastějších případech růst dodávky paliva prakticky lineárně závisí jen na změně polohy pali-
vové tyče regulátoru. Uvážíme-li, že regulátor snižuje dodávku paliva, lze rovnici (3.80) přepsat do 
následujícího tvaru 

max
DDMMMMM z

Mk,zkMMq,M ∆
=−∆+′= ) ()  ( ωω , (3.81) 

kde : ∆ MM …… přírůstek hnacího momentu při maximální dodávce paliva, 
 z …… změna polohy palivové tyče s ohledem na polohu max. dodávky paliva, 
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 zmax …… poloha palivové tyče při volnoběhu, 
 kD …… konstanta motoru při volnoběhu. 
 
 

MM  

∆ MM 

zkD  ⋅

)(M MM ω′

0
Mω ω M  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr.24. Statické momentové charakteristiky vznětového spalovacího motoru. 
 
 
Polohu palivové tyče  určíme z pohybové rovnice palivové tyče regulátoru z

2
M0P zAFzFzbzm ω⋅=+++ )  ( )  (&&& , (3.82) 

kde : FP ( z ) …… síla pružiny regulátoru redukovaná na hlavní člen regulátoru, 
 F0 …… síla předpětí pružiny regulátoru, 
 A ( z ) …… moment setrvačnosti regulátoru, 

 m …… redukovaná hmotnost všech pohyblivých částí regulátoru na hlavní člen re-
gulátoru (zpravidla objímku regulátoru), 

 b …… koeficient viskózního tlumení. 

Obecně jsou parametry m  složitými funkcemi polohy palivové tyče regulátoru )  ( )  ( zA,zF, P z  a 
závisí na konkrétním typu regulátoru palivového čerpadla. Při použití regulátoru s přímou regulací 
je možné vliv setrvačných sil pohybujících se částí regulátoru zanedbat. Koeficient viskózního tlu-
mení  je možné určit pouze experimentálně. Redukovaná tuhost pružiny regulátoru k  je většinou 
lineární, potom redukovaná síla pružiny  je 

b R

)  ( zPF

zkzF RP ⋅=)  ( . (3.83) 
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Síla předpětí pružiny  musí splňovat podmínku 0F
2

M0 zAF ω⋅< )  ( , (3.84) 

přičemž hodnota síly předpětí pružiny  se nastavuje v závislosti na momentu setrvačnosti regulá-
toru , který lze stanovit z empirického vztahu 

0F
)  ( zA

2
PZ

P i
V
Wr

g
GnzA ⋅⋅⋅⋅=)  ( , (3.85) 

kde : n   …… počet pístů palivového čerpadla, 
 GP …… tíhová síla pístu, 
 g …… gravitační zrychlení, 
 rz …… konstanta regulátoru, 
 iP …… převodový poměr mezi hřídelem regulátoru a hřídele motoru, 

 
V
W  …… 

opravný koeficient zohledňující nesouhlasnost směru pohybu pístu a spojky 
regulátoru. 

Při sestavování pohybových rovnic soustavy spalovací motor – regulátor, je nutné zohlednit skuteč-
nost, že poloha palivové tyče z  se mění v intervalu daném konstrukcí palivového čerpadla. Potom 
pohybové rovnice soustavy jsou 

,zz0,zAFzFzbzm

,zkMMz,M
,Mz,MI

max
2

M0P

DMMMMM

ZMMMM

≤≤=+++

−∆+′=
−=

ω

ωω
ωω

)  ( )  (

) ()  (
)  (

&&&

&

 (3.86) 

kde : IM …… moment setrvačnosti motoru a s ním pevně spojených částí, 
 MZ …… výsledný moment mechanických a tepelných ztrát v motoru. 
 
 

3.3. Nelineární prvky a jejich charakteristiky 
Prvky mohou být samy o sobě systémy složené z jednotlivých prvků. Potom jejich vlastnosti 

popisujeme stejně jako vlastnosti systému, např. diferenciální rovnicí. Někdy však stačí použít k po-
pisu prvku analytického výrazu nebo charakteristiky.*) Protože není možné jednou charakteristikou 
vyjádřit vlastnosti prvku tak podrobně jako diferenciální rovnicí, používáme různých druhů charak-
teristik. Tyto charakteristiky mají pak co možná nejjednodušším způsobem vyjadřovat vztahy těch 
proměnných, které jsou důležité pro analýzu jevů, které vyšetřujeme. 

V teorii lineárních dynamických systémů rozdělujeme charakteristiky na statické a dynamické. 
Dynamickou charakteristikou je např. přechodová charakteristika, která udává časový průběh 
výstupní veličiny při jednotkové skokové změně vstupní veličiny. Frekvenční charakteristika je také 
dynamickou charakteristikou a udává poměr amplitud výstupní a vstupní veličiny a jejich vzájemný 

                                                 
*)   Pod pojmem charakteristika prvku rozumíme grafické znázornění závislostí veličin daného prvku. 
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fázový posun pro různé frekvence při sinusovém vstupním signálu na prvku. Na obr.25b je přecho-
dová a na obr.25c frekvenční charakteristika systému podle obr.25a. Tyto dynamické charakteris-
tiky lineárních dynamických systémů v sobě zahrnují statické vlastnosti, protože statická charakte-
ristika lineárního prvku je vždy přímková, jak je znázorněno na obr.25d. Směrnice této přímky je 
dána přechodovou charakteristikou pro ∞→t , popř. frekvenční charakteristikou pro 0=ω . 
 

xycybya =++ &&&

)  ( 
)  ( 

ω
ω
jX
jY

)  ( txlim
t ∞→

 

t 

x 

Im 

Re

b) 

a) 

y 

x výstupvstup 

y x 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

d) c)  
 

Obr.25. Lineární prvek a),  statická charakteristika prvku b), frekvenční charakteristika prvku c), 

                             přechodová charakteristika prvku d). 
 
 
 
Statická charakteristika udává hodnoty výstupní veličiny, odpovídající určitým neměnícím se hod-
notám vstupní veličiny. Znázornění vlastností prvků v ustáleném a přechodovém stavu jeho static-
kou a dynamickou charakteristikou můžeme použít i pro některé nelineární prvky, u kterých lze od-
dělit od celkové charakteristiky jejich časově závislou složku. Statické charakteristiky mají obvykle 
na vodorovné ose vstupní veličinu x  nelineárního prvku a na svislé ose jeho veličinu výstupné . y
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Při tom však jako výstupní nebo vstupní veličinu je možno uvažovat nejrůznější fyzikální veličiny 
podle toho, jak bude prvek zapojen v soustavě (např. pro elektrické prvky znázorňujeme závislost 
proudu na napětí nebo obráceně tzv. voltampérovou charakteristikou, která je např. pro lineární 
odpor přímková). 
 

Abychom usnadnili analýzu dané soustavy, neuvažujeme celou charakteristiku daného prvku, 
která bývá zpravidla velmi složitá, ale pouze jen její část, tzv. pracovní oblast charakteristiky. Pra-
covním (klidovým) bodem charakteristiky nazýváme bod určený stejnosměrnou složkou vstupní 
veličiny. Umístění pracovního bodu určuje charakter výstupní veličiny. Při lineární charakteristice 
nezávisí časový průběh výstupní veličiny na umístění pracovního bodu. 

Dosud uvažované charakteristiky udávaly vztahy mezi okamžitými veličinami. Někdy bývá vý-
hodné používat charakteristik, které udávají vztahy jen mezi prvními harmonickými složkami 
výstupních a vstupních veličin nebo vztahy mezi hodnotami efektivními. Tvar charakteristiky pro 
efektivní veličiny závisí však na podmínkách, za jakých byla měřena. Těchto charakteristik použí-
váme především při řešení ustálených stavů. 
 
 

3.3.1. Elektrické prvky 
Nelineární odpor.  Všechny odpory jsou ve skutečnosti nelineární. Proud, který jimi prochází, 

způsobí jejich oteplení. Tím vzroste počet volných elektronů, čímž se zvětšuje vodivost. Zvětší se 
také mřížkové vibrace a redukuje se tím volná dráha elektronu. Tyto účinky mohou způsobit 
zvětšení nebo zmenšení vodivosti v závislosti na tom, který účinek převažuje. U vodičů vodivost 
obvykle klesá se zvětšením teploty, zatímco u izolátorů a polovodičů stoupá. U polovodičů většina 
elektronů je pevně vázána na své atomy i při pokojových teplotách a se zvětšením teploty se může 
značně zvětšit počet volných elektronů. 
 

u

i 

u

i 

u 

i 
 
 
 
 
 
 
 a) c) b)
 

Obr.26. Voltampérové charakteristiky nelineárních odporů.  
 

Vodivost s rostoucí teplotou klesá u žárovek s wolframovým vláknem a ostatních prvků se žha-
veným kovovým vláknem. Jejich voltampérová charakteristika je na obr.26a. Podle jejího průběhu 
lze takových prvků zřejmě použít jako stabilizátory proudu. Lepšího stabilizačního účinku dosahuje 
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prvek s charakteristikou podle obr.26b, tzv. variátor, který je tvořen železným drátkem (spirálou) 
umístěným ve skleněné baňce plněné vodíkem. Charakteristika podle obr.26c představuje prvky, 
jejichž vodivost s teplotou vzrůstá. Příkladem jsou polovodičové odpory, tzv. termistory. Tutéž 
charakteristiku, tj. charakteristiku podle obr.26c, mají také varistory vyráběné spékáním prášku 
karbidu křemíku. Používá se jich pro stabilizaci střídavých napětí a k omezení přepětí. 

Nesymetrické charakteristiky na obr.27 odpovídají prvkům s usměrňovacím účinkem, způsobe-
ným přechody PN polovodičových prvků. Kuproxidové usměrňovače mají charakteristiku podle 
obr.27a. Velké zakřivení v okolí počátku dává dobré usměrnění i malých napětí. Charakteristika 
selenových usměrňovačů na obr.27b ukazuje na výhodné vlastnosti při vyšších napětích. Germa-
niové usměrňovací hrotové diody s charakteristikou uvedenou na obr.27c, pro usměrňování malých 
proudů a napětí až do frekvence 100 MHz a plošné germaniové diody pro usměrňování proudů od 
0,1 A do stovek ampérů jsou dnes nejběžnějšími usměrňovacími součástkami. Jejich inverzní napětí 
se pohybují od 30 do 400 V. Křemíkové diody mají inverzní napětí dokonce až do 2000 V při 
usměrněném proudu 0,5 A do několika set ampérů. Mají voltampérové charakteristiky podobné ger-
maniovým diodám, v závěrném směru mají všal podstatně menší vodivost. Jejich hlavní předností 
je odolnost proti vysokým teplotám až do 150 °C. Charakteristika na obr.27d se vyznačuje náhlou 
změnou průběhu v závěrném směru. Při disažení tzv. Zenerova napětí dochází k velkému zvětšení 
vodivosti, takže při malých změnách napětí se proud velmi mění a je nutno jej omezit vnějším 
odprem. Těchto vlastností se dosahuje u tzv. Zenerových diod odlišnou koncentrací příměsí než u 
běžných křemíkových usměrňovacích diod. 
 
 
 
 
 
 
 

u

i 

u

i 

u

i 

u 

i 

c) a) d) b)  
 

Obr.27. Voltampérové charakteristiky polovodičových usměrňovačů.  
 
Nelineární kapacita.  Permitivita některých dielektrik, např. Seignetovy soli, se mění s velikostí 
intenzity elektrického pole. Potom je kapacita nelineární funkcí napětí na kondenzátoru. Proud pro-
cházející kondenzátorem je dán vztahem 

td
uCdi )  (

= , (3.87) 

kde kapacita C  je proměnnou veličinou, tzn. je funkcí napětí , tj. Cu )  ( uC= . Proto pro časovou 
derivaci kapacity podle času platí 
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td
ud

u
C

td
Cd

⋅
∂
∂

= ,  

a proud procházející takovým kondenzátorem je 

td
ud

u
CuCi ⋅







∂
∂
⋅+= . (3.88) 

 
Nelineární indukčnost.  Permeabilita jader cívek z feromagnetických materiálů se mění s magne-
tickým polem, a proto je indukčnost takových cívek funkcí proudu. Závislost magnetického toku Φ  
na proudu cívky  je dána tzv. hysterezní smyčkou podle obr.28. Hysterezní smyčka proměňuje 
svůj tvar v závislosti na frekvenci, a to tak, že s rostoucí frekvencí se její plocha zvětšuje. Vlivem 
vířivých proudů se špičky hysterezní smyčky zaoblují. Napětí na nelineární indukčnosti je dáno 
indukčním zákonem 

i

td
iLd

td
du )  (

=
Φ

= , (3.89) 

kde  je indukčnost měnící se s velikostí proudu i . Proto pro ni platí L

td
id

i
L

td
Ld

⋅
∂
∂

= ,  

což po dosazení do rovnice pro napětí , tj. do vztahu (3.89), dává u

td
id

i
LiL

td
idL

td
Ldiu ⋅








∂
∂
⋅+=⋅+⋅= , (3.90) 

přičemž indukčnost  jsou funkce proudu . L i
 

Φ 

i 

L12

L2 L1 u2 u1 

i2 i1 

+ +
 
 
 
 
 
 
 
 
 Obr.28. Hysterezní smyčka. Obr.29. Nelineární vzájemná indukčnost. 

 
Obsahuje-li systém vzájemné indukčnosti, bude záviset permeabilita, a tedy také indukčnosti na 
všech proudech, takže pro dvě vzájemně vázané indukčnosti podle obr.29 bude platit 
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Pro napětí  a u  platí 1u 2
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Protože pro magnetické toky Φ  a Φ  platí podle obr.29 1 2
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Dosazením vztahů (3.93) do výrazů pro napětí (3.92) obdržíme 
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přičemž indukčnosti ,  a  jsou funkcemi obou proudů i  a i . 1L 2L 12L 1 2

 
 

3.3.2. Mechanické prvky 
Jako v elektrických dynamických soustavách lze za základní prvky považovat odpory, indukč-

nosti a kapacity, můžeme za základní prvky mechanických soustav považovat tlumiče, setrvačné 
hmoty a pružiny. 
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Nelineární pružiny mají charakteristiky podle obr.30, kde na obr.30a je charakteristika degre-
sivní pružiny (tuhost pružiny s rostoucí výchylkou klesá), na obr.30b je charakteristika progresivní 
pružiny (tuhost pružiny s rostoucí výchylkou roste), na obr.30c je charakteristika progresivně degre-
sivní pružiny (tuhost pružiny s rostoucí výchylkou nejprve roste a pak klesá) a konečně na obr.30d 
je charakteristika degresivně progresivní pružiny (tuhost pružiny s rostoucí výchylkou nejprve klesá 
a potom roste). V mechanických soustavách se uplatňují také nelinearity způsobené často nedoko-
nalým provedením jednotlivých součástí. Takovou nelinearitou je necitlivost (viz. obr.31a), nasy-
cení (viz. obr.30a), nebo předpětí (viz. obr.31b). 
 
 
 
 
 
 
 
 

F 

x 

F 

x 

F 

x x 

F 

d) c) b) a) 

 Obr.30. Charakteristiky nelineárních pružin :  degresivní charakteristika a), progresivní charakteristika b), 

                     progresivně degresivní charakteristika c), degresivně progresivní charakteristika d).  
 
Nelinearita typu necitlivosti bývá způsobena vůlí v převodových mechanismech, překrytím v pneu-
matických nebo hydraulických rozvodech nebo také suchým třením. Mechanické soustavy nebo 
prvky mají také hysterezi, která bývá způsobena např. vůlí v p evodech. Pro mechanické součásti, u 
nichž lze zanedbat moment setrvačnosti na výstupním hřídeli z převodů vzhledem k suchému tření, 
lze jejich hysterezi znázornit charakteristikou podle obr.31c.  
 

F F ϕ 2 

ϕ 1 x x 

 
 
 
 
 
 
 
 
 c) a) b)
 

Obr.31.  Charakteristika prvku s pásmem necitlivosti a), charakteristika prvku s přepětím b), 

                                 charakteristika vůle v převodech c).    
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Na vodorovnou osu vynášíme úhlovou výchylku 1ϕ  vstupního hřídele a na svislou osu úhlovou 
výchylku 2ϕ  výstupního hřídele převodů. Šikmé větve odpovídají přímému záběru výstupu se 
vstupem, vodorovné úsečky průchodu vůlí při reverzaci chodu. Tato charakteristika vychází z dříve 
uvedeného předpokladu o zanedbatelném momentu setrvačnosti, což znamená, že výstupní hřídel 
z převodů se okamžitě zastaví, ustane-li přímý záběr. 

Nelineární tlumení bývá často způsobováno třením, které je další typickou nelinearitou mecha-
nických soustav. Suché tření je představováno tzv. Coulombovým ideálním suchým třením podle 
obr.32a. Na vodorovnou osu se vynáší rychlost pohybu (např. úhlová rychlost hřídele) a na svislou 
osu síla nebo moment tření . Skutečná charakteristika tření (viz. obr.32b) je dána kombinací 
suchého tření a tzv. viskózního tření, úměrného úhlové rychlosti 

TM
ω . Obsahuje však ještě tzv. kli-

dové tření , které je třeba překonat při rozběhu. Při malých rychlostech moment tření zpočátku 
trochu klesá, pak se však zvětšuje vlivem viskózního tření. Tlumení v tekutině je při větších rych-
lostech přibližně úměrné druhé mocnině rychlosti a má charakteristiku podle obr.32c. 

*
0M

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 a) b) c) 

*
0M  M0 M0 

MTMT F 

v ω ω 

 Obr.32.  Charakteristika Coulombova suchého tření a), charakteristika skutečného tření b), 

                                 charakteristika tlumení v tekutině c).     
 

 
 
 
 
 
 
 

x 

y 

x 

y 

x 

y 

x 

y 

c) d) a) b)  
 
 

Obr.33. Charakteristiky reléových prvků :  ideální relé a), relé s pásmem necitlivosti b), 

                                    relé s hysterezí c), relé při působení suchého tření nebo vůle d). 
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Zvláštní skupinu nelineárních charakteristik elektrických i mechanických prvků tvoří reléové 
charakteristiky podle obr.33. Takovéto charakteristiky mají prvky, jejichž výstupní veličina se mění 
skokem (nespojitě) při spojité změně vstupní veličiny. Příkladem je relé. Obrázek 33a představuje 
charakteristiku ideálního relé, obr.33b relé s pásmem necitlivosti, obr.33c relé s hysterezí (proud 
odpadu kotvy je menší než proud přítahu). Na obr.33d je charakteristika reléového prvku při půso-
bení suchého tření nebo vůle. 
 
 

3.3.3. Aproximace nelineárních charakteristik 
Abychom mohli analyzovat dynamické vlastnosti pohonových soustav matematicky, je třeba, 

aby charakteristiky jejich prvků byly vyjádřeny analytickými výrazy. Vystihnout matematicky cha-
rakteristiky nelineárních prvků bývá velmi obtížné. Proto se je snažíme vyjádřit alespoň přibližnými 
matematickými vztahy, tzv. aproximací. Tato aproximace má být dostatečně jednoduchá i dosta-
tečně přesně vyjadřovat skutečnou charakteristiku. Vzhledem k tomu, že charakteristiky prvků se 
obvykle zjišťují experimentálně a vyjadřují tedy již samy dost nepřesně skutečné vlastnosti prvku, 
nemá obvykle smysl hledat nějakou obzvláště přesnou aproximaci. Aproximace můžeme rozdělit na 
aproximace přímkovými úseky a aproximace analytickými výrazy. 

Nejjednodušší aproximací je náhrada nelineární charakteristiky jedinou přímkou. Ta však nedo-
voluje určit kvalitativně odlišné jevy v nelineárních pohonových soustavách. Tyto jevy lze určit jen 
aproximací několika přímkovými úseky. Tak např. charakteristiku diody podle obr.34a můžeme 
nahradit dvěma přímkovými úseky podle obr.34b. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

i i i 

u u u 

c) a) b) 
 Obr.34.  Aproximace charakteristiky diody přímkovými úseky.    
 
Aproximační charakteristika, i když jednoduše dána přímkami, zachová vcelku nelineární charakter 
daného prvku. Takováto charakteristika, skládající se z přímkových úseků, je ve skutečnosti “neli-
neárnější” než charakteristika původní. Její analytické vyjádření je totiž dáno nekonečnou řadou, 
kdežto původní charakteristika může být analyticky vyjádřena mnohočlenem konečného stupně. 
Použití aproximací přímkovými úseky dává mnohdy nejen kvalitativně, ale i kvantitativně dobré 
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výsledky. Jestliže je třeba stanovit charakter nelineárního pochodu, používáme ještě jednodušší 
aproximace podle obr.34c. 

Charakteristiky daných nelineárních prvků jsou zobrazením funkce 
)  ( xfy = , (3.95) 

kde nezávisle proměnná x  je vstupní veličinou a závislé proměnná  výstupní veličinou daného 
nelineárního prvku. Je-li funkce  jednoznačná a spojitá a má-li také spojité derivace, můžeme 
charakteristiku v okolí počátku (není-li pracovní bod v počátku, pak ho lze vhodnou transformací 
do počátku převést) analyticky vyjádřit MacLaurinovou řadou 

y
)  ( xf

KK +⋅







++⋅








+⋅








+=

!k
x

xd
xfd

!2
x

xd
xfdx

xd
xfd0fy

k

0
k

k2

0
2

2

0

)  ( )  ( )  ( )  ( , (3.96) 

proto nejčastěji používanou aproximační funkcí je mnohočlen 
n

n
k

k
2

210 xaxaxaxaay ++++++= KK , (3.97) 

jehož jednotlivé součinitele  až a  odpovídají konstantám řady (3.96). Čím je stupeň mnoho-
členu vyšší, tím je aproximace lepší. Nesmí však být příliš vysoký, neboť potom by se s takovou 
funkcí nedalo snadno pracovat. Tak například : lineární aproximace 

0a n

xaay 10 +=  vyhovuje jen pro 
malé oblasti charakteristiky v okolí pracovního bodu. Kvadratická aproximace (aproximace mnoho-
členem druhého stupně)  se používá k vyjádření počátečních úseků charakte-
ristik diod, triod apod. a konečně kubická aproximace (aproximace mnohočlenem třetího stupně) 

 se nejčastěji používá k analytickému vyjádření symetrických charakteristik 
mechanických i elektrických prvků. Aproximace mnohočlenem vyššího stupně (tj. pro ) 
vyžaduje dosti složité výpočty. Pro kvalitativní vyšetřování nelineárních jevů je velmi často 
výhodné rozdělit danou funkci na sudou a lichou. Z dané charakteristiky je můžeme graficky 
vyjádřit podle této úvahy. V dané funkci, aproximované např. mnohočlenem pátého stupně 

2
2 xaay += 1 x +0a

3
310 xaxaay ±+=

3n >

5
5

4
4

3
3

2
210 xaxaxaxaxaaxfy +++++≡= )  ( , (3.98) 

je její sudá část 

2
xfxfxaxaaxf 4

4
2

20S
)  ( )  ( )  ( −+

=++= , (3.99) 

a lichá část 

2
xfxfxaxaxaxf 5

5
3

31L
)  ( )  ( )  ( −−

=++= . (3.100) 

Podle pravých stran těchto rovnic lze snadno sestrojit  a . Platí )  ( xfS )  ( xfL

)  ( )  ( )  ( )  ( )  ( )  ()  ( xf
2

xfxfxfxfxfxf LS =
−−+−+

=+ . (3.101) 

Kromě mnohočlenů (3.97) lze ovšem použít k modelování charakteristik prvků i jiných analy-
tických výrazů. Tak např. charakteristiku diody uvedenou na obr.34a můžeme aproximovat pomocí 
následujícího vztahu 

Strana č. 58 



Úvod do výpočtového modelování pohonových soustav 
 

( )1eKy x −⋅= β ,     .konst,K =β , (3.102) 

nebo charakteristiku triody lze aproximovat funkcí 
xeKy β⋅= ,     .konst,K =β  (3.103) 

Existuje ještě mnoho jiných aproximací nelineárních charakteristik, se kterými se lze seznámit ve 
specializované literatuře, přičemž pro nejčastěji se vyskytující tlumící a tuhostní prvky v oboru 
pohonových soustav jsou aproximace příslušných charakteristik uvedeny v následujícím článku. 
 
 

3.3.4. Charakteristiky pružných a tlumících vazeb 
Jak již bylo řečeno, pro analýzu dynamických vlastností pohonových soustav je nutné, aby 

charakteristiky jejich prvků byly vyjádřeny analytickými výrazy. Vzhledem k tomu, že charakteris-
tiky prvků se obvykle, zejména u silně nelineárních prvků, zjišťují experimentálně, uvedeme si dále 
aproximace charakteristik nejčastěji se vyskytujících prvků pohonových soustav. 

 Šroubová kroucená pružina – tah  

 
tuhost pružiny v tahu : 

3

4

N Rn64
dGk = ,     platí pokud    l , R>>

kde  je modul pružnosti ve smyku,  je průměr drátu pružiny,  je počet závitů pružiny, G d n
R  je střední průměr pružiny. 

 
 Šroubová kroucená pružina – ohyb  

 
ohybová tuhost pružiny : 

G2E
G

Rn32
dEk

4

O +
= , 
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kde E  je modul pružnosti v tahu, G  je modul pružnosti ve smyku,  je průměr drátu 
pružiny,  je počet závitů pružiny, 

d
n R  je střední průměr pružiny. 

 
 Šroubová kroucená pružina – torze  

 
tuhost pružiny v torzi : 

Rn64
dEk

4

T = , 

kde E  je modul pružnosti v tahu,  je průměr drátu pružiny, n  je počet závitů pružiny, d R  je 
střední průměr pružiny. 

 
 Sériově řazené dvě pružiny 

 
výsledná tuhost soustavy : 

21

21

21 kk
kkk

k
1

k
1

k
1

+
=⇒+= , 

kde ,  jsou tuhosti jednotlivých sériově řazených pružin. Tak např. pro výslednou tuhost 
v tahu, resp. ohybu, resp. torzi platí  

1k 2k

3
22

4
22

3
11

4
11

3
22

4
22

3
11

4
11

2N1N

2N1N
N

Rn64
dG

Rn64
dG

Rn64
dG

Rn64
dG

kk
kkk

+
=

+
= ,     pokud     , , 11 Rl >> 22 Rl >>

resp. 

                   

22

2

22

4
22

11

1

11

4
11

22

2

22

4
22

11

1

11

4
11

2O1O

2O1O
O

G2E
G

Rn32
dE

G2E
G

Rn32
dE

G2E
G

Rn32
dE

G2E
G

Rn32
dE

kk
kk

+
+

+

++=
+

=k , 

resp. 
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22

4
22

11

4
11

22

4
22

11

4
11

2T1T

2T1T
T

Rn64
dE

Rn64
dE

Rn64
dE

Rn64
dE

kk
kk

+
=

+
=k , 

přičemž význam jednotlivých veličin je stejný jako v případech osamělých pružin. 
 

 Sériově řazených n pružin 

 
výsledná tuhost soustavy : 

∑ ∏

∏

= ≠=

=









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
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n21
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1

k
1

,

L , 

kde , , ... ,  jsou tuhosti jednotlivých sériově řazených pružin. Tak např. pro výslednou 
tuhost v tahu, resp. ohybu, resp. torzi platí 

1k 2k nk
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 Paralelně řazené dvě pružiny 

 
výsledná tuhost soustavy : 

21 kkk += , 

kde ,  jsou tuhosti jednotlivých paralelně řazených pružin. Tak pro výslednou tuhost 
v tahu, resp. ohybu, resp. torzi platí 

1k 2k

3
22

4
22

3
11

4
11

2N1NN Rn64
dG

Rn64
dGkkk +=+= ,     pokud     l , l , 11 R>> 22 R>>

resp. 

                    
22

2

22

4
22

11

1

11

4
11

2O1OO G2E
G

Rn32
dE

G2E
G

Rn32
dEkk

+
+

+
=+=k , 

resp. 

                    
22

4
22

11

4
11

2T1TT Rn64
dE

Rn64
dEkk +=+=k . 

 
 Paralelně řazených n pružin 

 
výsledná tuhost soustavy : 

∑
=

=+++=
n

1j
jn21 kkkkk K  

kde , , ... ,  jsou tuhosti jednotlivých paralelně řazených pružin. 1k 2k nk
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Tak např. pro výslednou tuhost v tahu, resp. ohybu, resp. torzi platí 

∑∑
==

==
n

1j
3
jj

4
jj

n

1j
jNN Rn64

dG
kk ,     pokud     l , jj R>>

resp. 

                                 ∑∑
==

+
==

n

1j jj

j

jj

4
jj

n

1j
jOO G2E

G
Rn32

dE
kk , 

resp. 

                                 ∑∑
==

==
n

1j jj

4
jj

n

1j
jTT Rn64

dE
kk . 

 
 Kombinované řazení pružin 

 
výsledná tuhost soustavy : 

321

3231

kkk
kkkkk

++
+

=  

kde , ,  jsou tuhosti jednotlivých pružin, přičemž pružiny 1 a 2 jsou řazeny paralelně a 
s nimi do série je zařazena pružina 3. 

1k 2k 3k

 
 Nesymetrické uložení na dvou pružinách 

 
výsledná tuhost soustavy : 
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2
2

2
1

2
21

bkak
bakkk

+
+

=
)  ( , 

kde ,  jsou tuhosti jednotlivých pružin, přičemž se zřejmě jedná a paralelní řazení dvou 
pružin vedle sebe. 

1k 2k

 
 Spirálová pružina ohýbaná – vetknutý konec 

 
tuhost ohýbané spirálové pružiny s vetknutým koncem : 

l
JEk = , 

kde E  je modul pružnosti v tahu,  je kvadratický moment k neutrální ose a  je délka 
spirálové pružiny. Tak např. pro kruhový průřez platí 

J l

l
dE

64
5

l
JEk

4π
== , 

kde  je průměr kruhové průřezu. d
 

 Spirálová pružina ohýbaná – kloubový konec 

 
tuhost ohýbané spirálové pružiny s vetknutým koncem : 

l
JE8,0k = , 

kde E  je modul pružnosti v tahu,  je kvadratický moment k neutrální ose a  je délka 
spirálové pružiny. 

J l
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 Prizmatická tyč – tah  

 
tuhost prizmatické tyče v tahu : 

l
AEk = , 

kde E  je modul pružnosti v tahu, A  je plocha příčeného průřezu prizmatické tyče a l  je 
délka prizmatické tyče. Tak např. pro kruhový, resp. obdélníkový příčný průřez prizmatické 
tyče platí 

l
dE

4
k

2π
= ,     resp.     

l
baEk = , 

kde  je průměr kruhového příčeného průřezu a ,  jsou délky stran obdélníkového příč-
ného průřezu. 

d a b

 
 Prizmatická tyč – torze  

 
tuhost prizmatické tyče v torzi (krutu) : 

l
JGk P=  

kde  je modul pružnosti ve smyku,  je polární kvadratický moment příčeného průřezu 
prizmatické tyče a l  je délka prizmatické tyče. Tak např. pro kruhový, resp. obdélníkový 
příčný průřez prizmatické tyče platí 

G PJ

l
dG491,0

l
dG

32
5k

44

== &
π ,      

resp.      

l
babaG

3
1k

22 ) ( +
= , 

kde  je průměr kruhového příčeného průřezu a ,  jsou délky stran obdélníkového příč-
ného průřezu. 

d a b
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 Kuželová tyč – tah  

 
tuhost kuželové tyče v tahu : 

l
dDE7854,0

l
dDE

4
k == &

π , 

kde E  je modul pružnosti v tahu a l  je délka kuželové tyče. 
 

 Kuželová tyč – torze  

 
tuhost kuželové tyče v torzi (krutu) : 

) ( 2

4

1l
dG

32
3k

ξξξ
π

++
= ,     

D
d

=ξ  

kde G  je modul pružnosti ve smyku a l  je délka kuželové tyče. 
 

 Torzní hřídele s převodem 

 
výsledná tuhost soustavy : 
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2
2t1t

2t1t

nkk
kkk

+
= , 

kde ,  jsou torzní tuhosti hřídelů 1 a 2,  je převodový poměr mezi koly 1 a 2. 1tk 2tk n

 
 Soustava torzních hřídelů s převody 

 
výsledná tuhost soustavy : 

1
n

1j jt

2
j

tn

2
n

2t

2
2

1t

2
1

k
n

k
k
n

k
n

k
n

k
1

−

= 











=⇒+++= ∑K ,      , 1n1 =

kde , , ... ,  jsou torzní tuhosti hřídelů 1, 2, ..., n a  je převodový poměr mezi koly 

 a . 
1tk

1
2tk

j
tnk jn

j −

 
 Nosník jednostranně vetknutý zatížený na konci 

 
tuhost jednostranně vetknutého nosníku : 

3l
JE3k = , 

kde E  je modul pružnosti v tahu,  je kvadratický moment k neutrální ose a  je délka 
nosníku. Tak např. pro nosník s kruhovým, resp. čtvercovým příčným průřezem pro konstantu 
tuhosti platí 

J l

3

4

l
dE

64
15k π

= ,     resp.     3

4

l
aEk =  

kde  je průměr kruhového příčného průřezu a kde  je délka strany čtvercového příčného 
průřezu nosníku. 

d a
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 Nosník oboustranně prostě podepřený zatížený osamělou silou 

 
tuhost jednostranně vetknutého nosníku : 

22 ba
lJE3k = , 

kde E  je modul pružnosti v tahu,  je kvadratický moment k neutrální ose a  je délka 
nosníku. Tak např. pro nosník s kruhovým, resp. čtvercovým příčným průřezem pro konstantu 
tuhosti platí 

J l

3

4

l
dE

64
15k π

= ,     resp.     22

4

ba
lcEk =  

kde  je průměr kruhového příčného průřezu a kde c  je délka strany čtvercového příčného 
průřezu nosníku. 

d

 
 Nosník oboustranně vetknutý zatížený osamělou silou 

 
tuhost jednostranně vetknutého nosníku : 

33

3

ba
lJE3k = , 

kde E  je modul pružnosti v tahu,  je kvadratický moment k neutrální ose a  je délka 
nosníku. Tak např. pro nosník s kruhovým, resp. čtvercovým příčným průřezem platí 

J l

33

34

ba
ldE

64
15k π

= ,     resp.     33

34

ba
lcEk =  

kde  je průměr kruhového příčného průřezu a kde c  je délka strany čtvercového příčného 
průřezu nosníku. 

d
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 Nosník oboustranně prostě podepřený zatížený momentem 

 
tuhost jednostranně vetknutého nosníku : 

la2lba3
lJE3k 2 −+

= , 

kde E  je modul pružnosti v tahu,  je kvadratický moment k neutrální ose a  je délka 
nosníku. Tak např. pro nosník s kruhovým, resp. čtvercovým příčným průřezem pro konstantu 
tuhosti platí 

J l

la2lba3
ldE

64
15k 2

4

−+
=

π ,     resp.     
la2lba3

lcEk 2

4

−+
=  

kde  je průměr kruhového příčného průřezu a kde c  je délka strany čtvercového příčného 
průřezu nosníku. 

d

 
 Nosník oboustranně vetknutý zatížený momentem 

 
tuhost jednostranně vetknutého nosníku : 

) ( 3223

3

a3al6la4la
lJEk

−+−
= , 

kde E  je modul pružnosti v tahu,  je kvadratický moment k neutrální ose a  je délka 
nosníku. Tak např. pro nosník s kruhovým, resp. čtvercovým příčným průřezem platí 

J l

) ( 3223

34

a3al6la4la
ldE

64
5k

−+−
=

π ,     resp.     
) ( 3223

34

a3al6la4la
lcE

3
1k

−+−
=  

kde  je průměr kruhového příčného průřezu a kde c  je délka strany čtvercového příčného 
průřezu nosníku. 

d
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 Nosník na jedné straně podepřený na druhé vetknutý zatížený momentem 

 
 
tuhost jednostranně vetknutého nosníku : 

223

3

bba23lb4
lJE4k

)  ( +−
= , 

kde E  je modul pružnosti v tahu,  je kvadratický moment k neutrální ose a  je délka 
nosníku. Tak např. pro nosník s kruhovým, resp. čtvercovým příčným průřezem pro konstantu 
tuhosti platí 

J l

223

34

bba23lb4
ldE

16
5k

)  ( +−
=

π ,     resp.     223

34

bba23lb4
lcE

3
4k

)  ( +−
=  

kde  je průměr kruhového příčného průřezu a kde c  je délka strany čtvercového příčného 
průřezu nosníku 

d

 
 Paralelní řazení dvou vetknutých nosníků 

 
 
tuhost jednostranně vetknutého nosníku : 

3
21

l
JJE12k ) ( +

= , 

kde E  je modul pružnosti v tahu,  je kvadratický moment nosníku 1 k neutrální ose,  je 
kvadratický moment nosníku 2 k neutrální ose a l  je délka nosníků. 

1J 2J
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 Paralelní řazení n vetknutých nosníků 

 
 
tuhost jednostranně vetknutého nosníku : 

∑
=

=
+++

=
n

1j
j33

n21 J
l

E12
l

JJJE12k ) ( K , 

kde E  je modul pružnosti v tahu,  je kvadratický moment j-tého nosníku k neutrální ose a 

 je délka nosníků. 
jJ

l
 

 Spojka s n-pružinami uspořádanými po obvodě 

 
tuhost jednostranně vetknutého nosníku : 

∑
=

=+++=
n

1j
j

22
n

2
2

2
1 kRRkRkRkk K , 

kde R  je poloměr obvodu kružnice, na které jsou uspořádány jednotlivé pružiny a kde  je 

tuhost j-té pružiny. 
jk
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 Tuhost čelního soukolí s evolventním ozubením 
Zuby ozubených kol se účinkem zatížení deformují, což bývá příčinou řady negativních, ale i 
pozitivních důsledků. Proto je znalost deformačních vlastností ozubení velmi důležitá, 
zejména pak při analýzách dynamických vlastností pohonových soustav, protože pár ozube-
ných kol představuje tuhostní prvek s konečnou hodnotou tuhosti a proto je třeba s tuhostí 
ozubení počítat. Tuhost ozubení je kvantitativním vyjádřením deformace zubů a je definována 
jako poměr zatížení (délkového nebo šířkového) k deformaci. 

Vzhledem ke složitému tvaru zubů je teoretické určení deformací a tuhosti velmi obtížné, 
ale poměrně snáze je lze určit experimentálně. Experimentálně se určuje tuhost ozubení nej-
častěji staticky měřením deformací ozubení zatíženého konstantní silou nebo při pomalém 
otáčení seismickým měřením úchylek. 

Výzkumu tuhosti čelního ozubení je věnována řada prací. Starší práce, zhruba do konce 
šedesátých let, většinou vycházejí z klasické teorie pružnosti a uvažují zub jako vetknutý 
nosník. Závažným přínosem byla práce Jaromillo, který uvažuje zub jako vetknutou desku 
zatíženou osamělou silou. V posledních desetiletích je otázka tuhosti ozubení stále velmi 
aktuální a je řešena na základě novodobých metod výpočtů tuhosti (metoda konečných prvků, 
metoda okrajových prvků apod.) nebo s použitím nejnovější měřící techniky. 

V dalším textu vysvětlíme základní pojmy a podáme úvod do problematiky tuhosti 
ozubení. Uvažujme nejprve sám zub (viz. obr.35a). Působením normálové síly  se zub 
deformuje, jak je naznačeno tlustou čarou. Výsledná deformace v normálovém směru se 
skládá z deformace ohybu, smyku, deformace v místě vetknutí a deformace dotykové. 

F

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr.35. Deformace zubu a), deformace páru přímých zubů b), c). 

 

Deformace páru zubů si můžeme představit dvojím způsobem. Podle první představy (viz. 
obr.35b) je tenkou čarou naznačen pár zubů dotýkající se v bodě X  na záběrové přímce bτ  
v nezatíženém stavu. Zatížením zubů se profily myšleně deformují do tvaru znázoněného 

Strana č. 72 



Úvod do výpočtového modelování pohonových soustav 
 

čárkovaně a protnou závěrovou přímku v bodech  a . Příslušné deformace jsou 1X 2X 1δ  a 2δ . 
Aby se deformované zuby dotkly opět v bodě X , jak tomu je ve skutečnosti, musí se jednot-
livá kola pootočit o úhel 1δϕ  a 2δϕ . 

X

2

b1 rδϕ1Fδ +2δ +

c ... ,II,Ip =

1x

00635

2

n

0x

z
,0

−

2

25791

+ ,0

0−

00193

04723

1nz

1nz 3
2

cos
z

2nz =

Podle druhé představy (viz. obr.35c) se nedeformované zuby dotýkají v bodě X ′  a po defor-
maci obou zubů dostaneme body  a . K uvedení deformovaných zubů do dotyku si nyní 
představme, že se znehybní jedno kolo (např. kolo 2), a potom se musí druhým kolem otočit o 
úhel , aby došlo k dotyku deformovaných zubů v bodě 

1 2X

δϕ
1

2XX ≡ . 

Celková deformace páru zubů je dána součtem celkových deformací 1δ , 2δ  jednotlivých 
zubů, tj. součtem ohybové deformace 1Fδ , Fδ  jednotlivých zubů (včetně deformace vetknutí 
a smykové) a deformace ohybové Hδ , takže 

1b
1

2b21H2F1 rr δδ ϕϕδδδδ ==+=+= , 

kde ,  jsou poloměry základních kružnic páru ozubených kol. 1br 2br

Tuhost jednoho páru zubů (jednopárová) přímého ozubení je definována rovnicí*) 

δ
P

P
w

= ,      , 

kde index p  je indexem páru zubů a  je šířkové zatížení daného páru zubů. Deformace a 
tuhost jednotlivých párů zubů se mění po dráze záběru. Zub má největší deformaci, působí-li 
síla ve vrcholu zubu následkem velké deformace ohybu. Typický průběh dílčích deformací 

Pw

1Fδ , 2Fδ , Hδ  a výsledné deformace a jí odpovídající tuhosti přímého ozubení v závislosti na 
dráze záběru je uveden na obr.36a. Maximální jednopárová tuhost je tedy přibližně uprostřed 
délky záběru, značí se c  a lze ji stanovit z empirického vzorce ′

,        2
2

2

2n

2

1n

1
1

n1

x00182,000529
z
x24188,,0

z
x11654,0x,

z
,015551,0

c
1

+−

−−++=
′

 

kde ,  jsou korekce ozubeného soukolí, je-li dané ozubené soukolí korigováno, a kde , 

 jsou počty virtuálních zubů ozubených kol příslušného soukolí, které se stanoví pomocí 
následujícího vztahu 

1x 2x

2nz

β3
1

cos
z

= ,     
β

, 

kde ,  jsou počty zubů ozubených kol příslušného soukolí a kde 1z 2z β  je úhel sklonu zubů 
(v případě přímého čelního ozubení je 0=β  a počty zubů jsou totožné s počty virtuálních 
zubů ozubených kol příslušného soukolí). 

                                                 
*)  V souhlase s normami ISO budeme příslušné tuhosti ozubení označovat písmenem „c“ a příslušným indexem. V ISO 
normách jsou konstantami „k“, kterými se běžně v dynamice označují tuhosti prvků, vyjádřeny korekční součinitele. 
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Deformaci jednoho páru zubů je možné si představit modelem sériového zapojení dvou pružin 
(viz. obr.35a dole) s tuhostí jednotlivých zubů  a c  nebo tří pružin s tuhostmi ,  
jednotlivých zubů v ohybu a tuhosti dotykové c . Výsledná tuhost jednoho páru zubů je 
potom dána vztahem 

1Pc 2P P1Fc P2Fc

HP

Obr.35. Průběh tuhosti a deformace přímého ozubení – jednopárové a), celkové b). 

HPP2FP1F2P1PP c
1

c
1

c
1

c
1

c
1

c
1

++=+= ,     ... , , IIIp = , 

a závisí na tvaru obou zubů, tedy především na počtech zubů ozubených kol  a  soukolí, 
úhlu profilu 

1z 2z

nα , součiniteli výšky ozubení κ  a součiniteli posunutí  a  (vyjadřuje míru 
korekce daného ozubeného soukolí). 

1x 2x

Strana č. 74 



Úvod do výpočtového modelování pohonových soustav 
 

Jak již bylo řečeno, jednopárová tuhost ozubení  se mění po dráze záběru (viz. obr.36a), 
přičemž bylo zjištěno, že průběh 

Pc
)  (ξPc  je pro různé parametry ozubení velmi podobný a lze 

jej tedy vyjádřit Ajrapetovým-Genkinovým empirickým vzorcem 





















−′=

2

P
24,01cc
αε
ξξ )  ( , 

jehož grafické znázornění, v závislosti na součiniteli záběru αε , je uvedeno na obr.36. 

 

Obr.36. Závislost poměrné tuhosti na součiniteli záběru přímého ozubení. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Pro součinitel záběru αε  a poměrnou dráhu záběru ξ  platí 

21 εεεα += ,     
nbt m

cos
p π

βξξξ == , 

kde β  je úhel sklonu zubů,  je normálový modul ozubení, nm 1ε  a 2ε  jsou součinitele záběru 
spoluzabírajících kol, které vypočteme ze vztahů 

[ ]tw1ta
1

1 tgtg
2
z αα
π

ε −= ,     [ ]tw2ta
2

2 tgtg
2
z αα
π

ε −= , 

přičemž platí 

                                   







= t

w
tw cos

a
aarccos αα ,     

β
αα

cos
tgarctg n

t = , 

1a

t1
1ta d

cosdarccos αα = ,     
2a

t2
2ta d

cosdarccos αα = , 
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kde  je vzdálenost os přímého nekorigovaného ozubení,  je skutečná vzdálenost os (pro 

přímé nekorigované ozubení je 

a wa

waa = ), twα  je úhel záběru, 1taα  a 2taα  jsou hlavové úhly 

profilu,  a d  jsou průměry roztečných kružnic,  a  jsou průměry hlavových kružnic, 1d 2 1ad 2ad

tα  je čelní úhel profilu a nα  je normálový úhel profilu (pro normální ozubení je ). o
n 20=α

V úseku dvoupárového záběru zabírají současně dva páry zubů, čemuž odpovídá paralelní 
model dvou pružin v dolní části obr.35b. Výsledná tuhost je pak definována jako součet 
dílčích tuhostí jednotlivých párů ozubení. Typický průběh výsledné tuhosti přímého ozubení 
po dráze záběru je znázorněn v horní části obr.35b a ve střední části odpovídající průběh 
deformace δ . V úseku jednopárového záběru 12 BB  se výsledná tuhost samozřejmě rovná 
tuhosti jednopárové. V úseku jednopárového i dvoupárového záběru se výsledná tuhost mění 
poměrně málo. Výsledná tuhost  a deformace c δ  přímého ozubení se tedy po dráze záběru 
periodicky mění s periodou rovnou čelní základní rozteči . Při přibližných výpočtech 
pevnosti a základních dynamických analýzách počítáme se střední hodnotou výsledné tuhosti 

 během celého záběru, kterou nazýváme záběrovou tuhostí, přičemž pro ni platí 

tbp

γc

c
4
31dcdc

p
1c

1

0

p

0tb

tb

′+
=== ∫∫ α

γ
εξξξξ )  ( )  ( , 

kde αε  je součinitel záběru a c′  je tuhost jednoho páru zubů. V případě ozubení s jinou 
dvojicí materiálů než ocel-ocel je třeba hodnoty tuhosti jednoho páru zubů  a záběrové 
tuhosti  násobit součinitelem 

c′

γc η , pro který platí 

21

21

ocelocel EE
EE2

E
1

E
E

+
==η , 

kde  je modul pružnosti v tahu ocele,  a  jsou moduly pružnosti v tahu materiálů 
jednotlivých ozubených kol soukolí (např. pro ocel-šedá litina je 

ocelE 1E 2E
74,0=η ). 
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4. Poruchy v pohonových soustavách 
Jako každá technická soustava i pohony mohou být postiženy poruchami. Od jednoduchých, 

provozních, přes poruchy řízení (systémové) až po havarijní, často s vážnými výsledky.  Je proto 
samozřejmé, že se touto problematikou museli a musí technici a inženýři zabývat. Většina pohonů 
obsahuje rotační části jejichž provoz je doprovázen mechanickým chvěním. Na základě analýzy 
chvění lze získat cenné informace o provozním stavu pohonových soustav. 

Hodnocení provozních vlastností pohonových soustav podle úrovně mechanického chvění a 
s tím spojená i prognostika poruch má dlouhou tradici, jenž vychází se známé „poslechové“ metody 
kdy kovová tyčka (v krajním případě dlouhý šroubovák) byla přiložena zašpičatělým ostřím 
k ložisku nebo k plášti rotujícího tělesa a druhým koncem ke spánkové kosti blízko ucha odborníka, 
který na základě svých zkušeností a technického citu byl schopen odhalit existující nebo blížící se 
poruchu. Tato metoda byla tak účinná, že na jejím základě přistoupili výrobci zkušebních a 
diagnostických zařízení k vývoji a výrobě odpovídajících přístrojů. 

Dnes máme k dispozici moderní analyzátory, založené na rychlé Fourierově transformaci, 
které spolu s počítači umožňují zjišťování poruch a závad většiny běžných pohonových soustav již 
v jejich počátečním stadiu. Jsou schopné identifikovat  poruchové signály, typické pro konkrétní 
typy poruch často i velmi dlouho před jejich destrukčním působením a v mnohých případech, 
v kombinaci s expertními systémy, odhalit i jejich možné příčiny. Je ale nezbytné poznamenat, že 
zkušený odborník je i dnes schopen zjistit příznaky závad mnohých pohonových soustav dříve, než 
mnohé měřiče chvění. 
 
 

4.1. Technické požadavky na diagnostické měřící soustavy 
Pro diagnostiku poruch pohonových soustav jsou dnes k dispozici účinné analyzátory chvění, 

které jsou schopné přímo v provozu rozhodnout, zda je či není sledované zařízení spolehlivé. 
Technické požadavky na tatové analyzátory  lze přibližně formulovat takto : 

 Analyzátor chvění musí umožnit zjištění závady v počátečním stadiu. Použité pracovní 
postupy, musí být rychlé, jednoduché a uživatelé nemusí mít zvláštní kvalifikaci. 

 Analyzátor chvění musí umožňovat podrobnou analýzu, potřebnou při diagnostice zjištěných 
závad a jejich příčin. Použité metody v tomto případě mohou vyžadovat vysoce odborníky. 

Tyto protichůdné požadavky vedly k tomu, že moderní analyzátory jsou koncepčně i konstrukčně 
řešeny se zřetelem na možnost jeho použití ve dvou pracovních režimech, které umožňují : 

 na jedné straně zjišťovat závady na základě spekter chvění, které lze snadno zpracovávat a 
porovnávat (spekter konstantní relativní šířkou pásem) . Tato spektra umožňují včasnou 
identifikaci projevujících se závad s tím, že sledovaná zařízení mohou být ještě ponechána po 
určitou dobu v provozu (i několik měsíců a teprve poté jsou tato zařízení podrobena údržbě 
nebo opravě), 
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 na straně druhé umožňují vyhledávání závad a jejich příčin pomocí metod založených na 
rychlé Fourierově transformaci a využití širokých možností zpracování dat při diagnostice 
strojních zařízení. 

 
 

4.2. Vibrace v pohonových soustavách 
Vibrace v pohonových soustavách, způsobené z velké části poruchami jednotlivých struktur-

ních, zahrnují : 
 oblast nízkých kmitočtů, 
 oblast středních kmitočtů a také 
 oblast vysokých kmitočtů. 

Na obr.37 je znázorněn příklad jednoduché pohonové soustavy, kde jsou tyto oblasti „přiřazeny“ 
konkrétním technickým prvkům jako jsou výstupní hřídele motorů, spojky, ozubená kola a ložiska. 
Na povrchu těchto prvků pak jsou nejčřastěji kmitočtová spektra snímána. 
 

 
Obr.37. Schéma pohonu kulového mlýna. 
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4.2.1. Oblast nízkých kmitočtů             
Kmitočtová spektra mechanického chvění, snímaného na tělesech ložisek elektromotoru a 

převodovky, obsahují složky s nízkými kmitočty, odpovídajícími rychlostem otáčení hřídelů. Tyto 
složky chvění jsou zapříčiněny nevyvážeností, přesazením, ohybem hřídelů apod. 

Složky s kmitočty, odpovídajícími dvojnásobku rychlostí otáčení hřídelů (druhým harmonic-
kým), jsou důsledkem přesazení a/nebo ohybu hřídelů. Sledováním časových změn uvedených 
kmitočtových složek je tedy možno zjišťovat a vyhledávat závady popsaného druhu. 

Hlavním problémem radiálních ložisek je hydrodynamická nestabilita soustavy, tvořené 
hřídelem, olejovou vrstvou a tělesem ložiska. Příčinou víření oleje a tím i chvění je pohyb těžiště 
hřídele v mezích vůle ložiska. Odpovídající problém vzniká často u málo zatížených hřídelů s vyso-
kými rychlostmi otáčení. Kmitočty složek průvodního chvění odpovídají 40 až 49% rychlosti 
otáčení, avšak složky, vyvolané vířením oleje, byly zjištěny i na vyšších kmitočtech. Výskyt těchto 
složek závisí na jakosti povrchů hřídelů a ložisek. 

 
 

Obr.38. Výskyt interharmonické rychlosti otáčení při uvolnění mechanických vazeb. 
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Hysterezní víření je jiným druhem samobuzené nestability, vznikající při překročení kritické 
rychlosti rotoru a udržující odpovídající kmitočet nezávisle na dalších změnách rychlosti otáčení 
rotoru. Tato nestabilita vzniká v důsledku mechanické hystereze soustav, konajících točivé pohyby. 
Další druh nestability ohebných rotačních součástí je vyvoláván prouděním, přičemž příslušné 
kmitočty odpovídají kmitočtům hysterezního víření (nehledě na rozdílný mechanismus vzniku). 

Posledním druhem závad, projevujících se složkami v oblasti nízkých kmitočtů, je uvolnění 
mechanických vazeb. Tyto závady se projevují vznikem subharmonických a meziharmonických 
složek, tj. „půlté“ harmonické, „jedenapůlté“ harmonické apod. (viz. obr.38). 
 
 

4.2.2. Oblast středních kmitočtů 
V oblasti středních kmitočtů se ve spektrech mechanického chvění vyskytují složky, způso-

bené záběrem ozubených kol. Tyto složky se nazývají složkami se středními kmitočty. Kmitočty 
uvedených složek odpovídají násobkům rychlosti otáčení a počtu zubů ozubeného soukolí a nazý-
vají se kmitočty záběru. 
 

 
Obr.39. Ohyb zubů ozubení v důsledku mechanického zatížení. 

 
 

Chvění zcela nového a nezávadného ozubeného soukolí obsahuje složku s kmitočtem záběru. 
Tato složka však není jedinou složkou chvění. Mechanické zatížení vyvolává deformace zubů, 
přičemž velikost těchto deformací závisí na počtu zubů v záběru (viz. obr.39a). Zjednodušený 
signál, odpovídající mechanickému chvění nového ozubeného soukolí (převodovky), obsahuje 
nejen složku s kmitočtem záběru, ale i vyšší harmonické (viz. obr.39). 
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Postupné opotřebení je provázeno průběžnými pomalými změnami profilu zubů ozubených 
kol, způsobených skluzem zubů v záběru ve všech bodech kromě roztečných bodů (viz. obr.39b). 
Z výše uvedeného vyplývá, že se postupné opotřebení převodovky projevuje zejména změnami 
složek s kmitočty, odpovídajícími druhé harmonické kmitočtů záběru. Jelikož změny, provázející 
opotřebení, nejsou sinusové, spektra chvění obsahují také rostoucí vyšší harmonické, jak je velmi 
zjednodušeně znázorněno na obr.40. 
 

 
Obr.40. Spektrum ilustrující zvýšení harmonických složek v důsledku opetřebení ozubení. 

 
 

Počáteční stadium místní závady se však neprojeví růstem amplitud složek s kmitočty záběru 
a odpovídajícíh vyšších harmonických. Představme si ozubené kolo s prasklým, avšak dosud 
neulomeným zubem. Závada tohoto druhu zcela jistě unikne pozornosti personálu, obsluhujícího 
odpovídající strojní zařízení. Prasklý zub se však bude v důsledku snížené pevnosti vychylovat 
v záběru více než ostatní neporušené zuby. Odpovídající signál mechanického chvění bude mít tvar, 
znázorněný na obr.41. 

Uvedený signál je možno považovat za signál, odpovídající chvění nezávadné (možná však 
částečně opotřebované) převodovky, se superponovanými impulsy, vyvolanými nadměrnou 
výchylkou porušeného zubu. Spektrum sledu takových impulsů obsahuje diskrétní složky, jejichž 
vzájemná vzdálenost ve kmitočtové oblasti je určena opakovacím kmitočtem impulsů (viz. obr.42). 
Obálka spektra sledu impulsů je totožná spektru jednotlivých impulsů (pochopitelně s výjimkou 
měřítka). Závada uvedeného druhu se tedy již v počátečním stadiu projeví ve spektru mechanického 
chvění zvětšením amplitud bočních pásem, nacházejících se pod a nad kmitočtem záběru a kmitoč-
tovým odstupem, odpovídajícím rychlosti otáčení. 
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Obr.41. Projev závady ozubeného převodu ve spektru mechanického chvění. 

 
 
 

 
 

Obr.42. Diskrétní kmitočtové spektrum odpovídající sledu impulsů v časové oblasti. 
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V oblasti kmitočtů, nižších než kmitočet záběru, se však také nacházejí složky s nízkými 
kmitočty. Tyto složky byly popsány výše v souvislosti se závadami, provázejícími nevyváženost, 
ohyb hřídelů, přesazení apod., a v důsledku větší energie maskují méně intenzivní složky, odpoví-
dající prasklému zubu. 

Složky s kmitočty záběru ozubených kol a jejich harmonické jsou také intenzivnější než 
složky, vyvolané závadou nebo závadami v počátečním stadiu. Zvětšení amplitud složek, vzniklých 
v důsledku závady, je však většinou zřetelné mezi harmonickými kmitočty záběru. Postupné zvět-
šování závady, například rozšíření lomu na více zubů ozubeného kola, je provázeno postupnou 
změnou povahy signálu, odpovídajícího mechanickému chvění zařízení. Původně slabý signál se 
superponovanými impulsy se pozvolna zvětšuje a nabývá povahy amplitudově modulovaného 
signálu (viz. obr.43). Spektrum tohoto signálu se mění odpovídajícím způsobem s charakteris-
tickým růstem bočních pásem, rozložených kolem kmitočtů záběru a harmonických. Odstup 
bočních pásem je určen rychlostí (či rychlostmi) otáčení. 
 
 

 
 

Obr.43. Vliv postupného zvětšování závady ozubení na amplitudy bočních pásem spektra. 

 
 

Na obr.44 jsou znázorněny časové průběhy a spektra signálů, odpovídajích mechanickému 
chvění převodovky v nezávadném a zhoršeném provozním stavu. Celkové opotřebení převodovky 
se projevuje nevelkým zvětšením amplitudy složky s kmitočtem, odpovídajícím kmitočtu záběru 
ozubených kol, a výrazným zvětšením amplitud složek s kmitočty druhé a třetí harmonické. 

V pásmu mezi kmitočtem záběru a druhou harmonickou je patrné výrazné zvětšení amplitud 
složek s kmitočtovým odstupem, odpovídajícím rychlosti otáčení. Zvětšení amplitud těchto složek 
lze považovat za příznak závady v počátečním stadiu. 

Parazitní složka spektra chvění nezávadné převodovky je způsobena geometrickou nepřes-
ností ozubeného kola, vzniklou při výrobě v důsledku nepřesnosti dělícího přístroje. Tato složka se 
zcela ztratila při rostoucím opotřebení převodovky. 
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Obr.44. Časové průběhy a spektra signálu mechanického chvění nezávadné a opotřebené převodovky. 

 
 

4.2.3. Oblast vysokých kmitočtů 
V oblasti vysokých kmitočtů se ve spektrech mechanického chvění vyskytují složky, které 

jsou spojeny s projevy závad valivých ložisek. Tyto složky se dále nazývají složkami s vysokými 
kmitočty. 

Typickou počáteční závadou valivého ložiska je trhlinka nebo jamka, způsobená korozí. 
Poškozeným prvkem může být buď vnitřní nebo vnější kroužek anebo váleček či kulička. Průchod 
každého válečku nebo kuličky poškozeným místem provází vznik impulsu s malou amplitudou. 
Jednotlivé impulsy (podobné lehkým úderům kladiva) předávají energii tělesu ložiska, které kmitá 
na vlastním kmitočtu (rezonančním kmitočtu). Kmity jsou tlumené a doznívají podobně kmitům 
mosazného zvonu (kmitočet mechanických kmitů zvonu je určen jeho dynamickými parametry a 
nezávisí na počtu a síle budících rázů). Je tedy možno říci, že uvažovaná mechanická soustava se 
v takovém případě chová jako mechanický zesilovač. 



Úvod do výpočtového modelování pohonových soustav 
 

Strana č. 85 

 
Obr.45. Projevy poškození vnějšího a vnitřního kroužku valivého ložiska. 

 
 

V případě poškození upevněného kroužku ložiska (dále se předpokládá, že upevněným je 
vnější kroužek) mají impulsy shodné amplitudy. Naopak, při poškození pohybujícího se kroužku 
ložiska (zde vnitřního kroužku) se amplitudy impulsů mění, a to v závislosti na změnách zatížení 
válečků či kuliček. Impulsy jsou tedy určitým způsobem amplitudově modulovány (viz. obr.45). 
Vliv této modulace na obálku si podrobněji osvětlíme v následujícím výkladu. 

Projev závady ve spektru mechanického chvění, tak průkazný jako v příkladu na obr.46, není 
v technické praxi častý. Impulsy způsobené závadou valivého ložiska, zpravidla nejsou doistatečně 
intenzivní pro to, aby se odpovídající diskrétní složky výrazně projevovaly i v oblastech nízkých a 
středních kmitočtů. Projev závady je však jasně patrný v oblasti vysokých kmitočtů (na obr.46 
v označeném ↔ pásmu mezi 9,6 a 11,3 kHz), kde přítomnost většího počtu složek spektra ukazuje 
na poškození valivého ložiska. 

Uvedené složky s vysokými kmitočty spolu s přenosem energie impulsů na jiné součásti 
(tělesa ložisek, opěry apod.) s mechanickými rezonancemi v oblasti vysokých kmitočtů umožňují 
včasné zjištění závady valivých ložisek monitorováním mechanického chvění v úzkých kmitočto-
vých pásmech kolem rezonančních kmitočtů sledované pohonové soustavy. 
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Obr.46. Příklad spektra mechanického chvění nezávadného a porušeného kuličkového ložiska 

 
 

Velmi ostré a krátké impulsy, způsobené závadou valivého ložiska (zárodek trhliny, uvažo-
vané zde jako příklad, téměř nelze pozorovat nevycvičeným zrakem), mají kmitočtové složky 
v oblasti vysokých kmitočtů. Energie těchto složek je však obecně mnohokrát menší než energie 
výše popsaných složek s nízkými a středními kmitočty. Proto je nutno hledat příznaky počínajících 
závad valivých ložisek v oblasti vysokých kmitočtů. 

Kmitočty, na kterých pohonová soustava zesiluje mechanické chvění (tj. rezonanční kmitočty) 
lze snadno určit experimentálně pomocí jednokanálového kmitočtového analyzátoru, měřícího a 
analyzujícího odezvy na rázové buzení. Spolehlivou indikaci kmitočtů, v jejichž blízkosti je ve 
spektru třeba hledat příznaky závad valivých ložisek, je možno získat buzením těles těchto ložisek 
lehkými údery rázového kladívka a určením spekter odezev. tj. signálů, snímaných snímačem 
zrychlení mechanického chvění v místech upevnění snímačů při monitorování mechanického 
chvění celé pohonové soustavy. 
 
 

4.2.4. Shrnutí projevů počínajích závad pohonových soustav 
Proveďme si nyní shrnutí typických projevů počínajích závad točivých částí pohonových 

soustav, zejména projevy těchto závad ve kmitočtovém oblasti. Bylo uvedeno, že 
 oblast nízkých kmitočtů, určená dolní mezí, nacházející se pod rychlostí otáčení, a horní 

mezí, tvořenou nižšími (čtvrtou až šestou) harmonickými, obsahuje informace o závadách, 
způsobených nevyvážeností, ohybem hřídelů, přesazením hřídelů, nestabilitou radiálních 
ložisek a uvolněním mechanických vazeb, 
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 oblast vysokých kmitočtů, definovaná jako oblast, ve které převládající složky spekter mecha-
nického chvění souvisejí s mechnickými rezonancemi, obsahuje informace o pčínajících záva-
dách valivých ložisek. Závady ložisek (např. poškození jednoho z kroužků, malé trhlinky aj.), 
projevující se úzkými a ostrými impulsy, vyvolávají rezonance jiných součástí. Tyto závady 
lze zjistit v oblasti vysokých kmitočtů, protože odpovídající složky zde nejsou překryty inten-
zivnějšími složkami, které převládají v oblastech nízkých a středních kmitočtů spekter mecha-
nického chvění, 

 oblast středních kmitočtů, tj. mezi oblastmi nízkých a vysokých kmitočtů, obsahuje infor-
mace o závadách ozubených převodů a převodovek. Opotřebení ozubení se projevuje na 
kmitočtech záběru ozubených kol a jejich harmonických. Závady v počátečním stadiu (např. 
prasklý, avšak neulomený zub ozubeného kola) jsou zpravidla příčinou vzniku bočních pásem 
rozložených kolem kmitočtů záběru a harmonických. Amplitudy těchto složek bočních pásem 
jsou však obyčejně menší než amplitudy složek, příslušejících kmitočtům záběru a jejich 
harmonickým. 

 
 

4.3. Zjišťování závad pohonových soustav 
V předchozím článku (tj. článku 4.2.) bylo uvedeno a doloženo, že signály, odpovídající 

mechanickému chvění pohonových soustav, obsahují cenné informace o provozním stavu těchto 
zařízení, zejména o točivých částech pohonových soustav. Sledování provozního stavu pohonových 
soustav a zjišťování jejich závad v počátečním stadiu, založené na podrobné analýze uvedených 
signálů, je pro každodenní praxi příliš obtížné a drahé. Proto je nutno použít metodu, která 

 umožňuje včasné zjištění většiny závad, 
 co nejúčinněji zamezuje chybným závěrům, 
 je dostatečně jednoduchá a neklade zvláštní nároky na kvalifikaci uživatelů, 
 zajišťuje dostatečné množství informací pro zjištění příznaků závad a pro rozhodnutí o dalším 

postupu, tj. o provedení podrobné analýzy. 
 

Většina metod, používaných v minulosti ke zjišťování závad pohonových soustav, se zakládá 
na porovnávání efektivních hodnot rychlosti chvění s výsledky předchozích měření nebo s norma-
tivně stanovenými mezními hodnotami, např. hodnotami, stanovenými normami ISO 2372 a ISO 
3945. Tyto metody byly založeny na teoretickém předpokladu, že mechanické chvění strojů určité 
kategorie (dle velikosti a energie přenášené hřídeli) má obdobné nebo dokonce totožné hodnoty 
amplitud či hladin rychlosti ve vymezeném pásmu od 10 Hz do 1 kHz (viz. obr.47). 

Z výkladu předchozího článku (tj. článku 4.2.) však plyne, že použití uvedené metody při 
monitorování provozního stavu pohonových soustav umožňuje zjištění jejich pokročilých závad, 
způsobených nevyvážeností, velkým přesazením nebo podstatným ohybem hřídelů a projevujících 
se díky velké energii odpovídajících složek spekter mechanického chvění. 
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Obr.47. Klasifikace strojů na základě celkových hladin jejich mechanického chvění. 

 
 

Uvedená metoda naopak neumožňuje zjištění menších závad a závad v počátečním stadiu, 
např. počátečních vad valivých ložisek a ozubených převodů. Příčina spočívá v tom, že odpovídající 
složky spekter mechanického chvění jsou maskovány intenzivnějšími složkami v uvedeném kmitoč-
tovém pásmu a příznaky mohou být zjištěny až po příslušném (avšak nežádoucím) zvětšení ampli-
tud odpovídajících složek. 
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Na základě výsledků měření v širokém kmitočtovém pásmu (např. v pásmu od 10 do 1000 Hz 
podle ISO) nelze zjistit změny amplitud kmitočtových složek dokud amplituda rostoucí složky 
nedosáhne hodnoty, odpovídající složce s největší amplitudou v uvažovaném pásmu kmitočtů (viz. 
obr.48 vlevo dole). Naopak porovnáním odpovídajících spekter je možno zjistit již malé změny, 
projevující se zvětšením hladin o 3 až 6 dB v úzkých kmitočtových pásmech, a tím získat i včasné 
upozornění na projev závady v počátečním stadiu (viz. obr.48 vpravo dole). 
 

 
 

Obr.48. Časové změny spektra chvění a celkové hladiny mechanického chvění. 

 
Další obtíže s použitím normativně stanovených mezních hodnot mechanického chvění jsou 

spojeny s přenosovými cestami, kterými se chvění šíří z místa buzení (kroužku valivého ložiska, 
bodu záběru ozubených kol apod.) do místa, ve kterém se snímá odezva (tj. signál, představující 
výsledné mechanické chvění). Jestliže charakteristiky těchto přenosových cest nejsou stejné při 
všech měřeních, tatáž závada (trhlinka, jamka apod.) se projeví různě v signálech na výstupu 
snímače nebo snímačů chvění. Důsledkem je pak nesprávná interpretace a často i neplatný závěr. 

Studie, provedená E. Downhamem a R. Woodsem (Účel monitorování chvění točivých strojů 
v průmyslových závodech s nepřetržitým provozem), plně potvrzuje uvedená tvrzení. Křivky na 
obr.49 ukazují, že se charakteristiky přenosových cest (v tomto případě průběhy mechanické impe-
dance) obdobných strojních zařízení mohou vzájemně značně odlišovat. Rozdíly mohou být na 
některých kmitočtech až řádu 1:1000, tj. 60 dB. 
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Obr.49. Rozsah změn mechanické impedance různých cest šíření chvění. 

 
 

Z výše uvedeného tedy vyplývá jednoznačný závěr, že pro zjišťování závad pohonových 
soustav je nezbytné  

 porovnání výsledků měření chvění s výsledky předchozích obdobných měření, tj. měření, 
opakovaných v průběhu určitého časového intervalu (výsledky měření jiných pohonů nebo 
měření v jiných bodech nemohou včas odhalit projevy změn provozního stavu točivých částí 
pohonových soustav), 

 porovnávání spekter mechanického chvění, jehož pomocí lze včas odhalit změny i méně 
intenzivních kmitočtových složek. 
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4.3.1. Analyzátory založené na rychlé Fourierově transformaci 
Po přijetí závěru o tom, že pro včasné zjišťování závad pohonových soustav je nutné porov-

návání spekter jejich mechanického chvění, je třeba zvolit vhodné metody a přístrojové vybavení. 
Přitažlivým se zdá být užití jednokanálového analyzátoru, vybaveného pamětí a umožňujícího 
porovnávání spektrálních dat. Tato volba však může způsobit řadu obtíží, jak bude popsáno dále. 

I velmi malé změny pracovní rychlosti (např. rychlosti otáčení) sledovaného zařízení zapříči-
ňují změny poloh kmitočtových složek spekter mechanického chvění. Při porovnávání takových 
spekter potom nejsou vyloučeny nesprávné závěry o zdánlivých projevech počínajících závad (viz. 
obr.50). Možné řešení takového problému spočívá v příslušném zpracování dat, tj. v dané situaci ve 
složení úzkých kmitočtových pásem spekter, získaných rychlou Fourierovou transformací, a vytvo-
ření širších pásem. Změny poloh kmitočtových složek uvnitř takto vytvořených pásem pak neovliv-
ňují celkové hladiny, příslušející těmto pásmům. Spektra, vytvářená popsaným způsobem, se 
nazývají syntezovanými spektry. Je pochopitelné, že kmitočtová pásma syntezovaných spekter musí 
být dostatečně široká pro podchycení náhodných změn zpracovávaných signálů, avšak současně 
dostatečně úzká pro zjištění i malých změn závažných kmitočtových složek*). 

V posledních deseti nebo více letech se při analýze mechanického chvění užívaly oktávové 
propusti. Získavané výsledky byly mnohem lepší než výsledky měření v širokých kmitočtových 
pásmech. Z předchozího výkladu však plyne, že oktávová pásma jsou příliš široká pro rozlišení 
závad a obecného opotřebení ozubených převodů a převodovek (viz. poznámka pod čarou). Poža-
davek větší rozlišovací schopnosti ve kmitočtové oblasti v některých případech splňují třetinooktá-
vové propusti (šířka pásem přibližně 23%). 

Jiný problém však přetrvává nezávisle na šířce kmitočtových pásem. Úzké pásmo spektra, 
získaného rychlou Fourierovou transformací, s vysokou hladinou na okraji širšího pásma syntezo-
vaného spektra prakticky úplně určuje celkovou hladinu, příslušející tomuto širšímu pásmu, avšak i 
nepatrná (řádu zlomku procenta) změna pracovní rychlosti zkoumané pohonové soustavy při dalším 
určování spektra mechanického chvění pro porovnávání s předchozím syntezovaným spektrem 
způsobí přesun uvedené složky do sousedního úzkého kmitočtového pásma. Případný přesun do 
sousedního širšího pásma syntezovaného spektra je pak provázen výrazným zvýšením příslušné 
hladiny a možná i chybnou indikací projevu závady sledované pohonové soustavy. 

Popsaným obtížím je možno zamezit rozšířením kmitočtových pásem syntezovaných spekter. 
Výchozí spektrum se stává refernčním spektrem, sloužícím jako základ pro vytvoření referenční 
masky. Každému pásmu referenční masky je přidána maximální hodnota z hodnot, příslušejících 
buď tomuto pásmu nebo jednomu ze sousedních dvou pásem (vytvoření referenční masky lze 
názorně ukázat pomocí šablony z překližky, vyříznuté ve tvaru referenčního spektra. Šablonu je 
třeba položit na tenkou vrstvu písku na stole a pak posunout o jedno kmitočtové pásmo doleva a 
doprava. Otisk v písku po odstranění šablony je totožný s referenční maskou). 
                                                 
*)  Výše bylo uvedeno, že závada ozubeného převodu se již v počátečním stadiu projevuje vznikem bočních pásem 
kolem kmitočtu záběru a vyšších harmonických. Syntezovaná spektra proto musí obsahovat několik kmitočtových 
pásem mezi kmitočtem záběru a druhou harmonickou, druhou a třetí harmonickou atd. Jinými slovy, několik úzkých 
pásem v každé oktávě. Úzká kmitočtová pásma musí mít konstantní relativní šířku, tj. každá oktáva musí obsahovat 
stejný počet úzkých kmitočtových pásem. 
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Obr.50. Odchylky při porovnávání spekter s velmi úzkými kmitočtovými pásmy. 
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Příklad referenčního spektra a odpovídající referenční masky je znázorněn na obr.51, který 
současně ilustruje použití dolní meze dynamického rozsahu při konstrukci referenční masky. Dolní 
mez se zavádí za účelem vyloučení vlivů změn složek s nízkými hladinami a tím i nepravých, tj. 
klamných, projevů a příznaků závad, způsobených zdroji náhodného šumu, rušením apod. Nová 
syntezovaná spektra mechanického chvění se pak v dalším porovnávají s referenční maskou, vytvo-
řenou popsaným postupem. 
 

 
 

Obr.51. Vytvoření referenční masky na základě referenčního spektra. 

 
Jakékoli převýšení referenční masky složkami nových syntezovaných spekter lze považovat 

za spolehlivý pžíznak zvětšující se závady sledované pohonové soustavy. Jelikož šířka pásem refe-
renční masky odpovídá trojnásobku šířky pásem referenčního spektra a požadovaná šířka pásem 
nesmí být větší než 1/3 oktávy (23%), výchozí referenční spektrum musí být spektrem s pásmy, 
jejichž šířka nepřesahuje přibližně 7%. 
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Pro zajištění kmitočtové rozlišovací schopnosti, lepší než 1/3 oktávy, tj. rozlišovací schop-
nosti, při které se mezi dvěma výraznými složkami s odstupem oktávy (např. složkou s kmitočtem 
záběru a druhou harmonickou) nachází jen jedno nezávislé kmitočtové pásmo, je nezbytné, aby 
šířka pásem výchozího syntezovaného spektra byla menší než 7%. Za rozumný kompromis se pova-
žuje syntetované spektrum s pásmy o šířce 4 až 6%. 

Poslední nevyřešený problém souvisí s podstatnými změnami provozní rychlosti sledované 
pohonové soustavy. Jestliže se pracovní rychlost při provozu sledované pohonové soustavy mění 
natolik, že posuv kmitočtů spekter chvění přesahuje meze uvažovaných kmitočtových pásem, ani 
výše popsaná metoda nevyloučí hrubé chyby a omyly při zjišťování závad. Naštěstí se již však od 
počátku předpokládalo, že syntezovaná spektra jsou spektry s konstantní relativní šířkou pásem (tj. 
s konstantním poměrem mezních kmitočtů jednotlivých pásem). Změny pracovní nebo provozní 
rychlosti sledované pohonové soustavy se projevují stejně ve všech takových spektrech (viz. obr.52) 
tj. relativní posuv kmitočtů zůstává stejný. Například zvětšení rychlosti otáčení hřídelů převodovky 
o 15% bude provázet zvýšení kmitočtů záběru a kmitočtů všech odpovídajících harmonických o 
15%. Odpovídající syntezované spektrum je tedy možné porovnat s referenční maskou, posunutou o 
15% směrem k vyšším kmitočtům. Takový posuv zajistí potřebné vyrovnání kmitočtových složek a 
zcela vyloučí chyby a omyly při porovnávání spekter za účelem zjišťování závad. 
 

 
 

Obr.52. Ilustrace metody syntézy kmitočtového spektra s lineární a logaritmickou kmitočtovou stupnicí. 
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Avšak ne všechny složky spekter mechanického chvění pohonových soustav jsou závislé na 
jejich pracovní či provozní rychlosti. K takovým složkám patří již zmíněné mechanické rezonance, 
v jejichž blízkosti lze zjišťovat závady valivých ložisek. Mechanické rezonance však i v logaritmic-
kém kmitočtovém měřítku zpravidla pokrývají poměrně široká kmitočtová pásma, často pásma o 
šířce 1/3 oktávy nebo širší. Nevelké změny, provázející kompenzaci změn provozní rychlosti, tedy 
zpravidla nejsou příčinou hrubých chyb a omylů při zjišťování závad pohonových soustav. 

Jiné složky, např. složky s kmitočtem střídavé sítě (50 nebo 60 Hz) a zejména druhé harmo-
nické síťového napětí, jsou často výrazně zastoupeny ve spektrech mechanického chvění pohono-
vých soustav s elektrickými motory. Amplitudy uvedených složek často převládají ve spektrech 
chvění a nezřídka převyšují amplitudy složky s kmitočtem otáčení a odpo-vídajících harmonických. 
Je nutno zdůraznit, že složky s kmitočtem střídavé sítě a harmonických neobsahují vůbec žádnou 
informaci o provozním stavu příslušných pohonových soustav. 
 

 
 

Obr.53. Příklad spektra mechanického chvění dvoupólového elektromotru s kotvou nakrátko. 

 

Z výše uvedeného plyne, že při zjišťování závad pohonových soustav na základě porovnávání 
spekter jejich mechanického chvění nelze úplně vyloučit riziko chyb a omylů. Při porovnávání 
spekter s dostatečně úzkými kmitočtovými pásmy lze však zpravidla bezprostředně zjistit a vyloučit 
většinu možných chyb. V opačném případě, např. v případě malé kmitočtové rozlišovací schopnosti 
nebo malého odstupu mezi závažnou a problematickou složkou (např. složkami s kmitočty sítě a 
otáčení elektromotoru s dvoupólovým rotorem nakrátko), je nezbytně nutné provádět podrobnou 
kmitočtovou analýzu mechanického chvění. Pomocí vhodného analyzátoru, založeného na rychlé 
Fourierově transformaci, je možné provádět podrobnou úzkopásmovou analýzu a často i analýzu 
s rozšířením vybraných pásem, obsahujících kritické kmitočtové složky (viz. obr.53). 
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Na obr.54 je znázorněn příklad se syntezovaným spektrem mechanického chvění, tvořený 
pásmy o šířce 6%, a se superponovanou referenční maskou. Tento příklad ukazuje, jak se závada 
kuličkového ložiska již v počátečním stadiu projevuje v oblasti vysokých kmitočtů. Je možné si 
všimnout, že provedená kompenzace změn rychlosti umožnila zachovat diskrétní složky v kmitoč-
tových mezích užité referenční masky. 

 
Obr.54. Syntezované spektrum s pásmy o šířce 6% a referenční maska, jejíž pásma mají šířku 3×6%. 

 
 
 

4.4. Diagnostika poruch a závad pohonových soustav 
Zjištění zvětšených amplitud složek mechanického chvění (pomocí metod, popsaných výše) 

musí následovat podrobnější analýza. Prvním krokem je získání úzkopásmových spekter, které 
pokrývají buď celý uvažovaný kmitočtový rozsah, nebo vybrané rozšířené úseky tohoto rozsahu. 
Tato spektra musí být pak zhodnocena specialistou s potřebnou kvalifikací a zkušenostmi v oboru 
údržby pohonových soustav. Po vyloučení možných chyb a omylů (např. v důsledku změn provozní 
rychlosti apod.), je možné přistoupit k vlastní diagnostice poruch a závad pohonových soustav. Jak 
již bylo řečeno, kmitočtové pásmo, ve kterém byly zjištěny složky se zvětšenými amplitudami samo 
o sobě napovídá o tom, jaký druh závady lze očekávat, přičemž 

 v oblasti nízkých kmitočtů se projevují závady, vyvolané nevyvážeností, přesazením nebo 
ohybem hřídelů apod., 
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 v oblasti středních kmitočtů se zpravidla projevuje opotřebení a počínající závady ozubených 
převodů a převodovek a případně i projevy závad, způsobených excentricitou, nerovností a 
přesazením ozubených kol apod., 

 v oblasti vysokých kmitočtů se projevují závady valivých ložisek (i v počátečních stadíích) a 
jiné závady, provázené vznikem sledů úzkých a ostrých impulsů či rázů. 

Při vlastní diagnostice, sloužící k odhalení závad a jejich příčin, je možné vycházet z výše uvede-
ných skutečností a používat metody, jejichž popisu jsou věnovány následující odstavce. 
 
 

4.4.1. Diagnostika poruch a závad užitím fáze 
Fáze je důležitá pro složky s kmitočty, odpovídajícími rychlostem otáčení. Statická nevyvá-

ženost je příčinou výrazného radiálního chvění, projevujícího se ve fázi na obou ložiscích rotující 
součásti (viz. obr.55 nahoře). Dynamická nevyváženost je také provázena radiálním chvěném, které 
se však na obou ložiscích projevuje v protifázi (viz. obr.55 dole). 
 

 
Obr.55. Vliv druhu nevyváženosti na fáze složek s kmitočty, odpovídajícími rychlosti otáčení. 
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Kývavý pohyb, způsobený jiným zdrojem, vyvolává radiální a axiální chvění s kmitočtem, 
odpovídajícím rychlosti otáčení. Složky radiálního a axiálního chvění však nejsou vzájemně ve fázi 
(viz. obr.56 nahoře). Ohyb hřídele je také příčinou vzniku radiálního a axiálního chvění, přičemž 
radiální chvění je ve fázi na obou ložiscích, kdežto axiální chvění ve fázi není (viz. obr.56 dole). 

Výše uvedené závady jsou také velmi často příčinou vzniku vyšších harmonických složek. 
Vyloučena však není ani nevyváženost, způsobená nelinearitou konstrukce ložisek. 
 

 
Obr.56. Zjištění kývavých pohybů a ohybu hřídelů na základě fázové informace. 

 
 

4.4.2. Diagnostika poruch a závad užitím kepster 
Pomocí kepster je možné odentifikovat série harmonických nebo bočních pásem, obsažených 

ve spektrech, a hodnotit jejich relativní intenzity. Výkonová kepstra, užívaná pro diagnostické účely 
jsou v podstatě výsledky kmitočtové analýzy výsledků kmitočtové analýzy časových průběhů (např. 
chvění). Sledu pulsů v časové oblasti odpovídají ve kmitočtové oblasti diskrétní složka s opakova-
cím kmitočtem tohoto sledu a vyšší harmonické, jejichž počet a amplitudy jsou závislé na tvaru 
opakujících se impulsů. 

Strana č. 98 



Úvod do výpočtového modelování pohonových soustav 
 

Zcela analogicky, sadě diskrétních složek kmitočtového spektra odpovídá série diskrétních 
složek kepstra. Stupnice na ose souřadnic kepstra nese jednotky 1/Hz nebo s. Poloha první složky 
kepstra je určena převrácenou hodnotou kmitočtového odstupu harmonických složek nebo bočních 
pásem v odpovídajícím spektru. 
 

 
 

Obr.57. Spektrum a kepstrum mechanického chvění opotřebené převodovky. 

 
 

Příklad, ilustrující kepstrum v kontextu s odpovídajícím spektrem, je uveden na obr.57, kde 
spektrum mechanického chvění opotřebené převodovky obsahuje řadu diskrétních složek a harmo-
nických. Prakticky nelze zjistit, že uvedené spektrum ve skutečnosti obsahuje dvě sady harmonic-
kých, související s různými projevy. Odpovídající kepstrum však jasně indikuje přítomnost dvou 
sad harmonických nebo bočních pásem s odstupy 49,8 a 120,7 Hz (viz. obr.57a). 

Totéž spektrum, jehož složky s kmitočty nižšími než polovina kmitočtu záběru byly doda-
tečně odstraněny, a odpovídající kepstrum jsou znázorněny na obr.57b. Kepstrum, získané na 
základě upraveného soektra, neobsahuje složku, odpovídající kmitočtovému odstupu 120,7 Hz. Tím 
je z praktického hlediska prokázáno, že tato složka kepstra souvisí se složkami spektra, nacháze-
jícími se v oblasti nízkých kmitočtů a pravděpodobně způsobenými závadami s projevy právě 
v tomto kmitočtovém pásmu. Přítomnost složky, odpovídající kmitočtovému odstupu 49,8 Hz, však 
ukazuje na souvislost s oblastí středních kmitočtů a se závadami, projevujícími se v této oblasti. Je 
tedy možné usoudit na závadu ozubeného kola s rychlostí otáčení, odpovídající kmitočtu 49,8 Hz. 
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V případě hřídele s rychlostí otáčení, příslušející kmitočtu 120,7 Hz, se pravděpodobně jedná o 
nevyváženost nebo jinou závadu, projevující se v oblasti nízkých kmitočtů. Další výhoda kepster 
spočívá v jejich téměř úplné nezávislosti na fázových vztazích výchozích signálů a na charakte-
ristikách přenosových cest těchto signálů. Například kepstra mechanického chvění převodovky, 
získaná na základě výsledků měření na dvou různých ložiscích jsou prakticky shodná. 
 
 

4.4.3. Diagnostika poruch a závad užitím obálky 
V předchozím bylo uvedeno, že závada valivého ložiska se již v počátečním stadiu projevuje 

vznikem sledu ostrých impulsů s poměrně malou kinetickou energií (viz. obr.45). Závadu tohoto 
druhu lze včas zjistit monitorováním mechanického chvění, zejména pak sledováním změn ampli-
tud složek, odpovídajících mechanickým rezonancím odpovídající pohonové soustavy. Analýzu, 
nutnou pro odhalení poškozeného ložiska a pro vyloučení jiných možných zdrojů impulsů (např. 
soustavy tlakového mazání), však nelze provádět pomocí jednoduchého analyzátoru, založeného na 
rychlé Fourierově transformaci. 

Mechanické rezonance, v blízkosti kterých se projevují závady uvedeného druhu, se velmi 
často  nacházejí v oblasti kmitočtů řádu několika kHz. Kmitočty, odpovídající rychlostem otáčení, 
mohou mít naopak velmi malé hodnoty, např. hodnoty kolem 1-2 Hz. Je pochopitelné, že v takovém 
případě většina běžných analyzátorů, založených na rychlé Fourierově transformaci, nemá dosta-
tečnou rozlišovací schopnost v potřebném širokém (základním) kmitočtovém rozsahu. Možnost 
řešení nabízí analýza vybraných a několikanásobně rozšířených úseků uvedeného kmitočtového 
rozsahu. Zvětšená rozlišovací schopnost při rozšíření kmitočtové stupnice by teoreticky měla 
umožnit vyhledávání harmonických výchozího sledu impulsů, zesílených při mechanické rezonanci. 
Tento postup je přijatelný za podmínky absolutní stálosti (stacionarity) analyzovaných signálů, což 
bývá v praxi zřídka splěno. Změny provozních podmínek, pracovní rychlosti apod. jsou zpravidla 
příčinou „rozmazávání“ úzkopásmových spekter, příslušejících rozšířeným úsekům kmitočtového 
rozsahu. Diskrétní složky, odpovídající výchozímu sledu impulsů, potom téměř nelze najít ve shlu-
cích ostatních kmitočtových složek. 

Uvedené obtíže lze snadno překonat užitím obálky. Metoda detekce obálky analogovými 
prostředky bude předmětem dalšího výkladu. Signál v časové oblasti se filtruje pásmovou propustí, 
překrývající kmitočtové pásmo, ve kterém bylo zjištěno zvětšení amplitud složek monitorovaného 
spektra (viz. obr.58). Signál na výstupu pásmové propusti obsahuje jen složky s vysokými kmitočty, 
ke kterým zaručeně patří i chvění, vybuzené impulsy v důsledku závady (např. závady ložiska). 
Ostatní „maskující“ složky jsou účinně potlačeny. 

Výstupní signál pásmové propusti se dále zpracovává pomocí usměrňovače s dolní propustí o 
mezním kmitočtu, který odpovídá přibližně polovině šířky propustného pásma pásmové propusti. 
Takto zpracovaný signál se v časové oblasti do jisté míry podobá výchozímu signálu se sledem 
impulsů. Nejdůležitější je však skutečnost, že ve zpracovaném signálu je bezpečně obnoven opako-
vací kmitočet výchozích impulsů. Tento kmitočet je pak možné přesně stanovit pomocí analyzátoru 
založaného na rychlé Fourierově transformaci. 

Strana č. 100 



Úvod do výpočtového modelování pohonových soustav 
 

Strana č. 101 

 
Obr.58. Ilustrace základního principu detekce a analýzy obálky. 

 
 

Hodnoty opakovacího kmitočtů impulsů, odpovídajících závadě vnějšího kroužku, vnitřního 
kroužku a kuličky nebo válečku valivého ložiska, lze určit výpočtem (viz. obr.59). Porovnáním 
kmitočtů, zjištěných analyzátorem a výpočtem, lze bezpečně odhalit poškozenou část valivého 
ložiska. Poznamenejme pouze to, že v důsledku skluzu jsou skutečné kmitočty vždy o něco nižší 
než kmitočty, stanovené výpočtem pomocí analytických výrazů. 

V případě závady otáčejícího se kroužku ložiska je někdy možno bezprostředně zjistit ampli-
tudovou modulaci, způsobenou změnami zatížení v místě poškození. Ve spektru mechanického 
chvění se amplitudová modulace projevuje bočními pásmy, rozloženými kolem složek s kmitočty, 
odpovídajícími opakovacímu kmitočtu impulsů a harmonickým, přičemž kmitočtový odstup odpo-
vídá rychlosti otáčení. 
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Obr.59. Vzorce pro výpočet opakovacího kmitočtu mechanických impulsů valivého ložiska. 

 
 
 

4.4.4. Diagnostika poruch a závad užitím průměrování v čase 
Jiná účinná metoda potlačení nežádoucích složek zkoumaných signálů spočívá v průměrování 

v časové oblasti. Moderní analyzátory, založené na rychlé Fourierově transformaci, umožňují 
transformaci jednotlivých realizací v časové oblasti, umocnění získaných výkonových spekter pro 
určení amplitudových spekter a průměrování určitého počtu amplitudových spekter (viz. obr.60 
nahoře). Signál, obsahující určité výrazné složky (např. složky s kmitočty 20 a 33 Hz), má ve 
výsledném spektru také zastoupeny uvedené složky. Tento závěr plně odpovídá základnímu účelu 
rychlé Fourierovy transformace. 

Při průměrování v časové oblasti (viz. obr.60 dole), prováděné metodou synchronní registrace 
realizací (např. synchronně se složkou 20 Hz) a aritmetického průměrování ještě před Fourierovou 
transformací do kmitočtové oblasti, zůstávají synchronní složky a harmonické (zde složka 20 Hz a 
harmonické) ve fázi, zatím co ostatní složky (zde složka 33 Hz) jsou v důsledku různých fázových 
úhlů postupně potlačeny. 
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Obr.60. Ilustrace principů a metod průměrování ve kmitočtové a časové oblasti. 

 
Na obr.61a je znázorněna složka, která byla získána synchronním průměrováním (zde složku 

20 Hz), zatím co obr.61b ukazuje, že asynchronní průměrování v časové oblasti eliminuje všechny 
složky. Jestliže porovnávání spekter mechanického chvění (např. převodovky) indikuje obecné 
zvětšování amplitud, avšak ani podrobná úzkopásmová analýzy nenabízí jednoznačné řešení, potom 
průměrování v časové oblasti může být účinnou metodou k nalezení potřebné informace. 
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Obr.61. Synchronní a asynchronní průměrování v časové oblasti. 

 
Průměrování v časové oblasti je možné považovat za „zvětšovací sklo“ pro mechanické 

chvění, umožňující „zaostření“ na určitou součást (hřídel, ozubené kolo, valivé ložisko apod.) pro 
podrobné vyšetření. V případě, že konstrukce pohonové soustavy nám neumožňuje synchronizaci 
s pohybem vyšetřované součásti (např. vloženého hřídele převodovky), spouštěcí signál, synchro-
nizovaný s jinou součástí (např. vstupním hřídelem převodovky), je nutno vynásobit příslušným 
koeficientem (v našem případě převodovým poměrem). Takto získaný spouštěcí signál, synchroni-
zovaný s pohybem vyšetřované součásti (zde vložený hřídel převodovky), pak slouží k příslušnému 
nastavení analyzátoru, tj. k „zaostření“ na vyšetřovanou součást. 

Výše popsaná metoda průměrování v časové oblasti prokázala svou účinnost při zjišťování 
závad a diagnostice převodovek, oddělování signálů elektrického a mechanického původu, potla-
čování šumu a analýze tvarů vln signálů, např. signálů, odpovídajících chvění pohonových soustav  
s vratnými pohyby. 
 
 

4.5. Zjišťování tendencí růstu závad pohonových soustav 
Metody zjišťování tendencí se často užívají při monitorování pohonových soustav, i když 

někdy jen za účelem systematického sledování změn určitého parametru, například tlaku oleje či 
teploty chladící vody. Užití těchto metod při monitorování mechanického chvění je poněkud složi-
tější. Výsledkem každodenního rutinního monitorování provozního stavu pohonové soustavy bez 
závad jsou prakticky neměnná spektra mechanického chvění. Vznik závady se již v počátečním 
stadiu projevuje náhlým zvětšením amplitudy jedné nebo několika složek uvedených spekter. Zvět-
šování závady je pak provázeno postupným zvětšováním amplitud mechanického chvění. Takový 
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průběh lze očekávat v případě závad valivých ložisek a při normálním opotřebení sledované poho-
nové soustavy. Vyloučit však nelze ani jiný průběh. Například, vznik víření olejev radiálních ložis-
cích se sice také projeví zvětšením amplitud některých složek spekter mechanického chvění, avšak 
takové zvětšování zpravidla není postupné. V tomto případě tedy nelze sledovat postupné zhoršo-
vání provozního stavu pohonové soustavy ani odhadnout zbývající dobu jejího bezpečného a 
spolehlivého provozu. 

Jestliže se diagnostickými metodami podaří odhalit druh i příčinu závady a jestliže lze před-
pokládat její postupný růst (s průvodním postupným zvětšováním amplitud mechanického chvění), 
potom a jen potom je možné přistoupit k analýze tendencí a odhadu průběhu dalšího provozu sledo-
vané pohonové soustavy.  
 

 
Obr.62. Příklad výsledků analýzy tendencí po zjištění a odhalení závady. 
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Pro analýzu tendencí je třeba zvolit kmitočtové pásmo, ve kterém změny amplitud složek 
spekter spolehlivě indikují tendenci růstu závady a umožňují odhad zbývající doby bezpečného a 
spolehlivého provozu zařízení. Poznamenejme, že takových kmitočtových pásem může být více. 

Analýzu tendencí je možné provádět pomocí počítače, používaného při monitorování a porov-
návání spekter mechanického chvění. Jsou-li spektra, jejichž složky překročily určité meze, uloženy 
v paměti počítače spolu s příslušnými referenčními spektry, pak programu analýzy tendencí v přís-
lušném programovém vybavení chybí jen informace o přípustném, z hlediska bezpečnosti a spoleh-
livosti provozu sledované pohonové soustavy, převýšení určených mezních hodnot. Na obr.62 je  
znázorněn příklad výsledků analýzy tendencí. Tento příklad názorně ilustruje analýzu tendencí jejíž 
výsledky jsou pochybné, protože růst závady není postupný ani spojitý, tzn. že odhad zbývající 
doby bezpečného provozu (7 měsíců) nelze považovat za spolehlivý. 

Při zjišťování tendencí je přirozeně účelné použít všechny dostupné informace, založené na 
zkušenostech z minulosti. Nejsou-li takové informace k dispozici, potom i dříve velmi rozšířené 
normy a předpisy, určující maximálně přípustné celkové hodnoty mechanického chvění, mohou být 
cenným podkladem. Takové normy a předpisy typicky stanoví, že zvětšení celkové amplitudy 
chvění na 2,5-násobek (zvýšení celkové hladiny o 8 dB) připouští další analýzu a rozbor, zatím co 
zvětšení na desetinásobek (zvýšení hladiny o 20 dB) vyžaduje okamžitý zásah. Uvedené hodnoty 
jsou konzervativní a jejich použití je účelné jen do doby získání reálnějších vlastních zkušeností. 
 
 
 
 
Poznámka :       Tato kapitola byla zpracována na základě materiálů fy Bruel &Kjaer                                            
                          (zvláštní vydání Technical Review  č.  TR 1 – 1987) 
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5. Analýza dynamických vlastností pohonových soustav 
Pohonové soustavy představují v současné době složité technické soustavy se složitou struktu-

rou zpětných vazeb, které obsahují nejen mechanické, ale i elektrické, hydraulické či pneumatické 
části. Bezporuchový provoz takovýchto soustav představuje problém, o jehož úspěšném řešení se 
velmi často rozhoduje zejména v etapě konstrukčního návrhu dané soustavy. Tato skutečnost, spolu 
s požadavkem na co nejvyšší výkonnost a spolehlivost při současné minimalizaci rozměrů a přívodu 
a spotřeby energií, vyvolává potřebu vytvoření soustavné metodiky kvalitativní a kvantitativní 
analýzy dynamických vlastností pohonů, vhodných zejména v etapě projektování daného zařízení. 

Cílem této podkapitoly tedy je vytvoření co nejobecnějšího výpočtového modelu projekčního 
návrhu pohonové soustavy a následná kvalitativní i kvantitativní analýza dynamických vlastností 
návrhového modelu pohonové soustavy. Z tématického hlediska bude tato podkapitola rozdělena na 
čtyři články, kde v prvním článku bude odvozen poměrně obecný výpočtový model projekčního 
návrhu pohonové soustavy, přičemž bude ukázáno, že návrhový model pohonu lze použít i v obec-
nějších případech za předpokladu splnění určitého kritéria, jehož odvození bude také uvedeno. 
Druhý článek bude věnován problematice stability rovnovážného stavu pohonu v závislosti na 
vybrané množině parametrů pohonu, přičemž velká pozornost bude věnována kvalitativnímu 
rozboru chování pohonové soustavy na hranicích oblastí stability jejího linearizovaného modelu, 
kde může docházet ke kvalitativním změnám v chování pohonu, projevujícím se vznikem reálných 
nebo komplexních (Hopfových) bifurkací rovnovážného stavu. Ve třetím článku bude vyšetřována 
odezva pohonu na harmonický budící signál s konstantní amplitudou a s amplitudou úměrnou 
kvadrátu úhlové frekvence, přičemž k řešení bude využita asymptotická metoda známá pod názvem 
„metoda středních hodnot“, která umožňuje získávat i vyšší přiblížení přesného řešení a zároveň 
poskytuje rovnice potřebné k posouzení stability ustálené odezvy pohonové soustavy na harmo-
nický budící signál. Čtvrtý článek pak bude věnován kvantitativnímu rozboru přechodových dějů 
probíhajících v pohonové soustavě, přičemž hlavním cílem bude odvození praktických analytických 
vztahů pro výpočet doby rozběhu a zastavení pohonové soustavy na základě kvadratických aproxi-
mací momentových charakteristik motoru a pracovního stroje, které umožňují posoudit vliv použi-
tého typu motoru a pracovního stroje na výslednou dobu trvání přechodových dějů. Je třeba předem 
upozornit na skutečnost, že zejména obsah třetího článku představuje skutečně základní úvod do 
problematiky analýzy dynamických vlastností pohonových soustav, jelikož se zabývá podrobně 
odezvou pohonové soustavy pouze na harmonický budící signál. 
 
 

5.1. Výpočtový model pohonu a jeho použitelnost 
Uvažujme pohonovou soustavu znázorněnou na obr.63, která představuje pohon „klasického 

uspořádání“ : motor – spojka – převodový mechanismus – pracovní stroj. Vezmeme-li dále v úvahu 
skutečnost, že v etapě projekce pohonové soustavy, kdy máme pouze informace o typu pracovního 
stroje (tj. o momentové charakteristice zatížení), nám jde především o návrh vhodného typu hnacího 
motoru, pak lze považovat spojovací a převodové prvky pohonu za tuhá tělesa.  
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PŘEVODOVKA              PRACOVNÍ STROJ  
 Obr.63. Schématické znázornění pohonové soustavy klasického uspořádání. 
 
 
Za tohoto předpokladu, který je ve skutečnosti v etapě návrhu pohonu způsobován neznalostí 
tuhostních a tlumících charakteristik jednotlivých spojovacích a převodových prvků, pak lze pro 
návrhový model pohonu použít modelovou soustavu s tuhými členy, jejíž schématické znázornění 
je uvedeno na obr.64. 

ϕ , MM MZ 

I red 

Obr.64. Schématické znázornění modelové soustavy pohonu s tuhými členy . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5.1.1. Výpočtový model pohonové soustavy 
Jak již bylo řečeno, jsme víceméně nuceni v etapě návrhu pohonové soustavy (z důvodu nezna-

losti tuhostních a tlumících charakteristik spojovacích a převodových prvků) použít k analýze dyna-
mických vlastností pohonu modelovou soustavu s tuhými členy (viz. obr.64). Pohybové rovnice, 
popisující vztah mezi změnou pohybu a silovými účinky pohyb ovlivňujícími, modelové soustavy 
pohonu s tuhými členy mají, vezmeme-li v úvahu dynamické vlastnosti motoru užitím dynamické 
momentové charakteristiky, následující tvar 
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kde jednotlivé veličiny, vystupující v těchto rovnicích, mají následující význam : 
 I red …… moment setrvačnosti redukovaný na hřídel motoru, 
 MM …… hnací moment motoru, 
 MMS …… statická charakteristika motoru, 
 MZ …… zatěžují moment od rotační pece redukovaný na hřídel motoru, 
 ϕ …… úhlová výchylka, 

 τM …… časová konstanta motoru. 

V převážné většině technických aplikací jsou závislosti )  (ϕredI , )  ,  ( ϕϕ &MSM  a )  ,  ( ϕϕ &ZM  perio-

dickými funkcemi úhlu natočení ϕ  s periodou π2 . Za tohoto předpokladu lze závislosti )  (ϕredI , 

)  ,  ( ϕϕ &MSM  a )  ,  ( ϕϕ &ZM  vyjádřit pomocí Fourierových řad 
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 (5.2) 

tzn. jako součet centrovaných a poruchových (oscilujících) složek, pro které platí 
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přičemž pro Fourierovy koeficienty jednotlivých řad platí 
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Dosadíme-li nyní výrazy (5.2) do vztahů (5.1) a převedeme-li centrované, resp. poruchové složky 
parametrů na levou, resp. stranu, dostaneme rovnice 
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. )  ,  ()  (

, )  ,  ()  ()  ()  (

ϕϕϕτ

ϕϕϕ
ϕ
ϕϕϕϕϕ

&&&

&&&&&&&

MSMSMMM

Z
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1I~MM̂Î
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 (5.5) 

Uvážíme-li však, že také hnací moment motoru  obsahuje dvě složky, potom ho lze s ohledem 
na řešení oscilující kolem rovnovážného stavu 

MM

0t 00000 =→=→= ϕωϕωϕ &&& , (5.6) 

zapsat také jako součet centrované a poruchové složky, tj. ve tvaru 

)  ()  () ( tM~MtM~M̂M MMM0MM
&& =→+= ω . (5.7) 

Dosazením vztahů (5.6) a (5.7) do pohybových rovnic (5.5), položením poruchových složek 
rovných nule a po elementárních úpravách obdržíme výraz 

00Z0MS M̂M̂ ωωω ⇒= ) () ( , (5.8) 

jehož analytickým nebo numerickým řešením obdržíme úhlovou frekvenci 0ω  rovnovážného stavu 
pohonové soustavy (viz. obr.65). Výraz (5.8) má fyzikální význam, protože představuje podmínku 
rovnováhy zatěžovacích a hnacích momentů v průběhu jednoho pracovního cyklu. Zároveň nám 
rovnice (5.8) představuje hledanou matematickou formulaci definice rovnovážného stavu pohonové 
soustavy. Podle této definice je tedy rovnovážný stav pohonové soustavy definován jakožto 
průsečík centrované složky statické charakteristiky motoru a centrované složky zatěžujícího 
momentu pracovního stroje (viz. obr.65). 
 
 M 

P2 

P1 

ω 0 ω 0 

MZ 

MM 

ω 

 
 
 
 

MM ( ω 0 )  
 
 
 
 

MM ( ω 0 )  
 
 
 

Obr.65. Grafické znázornění rovnice (4.8) určující rovnovážný stav pohonové soustavy.  
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Řešení pohybových rovnic (5.5) hledáme ve tvaru 

,  )  ()  () (

,  

tM~MtM~M̂M

t

MMM0MM

00

&&

&&&&&&
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ω
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 (5.9) 

přičemž využijeme metody postupných aproximací, tj. dosadíme do pravých stran soustavy (5.5) 
řešení (5.6), (5.7) a do levých stran řešení (5.9), tím obdržíme 
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 (5.10) 

Další postup spočívá v tom, že si centrované složky momentových charakteristik motoru a 
pracovního stroje, tj. funkce M )  ( ψω &+0Z

ˆ  a )  ( ψω &+0MSM̂ , za předpokladu, že jsou spojité a 

hladké, nahradíme v okolí rovnovážného stavu 0ω  polynomickými závislostmi ve tvaru 

∑
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k
0

Z
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M
k0MS0MS M̂M̂ ψωβωψω &&& ) () ()  ( , (5.11b) 

kde koeficienty polynomů  a  určíme některým z následujících postupů : ) )  ( 0
M

k ωβ  ( 0
Z

k ωβ

Rozvinutím funkcí )  ( ψω &+0ZM̂  a )  ( ψω &+0MSM̂  do Taylorových řad v okolí rovnovážného 

stavu 0ω . V tomto případě jsou koeficienty  a  definovány výrazy )  ( 0
Z

k ωβ )  ( 0
M

k ωβ

• 
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, (5.12) 

které vlastně představují strmosti  k-tého řádu momentových charakteristik pracovního stroje 
a hnacího motoru. 

• Koeficienty , resp.  stanovíme z podmínek totožných hodnot momento-
vých charakteristik pracovního stroje, resp. hnacího motoru a jejich polynomických závislostí 
ve vybraných funkčních bodech. 

)  ( 0
Z

k ωβ )  ( 0
M

k ωβ

Nyní si uvedeme obecné výrazy pro koeficienty polynomů  , resp.  za 
předpokladu, že známe směrnici tečny momentové charakteristiky pracovního stroje, resp. 
hnacího motoru v rovnovážném stavu 

)  ( 0
Z

k ωβ )  ( 0
M

k ωβ

0ω  a hodnoty momentových charakteristik pracovního 

stroje, resp. hnacího motoru ve dvou funkčních bodech 1ω  a 2ω , což bývá nejčastějším přípa-
dem ve strojírenské praxi. 

Nechť má momentová charakteristika strojního zařízení (pracovního stroje nebo hnacího 
motoru) závislost na úhlové frekvenci ω  znázorněnou na obr.66. Ze vztahů (5.11) tedy plyne, 
že momentovou charakteristiku daného strojního zařízení lze psát v následujícím tvaru 
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 )  ( ) () () ( )  ( ψωψωβωψω &&&& FM̂M̂M̂ 0Z

n

1k

k
0k00 +=+=+ ∑

=

, (5.13) 

kde funkce )  ( ψ&F  je náhradní polynomická závislost (bez absolutního členu). Jelikož máme 
v našem případě k dispozici tři hodnoty o průběhu momentové charakteristiky daného stroj-
ního zařízení v okolí rovnovážného stavu 0ω  (tj. v okolí 0=ψ& ), musí funkce )  ( ψ&F  obsaho-

vat tři neurčené koeficienty 1β , 2β , 3β . 

 
 )  ( ωM̂  
 
  
 
  
 
 ) ( 2M̂ ω  

 
 
 
 
 
 
 
To tedy znamená, že funkce )  ( ψ&F  je polynomem třetího stupně, který lze zapsat ve tvaru 

 3
3

2
21

3

1k

k
0kF ψβψβψβψωβψ &&&&& ++==∑

=

) ()  ( , (5.14) 

přičemž neznámé koeficienty 1β , 2β , 3β  stanovíme z podmínek stejných funkčních hodnot 

původní a náhradní funkce ve dvou funkčních bodech 1ω , 2ω  a z podmínky totožné směrnice 
tečny původní a náhradní funkce v rovnovážném stavu 0ω . Matematicky lze výše uvedené 
podmínky vyjádřit v následujícím tvaru 

 0ωω =  : ) ( )  ( 0M̂0F ω′=′ , (5.15a) 

 1ωω =  : ) ( )  ( ) ( 0101 M̂M̂F ωψωψ −+= && , (5.15b) 

 2ωω =  : ) ( )  ( ) ( 0202 M̂M̂F ωψωψ −+= && , (5.15c) 

kde výraz , resp. )  ( 0F ′ ) ( 0M̂ ω′  nám označuje derivaci funkce )  ( ψ&F  podle proměnné ψ&  

v bodě 0=ψ& , resp. derivaci funkce  podle proměnné )  ( ωM̂ ω  v bodě 0ωω = . 

 

  ψωω &+≡ 01ω
2ω0ω

 

ψ&

) ( 1M̂ ω

) ( 0M̂ ω

)  ( ψ&M̂

ψ&

) ( 1M̂ ψ&  

1ψ&
2ψ&

0 

) ( 2M̂ ψ&  

)  ( ψ&M̂

0 

b) a) 

Obr.66. Momentová charakteristika a), průběh momentové charakteristiky v okolí rovnovážného stavu b).  
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Podmínky (5.15a) až (5.15c) představují soustavu tří lineárních algebraických rovnic, jejichž 
řešením pro koeficienty 1β , 2β , 3β  obdržíme výrazy 
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ve který bylo pro zjednodušení zápisu zavedeno následující označení 

 ) ( ) ( 011 M̂M̂M ωω −=∆ ,     ) ( ) ( 022 M̂M̂M ωω −=∆ , 

                    0110 ωωω −= ,     0220 ωωω −= ,     1221 ωωω −= . 
(5.19) 

Nutno poznamenat, že efektivita naznačeného postupu s rostoucím stupněm polynomu velmi 
výrazně klesá, takže se pro polynomy šestého a vyššího stupně prakticky neužívá.  

• V ostatních případech, tj. v případech kdy závislost momentové charakteristiky strojního zaří-
zení (pracovního stroje, nebo hnacího motoru) na úhlové frekvenci máme určenu tabulkou na 
základě experimentálních, resp. provozních měření, lze k určení náhradní funkce s výhodou 
využít postupu založeného na metodě nejmenších čtverců. Metoda nejmenších čtverců dává 
aproximační (náhradní) funkci, při níž součet čtverců odchylek funkčních hodnot náhradní 
funkce od experimentálně naměřených hodnot je nejmenší, přičemž náhradní funkcí může být 
v podstatě libovolná funkční závislost. V praktických aplikacích se však v převážné většině 
případů za náhradní funkci volí polynomická závislost.  

 
)  ( ωM̂   

 

bM∆

0ψ& ψ&a−ψ&
bψ&

M∆

0 0M∆

aM −∆  
 

aM −  
 
 
 

0M  
 
 

bM  
 
 
    ωa−ω bω0ω0 

a) b) 
 Obr.67. Momentová charakteristika a), průběh momentové charakteristiky po transformaci (4.21) b).  
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Nyní si odvodíme obecně platné vztahy pro výpočet koeficientů náhradní funkce, která 
má tvar polynomu  m-tého stupně, tj. je vyjádřena funkční závislostí 

 m
m

2
21

m

1k

k
0kF ψβψβψβψωβψ &K&&&& +++==∑

=

) ()  ( , (5.20) 

kde m21 ,,, βββ K  jsou neurčené koeficienty, které stanovíme metodou nejmenších čtverců.  

Mějme tedy momentovou charakteristiku strojního zařízení (pracovního stroje nebo hnacího 
motoru) jejíž průběh v okolí rovnovážného stavu máme popsán tabulkou získanou na základě 
experimentálních, resp. provozních měření (viz. obr.67a), která může vypadat např. takto 
 

 ω  a−ω  1a+−ω  …… 0ω  …… 1b−ω  bω  

 )  ( ωM̂  aM −  1aM +−  …… 0M  …… 1bM −  bM  

  
Zavedeme-li si následující substituci (viz. obr.67b) 

 ) ( ) ( 0jj M̂M̂M ωω −=∆ ,     0jj ωωψ −=& , (5.21) 

pak tabulka naměřených hodnot o průběhu momentové charakteristiky v okolí rovnovážného 
stavu bude vypadat takto 
 

 ψ&  a−ψ&  1a+−ψ&  …… 0ψ&  …… 1b−ψ&  bψ&  

 M∆  aM −∆  1aM +−∆ …… 0M∆  …… 1bM −∆  bM∆  

 
Definujme součet čtverců odchylek funkčních hodnot od experimentálních dat výrazem 
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 (5.22) 

Koeficienty m21 ,,, βββ K  pak určíme z podmínky nejmenšího součtu čtverců odchylek. Aby 
byl součet čtverců odchylek co nejmenší, tj. aby funkce  S  nabývala minimální hodnoty, musí 
být jednotlivé parciální derivace funkce  S  podle koeficientů m21 ,,, βββ K  rovny nule, tj. 

 0SSSS

m321

=
∂
∂

==
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

ββββ
K . (5.23) 

Provedeme-li příslušné parciální derivace funkce  S podle koeficientů m21 ,,, βββ K , pak po 
dosazení do (5.23) obdržíme následující soustavu lineárních algebraických rovnic 
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 (5.24) 

jehož řešením obdržíme vztahy pro neznámé koeficienty m21 ,,, βββ K . 

Výpočet koeficientů m21 ,,, βββ K  se zjednoduší, platí-li ba =  a je-li splněna podmínka 

 0
a

aj

1k2
j =∑

−=

+ψ& ,     m,,2,1k K= , (5.25) 

která vyjadřuje skutečnost, že vzdálenost mezi dvěma po sobě jdoucími hodnotami měření jω  

a 1j +ω  je konstantní, tzn. že platí .konstj1j =−+ ωω  pro 1a,,1a,aj −+−−= K . 

 
Vraťme se však zpět k problematice sestavení pohybových rovnic modelové soustavy pohonu. 

Dosazením vztahů (5.3) a (5.11) do (5.10), zavedením substituce ψω &=~  a s uvážením že v rovno-

vážném stavu 0ω   platí ) () () ( 0M0MS0Z M̂M̂M̂ ωωω == , obdržíme následující systém rovnic 
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který je výpočtovým modelem pohonu s tuhými členy, a kde poruchová funkce momentu setrvač-
nosti , resp. zatěžovacího momentu , resp. hnacího momentu  je dána výrazem )  ( tPI )  ( tPZ )  ( tPM

∑
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resp. výrazem 
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resp. výrazem 

∑
=

−=
m

1j
00

M
j00

M
jM tjsinBtjcosAtP ωωωω ) () ()  ( . (5.29) 
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5.1.2. Kritérium použitelnosti modelové soustavy pohonu 
Modelovou soustavu pohonu s tuhými členy, vhodnou pro etapu projekce pohonové soustavy, 

lze však použít i jiných praktických případech. Pro stanovení podmínek praktické použitelnosti 
modelové soustavy pohonu s tuhými členy, jakožto výpočtového modelu reálných pohonových 
soustav, vyjdeme z kvalitativního rozboru chování dynamického systému o jednom stupni volnosti 
pod účinkem harmonicky proměnného signálu, který je popsán obyčejnou lineární diferenciální 
rovnicí 2.řádu ve tvaru 

tcosQqq2q 2
0 ωδ =Ω++ &&& , (5.30) 

kde veličiny vystupující v této rovnici mají následující význam: 
 q …… výstupní signál, 
 δ …… součinitel doznívání, 

 Ω0 …… vlastní úhlová frekvence netlumeného kmitání, 
 Q …… amplituda vstupního harmonicky proměnného signálu, 
 ω …… úhlová frekvence vstupního harmonicky proměnného signálu. 

Z teorie lineárních diferenciálních rovnic je známo, že obecné řešení rovnice (5.30) se skládá 
z řešení homogenní rovnice (s nulovou pravou stranou) a z řešení partikulárního: 

PH qqq += . (5.31) 

Omezíme-li se na v praxi nejčastěji vyskytující se případ podkritického tlumení, kdy platí 0Ω<δ , 
lze obecné řešení (5.31) diferenciální rovnice (5.30) psát ve tvaru 

)  ( ) ( ϕωϕδ −++Ω= − tsinAtsineCq 0
t , (5.32) 

kde 0,C ϕ  jsou integrační konstanty, které se určí z počátečních podmínek, a kde  je 
vlastní úhlová frekvence tlumeného kmitání. Amplitudu  a fázový úhel 

22
0

2 δ−Ω=Ω

A ϕ  ustáleného vynuceného 
kmitání určíme ze vztahů: 

2
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22
ST b21

1
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)  () ( ηη +−
= , (5.33a) 

                                             2
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1
b2arctg
η
ηϕ

−
= , (5.33b) 

kde součinitel kritického útlumu b  a činitel naladění r η  jsou definovány následujícími výrazy 

0
rb

Ω
=

δ ,     
0Ω

=
ωη . (5.34) 

Ze vztahu (5.32) vyplývá, že pro 0>δ  se první výraz na pravé straně s rostoucím časem zmenšuje 
k nule, tzn. že po určité dostatečně dlouhé době je obecné řešení (5.32) diferenciální rovnice (5.30) 
prakticky určenou pouze partikulárním integrálem. Znázorníme-li si nyní graficky rovnici (5.33a), 
obdržíme křivku znázorněnou na obr.68 (tučná přerušovaná čára je pro systém s tlumením, tučná 
plná čára potom pro systém bez tlumení) která se nazývá amplitudová frekvenční charakteristika. 
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Obr.68. Průběh amplitudových frekvenčních křivek definovaných rovnicí (5.33a).  
 
 
Z průběhu amplitudových křivek je zřejmé, že v blízkém okolí nulové hodnoty činitele naladění η  
se chování dynamického systému s pružnými a tlumícími vazbami prakticky neliší od chování 
systému bez pružných a tlumících vazeb.  

Zabývejme se proto nyní otázkou sestavení určitého kvantitativního kriteriálního vztahu, který 
by nám sloužil k posouzení praktické použitelnosti dynamického systému bez pružných a tlumících 
vazeb jako modelu reálného dynamického systému. Za tím účelem si upravme výraz (5.33a) pro 
amplitudovou frekvenční charakteristiku do tvaru 

2
r

22
ST

ST

ST b21
11

A
AA

A
A

)  () ( ηη
ε

+−
=+≡

∆+
≡ , (5.35) 

kde veličina ε  vyjadřuje procentuální odchylku amplitudy  ustálených vynucených kmitů vzhle-
dem ke statické výchylce . Uvážíme-li navíc, že přítomnost tlumení v systému má za následek 
snížení amplitudy 

A

STA
A  ustálených vynucených kmitů, pak nejméně příznivé okolnosti, vzhledem 

k velikosti procentuální odchylky ε  při dané frekvenci buzení ω  pro systém bez tlumení a s tlume-
ním, nastávají u systému bez tlumení (tj. pro b 0r = ), jak je také patrné z obr.68. Z toho tedy plyne, 
že místo rovnice (5.35) budeme analyzovat rovnici 
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Úpravou rovnice (5.36) obdržíme bikvadratickou rovnici pro činitel naladění η  ve tvaru 
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ε
ηη ,  

jejímž řešením obdržíme pro činitel naladění η  následující výraz (zajímá nás pouze řešení, které se 
nachází v blízkém okolí nuly)  

ε
εη
+

=
1

 (5.37) 

který  závisí pouze na velikosti procentuální odchylky ε . Dosadíme-li nyní do této rovnice za čini-
tel naladění η  výraz (5.34), pak po elementární úpravě obdržíme vztah mezi frekvencí buzení ω , 
velikostí procentuální odchylky ε  a vlastní úhlovou frekvencí netlumeného kmitání Ω  ve tvaru 0

ε
εω

ε
εω

+
Ω=⇒

+
=

Ω 11 0
0

, (5.38) 

odtud pak obdržíme podmínku praktické použitelnosti modelu dynamického systému bez pružných 
a tlumících vazeb, pro danou velikost procentuální odchylky ε , v následujícím tvaru 

ε
εω

ε
εω

+
Ω≤⇒

+
≤

Ω 11 0
0

. (5.39) 

Vezmeme-li, ve strojírenské praxi běžný požadavek, maximálně 5-ti procentní chybu (tj. 05,0=ε ), 
pak po dosazení do (5.39) dostaneme pro velikost budící frekvence podmínku 

5
22,0

21
0

0
0 Ω

≈Ω=
Ω

≤ &ω , (5.40) 

která nám vlastně představuje hledané kritérium praktické použitelnosti modelu dynamického 
systému bez pružných a tlumících vazeb.  

Zcela analogicky lze ukázat, že pro dynamický systém o n-stupních volnosti s vlastními úhlo-
vými frekvencemi netlumeného kmitání n21 Ω<<Ω<Ω K

m21

, na který působí m harmonicky pro-

měnných signálů s budícími frekvencemi ωωω <<< K , platí kritérium (5.11) ve tvaru 

5
22,0 1

1m
Ω

≈Ω≤ω  . (5.41) 

Na základě výše uvedeného rozboru lze vyslovit následující tvrzení o praktické použitelnosti 
modelové soustavy pohonu s tuhými členy :  Modelovou soustavu pohonu s tuhými členy lze prak-
ticky použít nejen pro modelování reálné pohonové soustavy v etapě jejího návrhu, ale ve všech 
případech, kdy nejvyšší frekvence budících účinků, které jsme se rozhodli ještě respektovat, je 
více jak pětkrát menší než nejnižší (základní) vlastní úhlová frekvence netlumeného kmitání 
pohonové soustavy. 
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5.2. Stabilita a bifurkace rovnovážných stavů 
Jelikož obecně platí, že podmínky stability rovnovážného stavu vlivem poruch počátečních 

podmínek bývají totožné s podmínkami stability rovnovážného stavu vlivem poruchových funkcí, 
omezíme se v dalším na zkoumání podmínek stability rovnovážného stavu vlivem poruch počá-
tečních podmínek, tj. budeme vyšetřovat stabilitu rovnovážného stavu soustavy 
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 (5.42) 

při odchylkách počátečních podmínek od nuly, tj. 

.0M~0M~
0~0~

0M

0

≠=

≠=

)  (

     , )  ( ωω
 (5.43) 

K vyšetřování stability rovnovážného stavu lze v zásadě použít dvou rozdílných přístupů. První 
přístup, nazývaný také přímá Ljapunovova metoda, spočívá v nalezení tzv. Ljapunovovy funkce 
systému, která je pozitivně definitní a zároveň její časová derivace je negativně definitní. Podaří-li 
se nám takovou funkci pro soustavu (5.42) sestrojit, potom rovnovážný stav dané soustavy je 
asymptoticky stabilní, přičemž je třeba zdůraznit skutečnost, že nepodaří-li se nám Ljapunovovu 
funkci systému sestrojit, pak to nutně neznamená, že rovnovážný stav soustavy (5.42) je nestabilní, 
ale můžeme pouze konstatovat, že pokus o sestrojení Ljapunovovy funkce systému se nezdařil. 
Hlavní výhoda přímé Ljapunovovy metody určování stability rovnovážného stavu leží v její obec-
nosti, protože omezení na funkce vystupující v pohybových rovnicích jsou velmi slabá (existence a 
jednoznačnost řešení pohybových rovnic). Nevýhodou této metody pak je, že neexistuje obecný 
návod pro sestrojení Ljapunovovy funkce. Z hlediska praktické použitelnosti je však nejdůležitější 
skutečnost, že podmínky stability podle přímé Ljapunovovy metody, jsou pouze postačujícími pod-
mínkami stability, nikoli nutnými a postačujícími. To má při praktické aplikaci za následek to, že i 
když se nám podaří sestrojit Ljapunovovu funkci systému a na základě této funkce stanovit mezní 
parametry zaručující stabilitu rovnovážného stavu, pak to neznamená, že pro parametry překračující 
tyto meze bude rovnovážný stav nestabilní. Z tohoto důvodu bude k posouzení stability rovnováž-
ného stavu soustavy (5.42) použito druhého přístupu, nazývaného první Ljapunovova metoda, resp. 
metoda charakteristických exponentů. Tento přístup, velmi často používaný v technické praxi, je 
použitelný prakticky pro všechny soustavy s analytickými nelinearitami vyhovující podmínce 

0
x

xg
0x

=
→

)  , ( 
  

t
lim

||||
, (5.44) 

kde  je reálná vektorová funkce, tj. vektor nelineárních funkcí soustavy. Princip první 
Ljapunovovy metody, spočívá v linearizaci nelineárních diferenciálních pohybových rovnic v okolí 
rovnovážného stavu. Pro linearizovaný systém pohybových rovnic pak sestavíme charakteristickou 
rovnici a podle povahy kořenů charakteristické rovnice pak usuzujeme na stabilitu rovnovážného 
stavu soustavy, přičemž platí následující tvrzení: Rovnovážný stav soustavy (5.42) je asymptoticky 

)  , ( xg t
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Ljapunovsky stabilní, resp. Ljapunovsky nestabilní tehdy a jen tehdy mají-li všechny kořeny 
charakteristické rovnice záporné, resp. kladné reálné části. V případě kořenů s nulovou reálnou částí 
nelze o stabilitě rovnovážného stavu na základě první Ljapunovovy metody rozhodnout. V tomto 
případě lze o stabilitě rovnovážného stavu rozhodnout na základě bifurkační teorie. Hlavní výhodou 
první Ljapunovovy metody záleží v tom, že její použití pro posouzení stability rovnovážného stavu 
je poměrně velmi jednoduché, protože pro posouzení povahy kořenů charakteristické rovnice byla 
vypracována celá řada efektivních algebraických kritérií (Hurwitzovo kritérium nebo Routhovo-
Shurovo kritérium stability) nebo frekvenčních kritérií (Nyquistovo kritérium nebo Michajlovovo 
kritérium stability) bez nutnosti řešení dané charakteristické rovnice. Nevýhodou výše uvedeného 
postupu pak je, že ho lze použít pouze pro spojité a hladké nelineární funkce vyhovující podmínce 
(5.44), přičemž získané výsledky mají lokální charakter, tzn. že platí v dostatečně blízkém okolí 
rovnovážného stavu.  

Podle první Ljapunovovy metody, nazývané také metoda charakteristických exponentů, je tedy 
rovnovážný stav soustavy (5.42) asymptoticky Ljapunovsky stabilní tehdy, jestliže vlastní čísla cha-
rakteristické rovnice linearizovaného systému pohybových rovnic mají záporné reálné části. Zabý-
vejme se proto nyní problematikou sestavení podmínek stability rovnovážného stavu podle první 
Ljapunovovy metody pro modelovou soustavu pohonu s tuhými členy, jejíž pohyb je popsán sou-
stavou diferenciálních rovnic (5.42). Za tím účelem si zavedeme nové proměnné 

ω~y1 = ,     M2 M~y = , (5.45) 

pomocí kterých si převedeme soustavu pohybových rovnic (5.42), ve kterých se omezíme na členy 
prvního až třetího řádu (tj. položíme )3n = *), do následujícího tvaru 

)  ( yfyBy +⋅=& , (5.46) 

kde jednotlivé matice jsou dány vztahy 



















+

−−
=



















−

−
=








=

3
1

M

M
32

1
M

M
2

3
1

red

Z
32

1
red

Z
2

MM

M
1

redred

Z
1

2

1

yy

y
Î
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Nejdříve vyšetříme linearizaci soustavy (5.46) v okolí počátku (rovnovážného stavu). Matice linea-
rizace B  má vlastní čísla 
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 (5.47) 

se zápornou reálnou částí tehdy a jen tehdy, jsou-li splněny následující podmínky 

                                                 
*)  Na tomto místě je využito prakticky ověřené skutečnosti, že momentové charakteristiky pracovního stroje a hnacího 
motoru, lze v okolí rovnovážného stavu ω0 v poměrně širokém intervalu hodnot úhlové rychlosti aproximovat velmi 
přesně polynomem třetího stupně. 
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Obr.69. Oblast asymptotické Ljapunovské stability rovnovážného stavu podle první metody Ljapunova.  
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které lze poměrně jednoduše znázornit graficky, jak je patrné z obr.69.  
Z matematického vyjádření podmínek stability rovnovážného stavu (5.48) je zřejmá vzájemná 

provázanost mezi základními vlastnostmi jednotlivých strukturních jednotek pohonové soustavy a 
vlastností pohonové soustavy jako celku, přičemž : 

• podmínka stability (5.48a) omezuje hodnotu strmosti momentové charakteristiky pracovního 
stroje  v závislosti na centrované složky redukovaného momentu setrvačnosti ) ( 0

Z
1 ωβ redÎ , 

která vyjadřuje odpor pohonové soustavy jako celku proti změně jejího pohybového stavu, a 
na časové konstantě motoru Mτ , která reprezentuje dynamické vlastnosti motoru, 

• podmínka stability (5.48b) omezuje hodnotu strmosti statické momentové charakteristiky hna-
cího motoru  v závislosti na hodnotě strmosti momentové charakteristiky pracov-

ního stroje .   
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 Obr.70. Oblasti aperiodického a periodického přechodového děje 

 
 

Grafického znázornění v systému souřadnic  a , kterého jsme použili ke znázornění 
podmínek stability rovnovážného stavu (5.48), lze také využít k vyznačení oblastí různých typů 
vlastních čísel matice linearizace B  (viz. obr.70), na jejichž základě lze usuzovat na kvalitativní 
charakter přechodového děje. Tyto oblasti jsou vzájemně od sebe odděleny křivkou C (na obr.70 
vyznačenou tučnou čarou) o rovnici 
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1 Î4
ÎC
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která je v souřadnicích ,  rovnicí paraboly. Je známou skutečností, že reálným vlastním 
číslům odpovídá aperiodický přechodový děj, kdežto komplexně sdruženým vlastním číslům 
odpovídá periodický přechodový děj. Jelikož je periodický přechodový děj z provozních důvodů 
většinou nežádoucí, je v těchto případech nutné, aby vlastní čísla matice linearizace  byly reálné 
záporné. Toho lze dosáhnout tak, při  dané hodnotě strmosti momentové charakteristiky pracovního 
stroje , že vybereme motor jehož hodnota strmosti momentové charakteristiky  
bude ležet v intervalu 
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tj. mezi body P1 a P2 na přímce ξ  (viz. obr.70). 
 
 

5.2.1. Možnosti vzniku bifurkací rovnovážného stavu pohonu 
Vyšetřeme nyní podmínky stability rovnovážného stavu nelineární pohonové soustavy na hra-

nicích oblastí stability, zobrazených na obr.69 křivkami Γ1 a Γ2, kdy některé z vlastních čísel matice 
linearizace  má nulovou reálnou část, tj. budeme vyšetřovat zda na hranicích oblastí stability 
dochází k bifurkaci rovnovážného stavu, která má za následek kvalitativní změnu v chování dané 
nelineární pohonové soustavy. Jak je patrné z obr.69, který znázorňuje oblasti stabilního a nesta-
bilního chování nelineární pohonové soustavy v blízkém okolí rovnovážného stavu, přicházejí 
v úvahu následující tři možnosti : 

B

 Hranice oblasti stability Γ1 : tato možnost nastává ve všech případech kdy platí (viz. např. bod 
A1 na obr.69) 
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což po dosazení do vztahů (5.47) pro vlastní čísla značí, že vlastní číslo 1λ  je záporné reálné, 
kdežto vlastní číslo 2λ  je nulové. 

 Hranice oblasti stability Γ2 : tato možnost nastává ve všech případech kdy platí (viz. např. bod 
A 2 na obr.69) 
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což po dosazení do vztahů (5.47) pro vlastní čísla značí, že komplexně sdružená vlastní čísla 
mají nulovou reálnou část, tzn. že platí 0ReRe 21 == λλ . 

 Průsečík hranic Γ1 a Γ2 oblastí stability : tato možnost nastává ve všech případech, kdy jsou 
splněny následující podmínky (viz. bod  A 3 na obr.69)  
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což po dosazení do vztahů (5.47) pro vlastní čísla značí, že obě vlastní čísla jsou nulové, tzn. 
že platí 021 == λλ . 

Jelikož současné splnění podmínek (5.53) je v praktických aplikacích velmi nepravděpodobné, 
omezíme se dále pouze na podrobný rozbor podmínek stability rovnovážného stavu na hranicích 
oblastí stability Γ1 a Γ2, kdy parametry soustavy vyhovují podmínkám (5.52) a (5.53). 
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5.2.1.1. Reálná bifurkace rovnovážného stavu pohonu 

Jak již bylo řečeno, na hranici oblasti stability Γ1, kde platí podmínky (5.51), má jedno vlastní 
číslo nulovou reálnou část a může tedy docházet k reálné bifurkaci rovnovážného stavu, která se 
projevuje kvalitativní změnou v chování dané nelineární pohonové soustavy. Otázkou vzniku a typu 
bifurkace rovnovážného stavu pro tento případ se budeme zabývat v tomto odstavci. 

Dosazením podmínek (5.51) do vztahů pro výpočet vlastních čísel (5.47) dostaneme pro jednot-
livá vlastní čísla matice linearizace  následující vztahy B

redM

0
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1Mred
1 Î

Î
τ

ωβτλ ) (+
−= ,     02 =λ . (5.54) 

Vlastní vektory , , příslušející vlastním číslům iv 2,1i = iλ , 2,1i = , jež stanovíme řešením rovnic 

0vEB =− ii )  ( λ , , jsou 2,1=i
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Nyní si převedeme pomocí transformační matice 


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
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a následující substituce 

yPxxPy ⋅=⇒⋅= 1 - ,  

soustavu diferenciálních rovnic (5.46) do tvaru,  
)  ( xgxAx +⋅=& , (5.56) 

kde matice  má reálný Jordanův kanonický tvar (tomuto procesu transformace sou-
stavy diferenciálních rovnic na normální tvar se v matematické literatuře říká normalizace) 
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Î
Î
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a kde vektorová funkce g  má tvar )  ( x
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přičemž platí 
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ÎÎÎ
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 (5.59) 

Jak je patrné z tvaru matice , soustava diferenciálních rovnic (5.46) se po transformaci A xPy ⋅=  
rozpadá na soustavu dvou rovnic, které jsou při linearizaci vzájemně nezávislé, tj. 
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 (5.60) 

přičemž platí 
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Z kvalitativní teorie diferenciálních rovnic však vyplývá, že soustava rovnic (5.60) je lokálně 
topologicky orbitálně ekvivalentní v počátku se soustavou 

. ) , ) (   (

, 
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 (5.62) 

Z věty o invariantních varietách a z věty o redukci na centrální varietu dále plyne (podrobné 
definice invariatních variet viz. [79]) : Je-li rovnovážný stav druhé rovnice v soustavě (5.62) Ljapu-
novsky stabilní, potom rovnovážný stav soustavy (5.60) je také Ljapunovsky stabilní. K efektiv-
nímu rozhodnutí o stabilitě rovnovážného stavu potřebujeme znát zobrazení x , které nám 

určuje centrální varietu, což bývá velmi obtížné.  

) ( 0xh=−

Pro praktické aplikace nám však stačí znát pouze dostatečně přesnou aproximaci zobrazení, kterou 
nalezneme pomocí následujícího operátoru 
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který má po dosazení za jednotlivé veličiny tvar 
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Za funkci u  zvolme ) ( 2x
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tím ve výrazu (5.64) odstraníme nejnižší mocninu (tj. ) a dostáváme 2
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 (5.66) 

takže pro zobrazení  obdržíme výraz ) ( 2xh

) ( O) )(  () ( ) ( 3
2

2
22

222 xxxuxuxh +−=+=
α

δM . (5.67) 

Dosazením výrazu (5.67) do druhé rovnice soustavy (5.60) dostáváme 

)) ( O ( 2
2

222 x1xx +−= γ& . (5.68) 
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Stabilita nulového rovnovážného stavu soustavy (5.60) je tedy podle věty o invariantních varietách 
určena stabilitou nulového rovnovážného stavu rovnice (5.68). Pro 02 ≠γ  je člen  v okolí 
počátku menší než jedna a proto nemá na stabilitu rovnovážného stavu vliv, takže ho můžeme vyne-
chat, tzn. že budeme vyšetřovat stabilitu nulového rovnovážného stavu rovnice 

) ( O 2x

2
222 xx γ−=& ,     02 ≠γ . (5.69) 

Jestliže 02 <γ , potom pro  platí  a pro  platí . Fázový portrét rovnice 
(5.45) v okolí počátku pro 

0x2 <

02 <

0x2 >& 0x2 > 0x2 >&

γ  je znázorněn na obr.71a. Z tohoto obrázku je zřetelně vidět, že 
pro  je rovnovážný stav stabilní, kdežto pro  nestabilní. Jestliže 0<x2 02 >x 02 >γ  , potom pro 

 platí  a pro  platí 0<x2 0<x2& 0x2 > 0x2 <& . Fázový portrét rovnice (5.69) v okolí počátku pro 
0>2γ  je znázorněn na obr.71b. Z tohoto obrázku je ihned zřejmé, že pro  je rovnovážný stav 

nestabilní, kdežto pro  stabilní. 
02 <x

0x2 >

 
0x2 >  0x2 >   0x2 <  0x2 <0 0

 
 b)a) 
 Obr.71. Fázový portrét rovnice (5.69) v okolí počátku pro γ2 < 0  a),  γ2  > 0  b). 

 
 
Nakreslíme-li si nyní, na základě výše uvedeného rozboru rovnice (5.69), průběh trajektorií veličiny 

 v blízkém okolí počátku (rovnovážného stavu) v závislosti na hodnotě parametru 2x 2γ , obdržíme 
situaci znázorněnou na obr.72. 
 
 

0 γ 2 

x2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr.72. Průběh řešení rovnice (5.69) v závislosti na hodnotě parametru γ2.  
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Aby rovnovážný stav nelineární pohonové soustavy byl na hranici oblasti stability Γ1 (viz. obr.69) 
stabilní, je nutné aby pro  bylo 0x2 < 02 <γ  a pro  bylo 0x2 > 02 >γ  (viz. obr.72), což po dosa-
zení za jednotlivé veličiny dává podmínky 
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20
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2 ωβωβ > (5.70b) 

z nichž je zřejmá závislost stability rovnovážného stavu na počátečních podmínkách, což je známá 
skutečnost z kvalitativní teorie diferenciálních rovnic. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x1 

x2 

x1 

x2 x2 

x1 

a) b) c) 

x1 

x2 

x1 

x2 

d) e) f) 

Obr.73. Fázový portrét soustavy (4.56) v okolí počátku (rovnovážného stavu). 

x2 

x1 

 
 
 

Nakreslíme-li si průběhy fázových trajektorií kanonických souřadnic  a  v blízkém okolí 

počátku (rovnovážného stavu) pro pevně zvolenou hodnotu , vyhovující podmínce (5.48a), 

a pro různé hodnoty parametru , obdržíme výsledek znázorněný na obr.73, který si nyní 
podrobně analyzujme : 

1x 2x

) ( 0
Z

1 ωβ

) ( 0
M

1 ωβ

 Obr.73a znázorňuje průběh fázových trajektorií v okolí rovnovážného stavu pro hodnoty 
parametru  vyhovující nerovnosti , kde souřadnici bodu  určíme 
z rovnice (5.49). V tomto případě je rovnovážný stav stabilním ohniskem. 

) ( 0
M

1 ωβ 20
M

1 P<) (ωβ 2P
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 Obr.73b znázorňuje průběh fázových trajektorií v okolí rovnovážného stavu pro hodnotu 
parametru  vyhovující rovnici , kde souřadnici bodu  určíme 
z rovnice (5.49). V tomto případě je rovnovážný stav stabilním uzlem. 

) ( 0
M

1 ωβ 20
M

1 P=) (ωβ 2P

 Obr.73c znázorňuje průběh fázových trajektorií v okolí rovnovážného stavu pro hodnoty 
parametru  vyhovující nerovnici , kde souřadnici bodu 

 určíme z rovnice (5.49). V tomto případě je rovnovážný stav opět stabilním uzlem. 
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 Obr.73d znázorňuje průběh fázových trajektorií v okolí rovnovážného stavu pro hodnotu 
parametru  na hranici oblasti stability Γ) ( 0

M
1 ωβ

0
Z

2 −) (ωβ

0x2 >

1 (tj. pro ) a pro případ 

kdy . V tomto případě je rovnovážný stav pro  nestabilním 

sedlem a pro  stabilním uzlem. 
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 Obr.73e znázorňuje průběh fázových trajektorií v okolí rovnovážného stavu pro hodnotu 
parametru  na hranici oblasti stability Γ) ( 0

M
1 ωβ

0
Z

2 −) (ωβ

0x2 >

1 (tj. pro ) a pro případ 

kdy . V tomto případě je rovnovážný stav pro  stabilním 

uzlem a pro  nestabilním sedlem. 
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 Obr.73f znázorňuje průběh fázových trajektorií v okolí rovnovážného stavu pro hodnoty 
parametru  vyhovující nerovnici . V tomto případě je tedy 
rovnovážný stav nestabilním sedlem. 
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Na základě výše uvedeného rozboru lze konstatovat, že na hranici oblasti stability Γ1 (viz. obr.69), 
kde platí , dochází k reálné bifurkaci rovnovážného stavu, tzn. že neexistuje 
takové blízké uzavřené okolí rovnovážného stavu ve kterém by nedocházelo, pro libovolně zvole-
nou hodnotu parametru 

) () ( 0
Z

10
M

1 ωβωβ =

2 = 0.konst ≠γ , ke kvalitativní změně fázového portrétu, jenž se projevuje 
kvalitativní změnou v chování dané nelineární pohonové soustavy. Vzhledem k tomu, že při malé 
změně kanonické souřadnice  se mění charakter rovnovážného stavu (viz. obr.73d a obr.73e) ze 
stabilního uzlu na nestabilní sedlo nebo naopak (což závisí na tom, zda je nebo není splněna nerov-
nost ) , bývá tento typ bifurkace v odborné matematické literatuře označován 
jako reálná bifurkace typu sedlo – uzel.     

2x

) () 0
M

20 ωβω <(Z
2β

 
 

Jestliže platí 02 =γ  (tj. pro ), nelze pomocí rovnice (5.69) o stabilitě 
rovnovážného stavu rozhodnout. V tomto případě musíme hledat přesnější aproximaci zobrazení 

 než je (5.67). Za tím účelem hledejme funkci  ve tvaru 

00
M
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2 =− ) () ( ωβωβ

 ( xu) ( 2xh )2

) () () ( ) ( 2
22
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2 xvx2xuxvxxu ′+−=′→+−=
α
δ

α
δ , (5.71) 

který dosadíme do vztahu (5.64). Po provedení elemtárních algebraických úprav dostaneme pro 
operátor  následující výraz ) )(  ( 2xuM
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Za funkci v  zvolme ) ( 2x
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tím ve výrazu (5.72) odstraníme nejnižší mocninu (tj. 3
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takže pro zobrazení  obdržíme výraz ) ( 2xh
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Dosazením výrazu (5.75) do druhé rovnice soustavy (5.60) dostáváme 

)) ( O ( 2
3

232 x1xx +−= γ& . (5.76) 

Stabilita nulového rovnovážného stavu soustavy (5.60) je tedy, pro případ kdy platí 02 =γ , podle 
věty o invariantních varietách určena stabilitou nulového rovnovážného stavu rovnice (5.76). Pro 

03 ≠γ  je člen  v okolí počátku menší než jedna a proto nemá na stabilitu rovnovážného 
stavu vliv, takže ho můžeme vynechat, tzn. že vyšetřujeme stabilitu rovnovážného stavu rovnice 

) ( O 2x

3
232 xx γ−=& ,     03 ≠γ . (5.77) 

Jestliže 03 <γ , potom pro  je 0x2 < 0x2 <&  a pro  platí . Fázový portrét rovnice (5.77) 

v okolí počátku pro 

0x2 > 0x2 >&

03 <γ  je znázorněn na obr.74a. Z tohoto obrázku je ihned vidět, že pro 03 <γ   

je rovnovážný stav nestabilní. Jestliže 03 >γ  , potom pro 0x2 <  je   a pro  je 02 >&x 0x2 > 0x2 <& . 

Fázový portrét rovnice (5.77) v okolí počátku pro 03 >γ  je znázorněn na obr.74b. Z tohoto obrázku 

je ihned zřejmé, že pro 0>3γ  je rovnovážný stav stabilní. 

 
0x2 >  0x2 >  0x2 <  0x2 <0 0

 
 

b)a) 
 
 Obr.74. Fázový portrét rovnice (5.77) v okolí počátku pro γ3 < 0  a),  γ3  > 0  b). 
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 x2 

 
 
 
 
 

0 γ 3  
 
 
 
 

Obr.75. Průběh řešení rovnice (5.77) v závislosti na hodnotě parametru γ3 .  
 
Nakreslíme-li si nyní, na základě výše uvedeného rozboru rovnice (5.77), průběh trajektorií veličiny 

 v blízkém okolí počátku (rovnovážného stavu) v závislosti na hodnotě parametru 2x 3γ , obdržíme 
situaci znázorněnou na obr.75. 
Aby rovnovážný stav nelineární  pohonové soustavy byl na hranici oblasti stability Γ1 (viz. obr.41) 
stabilní, je nutné aby parametr 3γ  (pro případ kdy platí 02 =γ , tj. pro ) 

splňoval nerovnici 
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03 >γ  (viz. obr.47), což po dosazení za jednotlivé veličiny dává podmínku 
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Z podmínky stability (4.78) rovnovážného stavu na hranici oblasti stability Γ1 je zřejmé, že tato je 
nezávislá na hodnotách počátečních podmínek, resp. poruchových funkcí. 

Nakreslíme-li si průběhy fázových trajektorií kanonických souřadnic  a  v blízkém okolí 

počátku pro pevně zvolenou hodnotu , vyhovující podmínce (5.48a), a pro různé hodnoty 

parametru , obdržíme výsledek znázorněný na obr.76, který si podrobně analyzujme : 

1x 2x

) ( 0
Z

1 ωβ

) ( 0
M

1 ωβ

 Obr.76a znázorňuje průběh fázových trajektorií v okolí rovnovážného stavu pro hodnoty 
parametru  vyhovující nerovnosti , kde souřadnici bodu  určíme 
z rovnice (5.49). V tomto případě je rovnovážný stav stabilním ohniskem. 

) ( 0
M

1 ωβ 20
M

1 P<) (ωβ 2P

 Obr.76b znázorňuje průběh fázových trajektorií v okolí rovnovážného stavu pro hodnotu 
parametru  vyhovující rovnici , kde souřadnici bodu  určíme 
z rovnice (5.49). V tomto případě je rovnovážný stav stabilním uzlem. 

) ( 0
M

1 ωβ 20
M

1 P=) (ωβ 2P

 Obr.76c znázorňuje průběh fázových trajektorií v okolí rovnovážného stavu pro hodnoty 
parametru  vyhovující nerovnici , kde souřadnici bodu 

 určíme z rovnice (5.49). V tomto případě je rovnovážný stav opět stabilním uzlem. 

) ( 0
M

1 ωβ ) () ( 0
Z

110
M

12 PP ωβωβ =<<

2P
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Obr.76. Fázový portrét soustavy (5.56) v okolí počátku (rovnovážného stavu). 
 
 

 Obr.76d znázorňuje průběh fázových trajektorií v okolí rovnovážného stavu pro hodnotu 
parametru  na hranici oblasti stability Γ) ( 0

M
1 ωβ

0
Z

2 −) (ωβ

1 (tj. pro ) a pro případ 

kdy platí  a . V tomto případě je rovnovážný 
stav opět stabilním uzlem. 
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1 ωβωβ =

000
M
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M

30
Z

3 >− ) () ( ωβωβ

 Obr.76e znázorňuje průběh fázových trajektorií v okolí rovnovážného stavu pro hodnotu 
parametru  na hranici oblasti stability Γ) ( 0

M
1 ωβ

0
Z

2 −) (ωβ

1 (tj. pro ) a pro případ 

kdy platí  a . V tomto případě je rovnovážný 
stav  nestabilním sedlem. 
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1 ωβωβ =
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30
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3 <− ) () ( ωβωβ

 Obr.76f znázorňuje průběh fázových trajektorií v okolí rovnovážného stavu pro hodnoty 
parametru  vyhovující nerovnici . V tomto případě je tedy 
rovnovážný stav nestabilním sedlem. 

) ( 0
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1 ωβ ) () ( 0
Z

110
M

1 P ωβωβ =>

Z výše uvedeného rozboru vyplývá závěr, že na hranici oblasti stability Γ1 (viz. obr.69), kde platí 
, ) () ( 0

Z
10

M
1 ωβωβ = 02 =γ  (tj. ) a ) () ( 0

Z
20

M
2 ωβωβ = 03 >γ  (tj. ) nedo-

chází ke vzniku reálné bifurkace rovnovážného stavu, tj. na hranici oblasti stability Γ

00
M

30
Z

3 >− ) () ( ωβωβ

1 nedochází 
k porušení stability rovnovážného stavu pohonové soustavy, projevující se kvalitativní změnou 
v chování dané nelineární pohonové soustavy. 
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5.2.1.2. Komplexní bifurkace rovnovážného stavu pohonu 

Jak již bylo řečeno, na hranici oblasti stability Γ2, kde platí podmínky (5.52), mají komplexně 
sdružená vlastní čísla nulovou reálnou část a může tedy docházet ke vzniku tzv. komplexní 
(Hopfovy) bifurkace rovnovážného stavu, kdy se od rovnovážného stavu odvětví periodické řešení. 
V reálných pohonových soustavách se tento typ bifurkace projevuje vznikem samobuzených osci-
lací, tzv. limitního cyklu.  Otázkou vzniku tohoto typu bifurkace rovnovážného stavu se budeme 
zabývat v tomto odstavci, přičemž k odpovědi na tuto otázku využijeme algoritmu uvedeného 
v práci [79] na str.195-207. 

Vlastní čísla matice linearizace  jsou v okolí hranice oblasti stability ΓB 2 (viz. např. bod  A 2 na 
obr.41) komplexně sdružená, jak je také zřejmé z obr.70, na kterém jsou vyznačeny oblasti různých 
typů vlastních čísel. Pro další řešení je výhodné tato komplexní vlastní čísla vyjádřit v následujícím 
algebraickém tvaru 

, ) ( ) ( 

, ) ( ) ( 
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Z
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Z
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i

ββαλ

ββαλ

Ω+=

Ω−=
 (5.79) 

kde veličiny  a  jsou dány následujícími výrazy ) ( Z
1βα ) ( Z

1βΩ

2

redM

Z
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Kritická hodnota parametru , při které se veličina  rovná nule (tzn. že reálné části vlast-
ních čísel (5.79) jsou nulové) je 

Z
1β ) ( Z

1βα

M

red
krit

Z
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redM

Z
1MredZ

1
Î0

Î2
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τ
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což je v plné shodě s rovnicí (5.52).  
Nyní musíme ověřit předpoklady použitelnosti algoritmu pro vyšetřování vlastností Hopfovy 

bifurkace (viz. [79], str.200), které mají v našem případě tvar  

0krit =α ,     0krit ≠α& ,     0krit ≠Ω . (5.82) 

Derivací vztahů (5.80) podle proměnné  dostáváme Z
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d
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β
αα& ,     
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Î
Î2
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β
&Ω . (5.83) 

Dosadíme-li nyní do vztahů (5.80) a (5.83) za parametr  jeho kritickou hodnotu, definovanou 
rovnicí (5.52), resp. rovnicí (5.81), obdržíme následující výrazy 

Z
1β

0krit =α ,     
red

krit Î2
1

−=α& ,     
red

2
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M
1Mred

krit Î
Î

τ
βτ+

−=Ω . (5.84) 
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Porovnáme-li vztahy (5.84) s podmínkami (5.82) vidíme, že předpoklady použitelnosti algoritmu 
pro vyšetřování vlastností Hopfovy bifurkace jsou v našem případě splněny. 

Vlastní vektor matice linearizace B , odpovídající vlastnímu číslu Ω−= i1 αλ , který stano-
víme řešením rovnice 0vEB =− )  ( 1λ , je 









Ω−

⋅+







−

=







Ω−−

=
kritredMred

M

kritredMred

M

Î
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Nyní si převedeme pomocí transformační matice 
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a následující substituce 

yPxxPy ⋅=⇒⋅= −1  (5.87) 

soustavu diferenciálních rovnic (5.46) do tvaru 
)  ( xgxAx +⋅=& , (5.88) 

kde matice A  má reálný Jordanův kanonický tvar PCP ⋅⋅= −1
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a kde vektorová funkce  má tvar )  ( xg
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přičemž platí 

2k
M

kritred

M
k

Z
k

k Î
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Nyní si stanovíme všechny parciální derivace funkcí  a , v bodech ) , ( 211 xxg ) , ( 211 xxg 0xx 21 ==  

a , až do třetího řádu včetně krit
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 (5.92) 

a vypočteme následující pomocné veličiny 
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Zavedeme novou komplexní funkci ) , , , ( 3322 γδγδΨ  vztahem 
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který přejde, po dosazení za jednotlivé veličiny, do následujícího tvaru 

krit

krit3
2

2
2

2

krit

krit322
3322 24

9410i
8

32
Ω

Ω++
−

Ω
Ω+

−=Ψ
δγδγγδγδγδ ) , , , ( . (5.95) 

Pomocí funkce ) , , , ( 3322 γδγδΨ  si nyní definujeme následující parametry pomocí výrazů 

                                       ) , , , ( 33222 Re2b γδγδΨ⋅≡ , (5.96a) 
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z nichž po dosazení obdržíme pro tyto parametry vyjádření 
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Pomocí parametrů , 2b 2µ  můžeme vyšetřit kvalitativní vlastnosti Hopfovy bifurkace (tj. typ bifur-
kace a stabilitu odvětvených periodických řešení), platí následující tvrzení (viz. [79], str.195-207): 
Jestliže platí 0<kritα& , tj. dvojice imaginárních vlastních čísel 1λ , 12 λλ =  matice linearizace  

přechází přes imaginární osu zprava doleva, a je-li 

C

02 >µ  (tj. superkritická Hopfova bifurkace), 
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potom  a odvětvená periodická řešení jsou orbitálně nestabilní. Jestliže 0b2 > 0krit <α&  a 02 <µ  (tj. 

subkritická Hopfova bifurkace), potom b 02 <  a odvětvená periodická řešení jsou orbitálně stabilní. 

Jestliže platí 0krit >α& , tj. dvojice imaginárních vlastních čísel 1λ , 12 λλ =  matice linearizace  

přechází přes imaginární osu zleva doprava, a je-li 

C

02 >µ  (tj. superkritická Hopfova bifurkace), 
potom  a odvětvená periodická řešení jsou orbitálně stabilní. Jestliže 0b2 < 0krit >α&  a 02 <µ  (tj. 

subkritická Hopfova komplexní bifurkace), pak  a odvětvená periodická řešení jsou orbitálně 
nestabilní. 
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Jelikož v našem konkrétním případě, jak je zřejmé ze vztahu (5.83), vždy platí krit , může 

na hranici oblasti stability Γ2 (viz. obr.69, bod ) dojít buď k superkritické Hopfově bifurkaci (tj. 

pro µ , tzn. při přecházení parametru  přes kritickou hodnotu, definovanou podmínkami 
(5.52), zleva doprava), při níž jsou odvětvená periodická řešení orbitálně nestabilní (b ), nebo 

může dojít k subkritické Hopfově bifurkaci (tj. pro 

Z

2

, tzn. při přecházení parametru  přes 
kritickou hodnotu, definovanou podmínkami (5.52), zprava doleva), při níž jsou odvětvená perio-
dická řešení orbitálně stabilní (b ). Vidíme tedy, že v našem konkrétním případě může dojít 
k odvětvení orbitálně stabilních periodických řešení.  

02 <

Proveďme si nyní podrobný rozbor podmínek vzniku subkritické Hopfovy bifurkace ( ), 
kdy se od rovnovážného stavu odvětví orbitálně stabilní ( 0< ) periodické řešení. Podmínka sta-
bilní subkritické Hopfovy bifurkace rovnovážného stavu lze vyjádřit výrazem 

Re 3Ψ  ( δ ,  

který po dosazení a elementárních úpravách přejde v kvadratickou nerovnici v proměnné , jenž 
má následující tvar 
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M
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2 − βββ ) ( ,  

která je splněna tehdy a jen tehdy, pokud absolutní hodnota parametru  vyhovuje podmínce M
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2 ωβωβ > , (5.98) 

kde konstanta  je dána následujícím výrazem 
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Î
2
3Î

2
3 ωτ  

⋅−=Ω= , (5.99) 

z něhož je zřejmé, že konstanta K  je vždy kladná, tj. . 
Znázorníme-li si podmínku stabilní subkritické Hopfovy bifurkace rovnovážného stavu (5.98) 

v souřadnicích , obdržíme situaci uvedenou na obr.77, přičemž obr.77a, resp. 

obr.77b platí pro hodnotu parametru , resp. . Z obr.77 je ihned patrné, že 

podmínka (5.98) rozděluje oblast parametrů )  na dvě podoblasti, a to na oblast 
stabilní subkritické Hopfovy bifurkace (na obr.77 je vyznačena tečkovaně) a na oblast nestabilní 

) () 0
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0
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 0ω
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superkritické Hopfovy bifurkace, přičemž tyto dvě podoblasti jsou v rovině  od 
sebe vzájemně odděleny hraniční křivkou  o rovnici 
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která je rovnicí zobecněné hyperboly (na obr.77 je křivka  znázorněna tučnou červenou čárou), 
jenž má asymptotu 

C
ξ  danou výrazem*) 

) ( (   : 0
Z

2
M

2 ωββξ = , (5.101) 

který popisuje přímku se sklonem 45  a procházející počátkem soustavy souřadnic.  o

Ze znázornění podmínky (5.98) v souřadnicovém systému , viz. obr.77, je 
dále patrné, že kvalitativní i kvantitativní průběh hraniční křivky , která od sebe vzájemně 
odděluje oblasti stabilní subkritické a nestabilní superkritické Hopfovy bifurkace rovnovážného 
stavu, je velmi výrazně závislý na hodnotě parametru  pracovního stroje : 

) ( 0
M
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 Jestliže parametr  vyhovuje podmínce , potom hraniční křivka , defi-
novaná rovnicí (5.100), nabývá dvou extrémních hodnot (viz. obr.77a), jejichž polohu stano-
víme z podmínky extrému funkce, tj. z rovnice 
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jejímž řešením obdržíme 
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2
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2
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Extrémní hodnoty, kterých nabývá hraniční křivka  v bodech , pak určíme ze 

vztahu (5.100), do kterého dosadíme za parametr  výraz (5.103), tím dostaneme 
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Ze vztahu (5.100) pro křivku C , ve kterém položíme její levou stranu rovnu nule, tj.   
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ωβωωβ , (5.105) 

                                                 
*)  Obecná rovnice asymptoty je dána výrazem , kde koeficienty a, b určíme z následujících vztahů ba Z

2 += βξ  : 
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Z těchto vztahů pak po provedení limitních operací pro koeficienty vyplývá, že 1a =  a , což po dosazení do 

obecné rovnice asymptoty dává tento výraz  ) ()   : 0
Z

202 ωβωβξ =
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 Obr.77. Oblasti stabilní subkritické Hopfovy bifurkace rovnovážného stavu pro  a),  b). 
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Strana č. 138 

je ihned zřejmé, s ohledem na předpoklad , že neexistuje reálné řešení dané rov-

nice vzhledem k proměnné . Z toho tedy vyplývá, že hraniční křivka  nemá žádný 

společný bod se souřadnicovou osou , tj. nikde ji neprotíná.  
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 Jestliže parametr  vyhovuje podmínce , potom za vztahu (5.105) plyne, 

že existují dvě řešení dané rovnice vzhledem k proměnné , které lze zapsat pomocí 
jediného vztahu takto 
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což znamená, že hraniční křivka  má dva společné body se souřadnicovou osou , 
tj. protíná ji ve dvou bodech. Z podmínky extrému funkce (5.102) dále vyplývá, s ohledem na 
předpoklad ,  že daná rovnice nemá žádné řešení v oboru reálných čísel. To tedy 
znamená, že výraz na levé straně rovnice (5.102) nemění pro libovolnou hodnotu parametru 

 svoje znaménko, takže hraniční křivka  má monotónní průběh (tj. nikde nenabývá 
žádného lokálního extrému), který je patrný z obr.77b.  
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Obr.78. Oblast stabilní subkritické Hopfovy bifurkace rovnovážného stavu pro .  0Z
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 Jestliže parametr  vyhovuje podmínce , potom hraniční křivka C  splývá 

s asymptotou 

) ( 0
Z

3 ωβ 00
Z

3 =) (ωβ

ξ , jak je patrné z porovnání vztahu (4.100), do kterého dosadíme , 

se vztahem (5.101). To znamená, že hraniční křivka  je přímkou se sklonem 45 , jenž pro-
chází počátkem souřadnicové soustavy , jak je znázorněno na obr.78.  
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C
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Z
2 ωβ− ( 0
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Na základě výše uvedeného podrobného kvalitativního i kvantitativního rozboru vzniku stabilní 

subkritické Hopfovy bifurkace rovnovážného stavu na hranici oblasti stability Γ2 lze konstatovat 
několik základních skutečností : 

a) Jestliže hodnota parametru  je záporná, tj. platí-li , potom jestliže abso-

lutní hodnota parametru  vyhovuje následující nerovnici (viz. obr.77a) 
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pak na hranici oblasti stability Γ2 (viz. obr.69) dojde vždy ke vzniku nestabilní superkritické 
Hopfovy bifurkaci rovnovážného stavu. To tedy znamená, že při překročení hranice oblasti 
stability Γ2 se od rovnovážného stavu odvětví periodické řešení, které je však orbitálně nesta-
bilní, takže sebemenší rušivý účinek způsobí přechod soustavy do nějakého jiného i velmi 
vzdáleného rovnovážného stavu. 

b) Tvar a velikost oblasti stabilní subkritické Hopfovy bifurkace rovnovážného stavu v souřadni-
covém systému  je velmi výrazně závislý na hodnotě parametru  
pracovního stroje, jak je patrné z tvarů oblastí jednotlivých typů Hopfovy bifurkace znázor-
něných na obr.77 a obr.78, přičemž platí : 
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• 

pro danou pohonovou soustavu je při záporné hodnotě parametru  oblast stabil-
ní subkritické Hopfovy bifurkace rovnovážného stavu vždy menší než při kladné hodno-
tě parametru , jak se lze snadno přesvědčit vzájemným porovnáním obr.77a a 
obr.77b, 

) ( 0
Z

3 ωβ

) ( 0
Z

3 ωβ

pro danou pohonovou soustavu dochází při rostoucí kladné, resp. klesající záporné hod-
notě parametru  ke zvětšování, resp. zmenšování oblasti stabilní subkritické 
Hopfovy bifurkace rovnovážného stavu. 

) ( 0
Z

3 ωβ

 
 

5.3. Odezva pohonové soustavy na harmonické buzení 
Řešení odezvy pohonové soustavy na harmonické buzení představuje nejzákladnější a také nej-

důležitejší součást analýzy dynamických vlastností daného pohonu, protože na základě získaného 
řešení lze již v etapě konstrukčního návrhu posoudit chování dané pohonové soustavy v základních 
dynamických režimech v závislosti na typu poháněného pracovního stroje a hnacího motoru. Pro 
získání odezvy pohonu na harmonické buzení můžeme použít celé řady přibližných metod (metoda 
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harmonické rovnováhy, Poincaréova metoda malého parametru, Van der Polova metoda, metoda 
ekvivalentní linearizace, metoda vážené středně kvadratické linearizace apod.), přičemž jako 
nejlepší, pro řešení daného úkolu, se jeví jedna z asymptotických metod, a to tzv. „metoda středních 
hodnot“. Tato metoda umožňuje kromě stanovení vztahů pro amplitudy a fázová posunutí ustále-
ných vynucených kmitů, také posoudit jejich stabilitu a poskytuje rovnice pro řešení přechodových 
dějů, přičemž dosažené výsledky lze neustále zpřesňovat výpočtem vyšších přiblížení. Abychom 
mohli tuto metodu použít na matematický model pohonu, reprezentovaný rovnicemi (5.42), musíme 
nejdříve převést původní soustavu dvou nelineárních diferenciálních rovnic 1.řádu na jednu 
nelineární diferenciální rovnici 2.řádu. Za tím účelem si z první rovnice (5.42) vyjádříme porucho-
vou složku momentu motoru M M
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jehož časovou derivací obdržíme 
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Dosazením vztahů (5.107) a (5.108) do druhé rovnice (5.26), pak po elementárních úpravách dosta-
neme následující rovnici 
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 (5.109) 

kde jsme zavedli harmonický budící signál , vyjadřující poruchy momentu setrvačnosti, zatě-
žovacího momentu a hnacího momentu, který uvažujeme ve tvaru 

)  ( tP

tcosCCtP 02
2

01 ωω  ) ()  ( += , (5.110) 

tj. ve tvaru harmonického signálu s konstantní amplitudou a amplitudou úměrnou kvadrátu úhlové 
frekvence 0ω , která odpovídá rovnovážnému stavu pohonu (viz. rovnice (5.8)). Rovnici (5.109) lze  
dále zjednodušit zavedením pomocného parametru µ  vztahem 
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a časovou transformací t0ωτ = , čímž dostaneme pohybovou rovnice ve tvaru 
3

3
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2
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210
~k~k~~a~aa~g~~ ωωωωωωµτωω −−′++−−=+′′ ) ( )  (  (5.112) 

kde funkce )  ( τg  je dána následujícím výrazem 
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a kde jednotlivé pomocné veličiny jsou definovány vztahy 
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 (5.114) 

Rovnice (5.112) nám tedy představuje hledanou pohybovou rovnici pohonu vhodnou pro řešení 
odezvy pohonu na harmonický budící signál. 
 
 

5.3.1. Amplitudy a fázová posunutí ustálených vynucených kmitů 
Nyní, když již jsme získali pohybovou rovnici pohonu vhodnou pro řešení ustálených vynuce-

ných kmitů, aplikujme metodu středních hodnot na vyšetření odezvy pohonu na harmonický budící 
signál. Podle této metody lze řešení rovnice (5.112) předpokládat ve tvaru 

ττω sinBcosA~ += , (5.115) 

přičemž amplitudy A  a B  nejsou konstanty, nýbrž jsou funkcemi času, tj. )  ( τAA =  a )  ( τBB = . 
Požadujeme-li aby výraz pro časovou derivaci (5.115) nabýval co možná nejjednoduššího tvaru,  tj. 
chceme-li aby bylo 

ττω cosBsinA~ +−=′ , (5.116) 

potom musí platit rovnice 
0sinBcosA =′+′ ττ , (5.117) 

která vyjadřuje vzájemnou vazbu mezi amplitudami )  ( τA  a )  ( τB . Provedeme-li další časovou 
derivaci výrazu (5.116), obdržíme vztah 

ττττω sinBcosBcosAsinA~ −′+−′−=′′ ,  

jehož dosazením, spolu s výrazy (5.115) a (5.116), do vztahu (5.112) dostaneme rovnici 
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kde platí 
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 (5.119) 

Vztahy (5.117) a (5.118) vytvářejí soustavu dvou vzájemně vázaných nelineárních diferenciálních 
rovnic prvního řádu pro neznámé funkce amplitudy )  ( τA  a )  ( τB , kterou lze elementárními úpra-
vami převést do následujícího tvaru 
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Rozdělíme-li pravé strany výrazů (5.120) na monotónní složky A  a B  nezávislé explicitně na čase 
τ  a na oscilující složky A~  a B~  s nulovou střední hodnotou, můžeme psát 

A~AA += ,     B~BB += . (5.121) 

Vzhledem k tomu, že zkoumáme děje, které jsou řádově delší než je perioda rychlých oscilací, lze 
rychle oscilující členy A~  a B~  zanedbat. Pohyb je pak dán rovnicemi, kde na pravých stranách jsou 
střední hodnoty výrazů (5.120) 
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 (5.122) 

přičemž pro monotónní složky A  a B  platí 
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Uvážíme-li nyní, že platí 
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pak pro monotónní složky dostáváme výrazy 
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jejichž dosazením do (5.122) obdržíme pro časovou změnu amplitud )  ( τA  a )  ( τB  vztahy 
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Pro další řešení je výhodné zavést polární souřadnice R , ψ  vztahy 

ψcosRA = ,     ψsinRB = , (5.126) 

jejichž derivací podle času τ  dostaneme 
ψψψ sinRcosRA ′−′=′ ,     ψψψ cosRsinRB ′+′=′ . (5.127) 

Dosadíme-li nyní vztahy (5.126) a (5.127) do rovnic (5.125) a uvážíme-li, že platí 222 RBA =+ , 
pak po elementárních úpravách obdržíme systém rovnic ve tvaru 
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 (5.128) 

který se jeví jako nejvhodnější pro řešení odezvy pohonu na harmonické buzení. 

Vztahy pro amplitudu  a fázové posunutí 0R 0ψ  ustálených vynucených kmitů, pro které platí 

 a .konstR0 = .konst0 =ψ , stanovíme z rovnic (5.128), do kterých dosadíme  a 0RR = 0ψψ = , tím 
dostaneme následující systém nelineárních algebraických rovnic 
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ze kterých po elementární úpravě obdržíme výrazy pro určení amplitudy  a fázového posunutí 0R

0ψ  ustálených vynucených kmitů ve tvaru 
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ze kterých je zřejmé, že výraz (5.130) je algebraickou rovnicí šestého stupně pro neznámou hodnotu 
amplitudy . Uvážíme-li však, že v rovnici (5.130) se vyskytují neznámé hodnoty amplitud  
pouze v sudých mocninách, můžeme rovnici (5.130) považovat za kubickou rovnici pro neznámou 
hodnotu kvadrátu amplitudy  ustálených vynucených kmitů.  

0R 0R

2
0R

Analyzujme si nyní podrobněji algebraickou rovnici (5.130), která nám definuje hodnotu  
kvadrátu amplitudy  ustáleného vynuceného kmitání. Z lineární algebry je známo, že kubická 
rovnice má obecně tři kořeny, přičemž jeden kořen je vždy reálný. Za účelem zjištění povahy 
kořenů rovnice (5.130) si tuto rovnici upravme do následujícího tvaru 

2
0R

Strana č. 143 



Úvod do výpočtového modelování pohonových soustav 
 

 

Strana č. 144 

0
k9a

k3aa
2

3
2

2

320 <
+
+ µ

0
k9a

k3aa
2

3
2

2

320 >
+
+ µ

4
02

3
2

2

320
2

3
2

2

2
2

02 R
k9a

k3aa
8

k9a
D16RF

+
+

−
+

≡
µ

) (










+
+

+≡ 2
3

2
2

22
04

0
2

0
2

01 k9a
a

16RRRF
µ

) ( 

2
0R

) () ( 2
02

2
01 RFRF =

2
3

2
2

2

k9a
D16

+

2
0R

2
0R

) ( 2
0RF ) ( 2

01 RF

) ( 2
02 RF

) () ( 2
02

2
01 RFRF =

2
3

2
2

2

k9a
D16

+

2
0R

2
3

2
2

320

k9a
k3aa

+
+ µ

320

2

k3aa
D2

µ+
−

320

2

k3aa
D2

µ+2
0R2

0R

2
0R

) ( 2
0RF ) ( 2

01 RFa)  
) ( 2

02 RF   
 
  
 
 
 
 

0   
 
 

  
 

  
 
 
 b) 
 
 
 
 
 
 

  
   
 0  
 
 
 rostoucí hodnota výrazu 

 
 
  
 
  
 
 Obr.79. Znázornění řešení rovnice (5.130) pro : a) , b) . 
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tj. řešení definujeme jako průsečík dvou funkcí, definovaných vztahy 
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Uvážíme-li nyní, že vždy platí 
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potom kvalitativní průběh funkce , a tím i počet reálných kořenů rovnice (5.130), je velmi 

výrazně závislý na hodnotě výrazu 

) ( 2
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2
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20

a
aa
+
+ µ , který může nabývat libovolných hodnot z oboru 

reálných čísel. Znázorníme-li si průběhy funkcí  a , v závislosti na hodnotě výrazu ) ( 2
0R1F ) ( 2

02 RF

2
3

2
2

320

k9a
k3aa

+
+ µ , obdržíme situaci znázorněnou na obr.79. Ze znázornění na obr.79a, který platí pro 

reálné záporné hodnoty výrazu 2
3

3k
2

2

20

k9a
3aa

+
+ µ , vyplývá, že funkce  a  mají jen 

jeden jediný společný bod, což znamená, že existuje jedno reálné kladné řešení a dvě komplexně 
sdružená řešení rovnice (5.130), přičemž fyzikální smysl (kvadrát amplitudy musí být kladné číslo) 
má pouze reálné kladné řešení. Ze situace znázorněné na obr.79b, které platí pro reálné kladné 

hodnoty výrazu 

) ( 2
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+ µ , pak plyne, že v závislosti na velikosti výrazu 2

3
2

2

2

k9
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+
+ 30

a
a µ  mohou 

mít funkce  a  buď jeden společný bod, resp. dva společné body, resp. tři společné 
body, z čehož vyplývá, že rovnice (5.130) může mít buď jedno kladné reálné řešení a dvě 
komplexně sdružená řešení, resp. jedno reálné kladné řešení a dvojnásobné reálné záporné řešení, 
resp. jedno reálné kladné řešení a dvě reálná záporná řešení. Jelikož však i v případě třech reálných 
řešení kubické rovnice (5.130) pro kvadrát amplitudy  jsou dvě řešení reálná záporná (viz. 

obr.79b), a jelikož druhá mocnina amplitudy  musí mít z hlediska fyzikálního smyslu reálnou 
kladnou hodnotu, potom i v tomto případě existuje pouze jedna hodnota amplitudy ustálených 
vynucených kmitů. 

) ( 2
01 RF ) ( 2

02 RF

2
0R

2
0R

Na základě výše uvedeného rozboru možných řešení kubické rovnice (5.130) pro neznámou 
hodnotu kvadrátu amplitudy  je zřejmé, že amplituda  ustálených vynucených kmitů pohonu 
při odezvě na harmonický budící signál je jednoznačně definována, přičemž analytický výraz pro 
stanovení hodnoty amplitudy , který lze získat poměrně jednoduše metodami lineární algebry, 
má následující tvar 

2
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0R
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kde veličiny p ,  jsou dány výrazy q
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Uvážíme-li nyní, že velikost pomocných veličin , a , 0a 2 µ ,  závisí na velikosti úhlové frekvence 

ω
3k

0 budícího harmonického signálu (viz. vztahy (5.111) a (5.114), potom nám vztah (5.130), resp. 
(5.134) představuje amplitudovou-frekvenční charakteristiku v implicitním, resp. explicitním tvaru, 
jejíž analýzou můžeme získat důležité informace o chování pohonové soustavy při její odezvě na 
harmonický budící signál v závislosti na velikosti úhlové frekvence ω0. Za tím účelem je vhodné 
převést rovnici (5.130) do následujícího implicitního tvaru 
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kde veličiny 0α , 2α  a 3κ , které již nezávisí na úhlové frekvenci 0ω , jsou dány výrazy 
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Derivujeme-li totálně rovnici (5.136) podle úhlové frekvence ω0, pak uvážíme-li, že ) ( 000 RR ω= , 
potom pro tuto derivaci platí 
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odkud po jednoduché úpravě dostaneme následující výraz pro změnu amplitudy  ustáleného 

vynuceného kmitání v závislosti na změně budící úhlové frekvence ω
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kde jednotlivé parciální derivace funkce G ) , ( 00R ω  jsou dány vztahy 
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Vezmeme-li nyní v úvahu, že amplitudy  ustálených vynucených kmitů jsou reálná kladná čísla, 
potom je ihned zřejmé, že výraz (5.140) nabývá reálných kladných hodnot, takže o průběhu ampli-
tudových frekvenčních křivek rozhoduje znaménko čitatele v rovnici (5.138), tj. jakých hodnot 
nabývá vztah (5.139). Provedeme-li ve vztahu (5.139) limitní přechod 
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tj. amplitudová frekvenční křivka má v bodě 00 =ω  vždy vodorovnou tečnu, přičemž odpovídající 
amplituda ustálených vynucených kmitů je dána vztahem 
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kde veličiny , U  jsou definovány těmito vztahy w
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a kde konstanta  je dána výrazem 3K
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Zcela analogicky limitním přechodem ∞→0ω  v rovnici (5.136) dostaneme 
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tj. amplituda ustálených vynucených kmitů se, pro rostoucí hodnotu budící úhlové frekvence nade 
všechny meze, přibližuje hodnotě amplitudy úměrné kvadrátu budící úhlové frekvence. Uvážíme-li 
však, že vztah (5.139) můžeme zapsat také ve tvaru 
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 (5.145) 

potom je zřejmé, že platí 
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což po dosazení ze vztahu (5.144) dává 
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tj. směrnice tečny k amplitudové frekvenční charakteristice se pro rostoucí hodnotu budící úhlové 
frekvence nade všechny meze přibližuje nulovým hodnotám. Z toho lze usoudit, že v oblasti vyšších 
hodnot budící úhlové frekvence má amplitudová frekvenční charakteristika asymptotický průběh. 

Poslední důležitou hodnotou při základní analýze odezvy pohonové soustavy na harmonický 
budící signál je velikost amplitudy ustálených vynucených kmitů při budící úhlové frekvenci 0ω  

totožné s vlastní frekvencí pohonové soustavy Ω , tj. pro Ω=0ω . V tomto případě pro amplitudu 
ustálených kmitů dostáváme následující vztah 
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kde veličiny P ,  jsou dány výrazy Q
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přičemž platí 

2
2

12
redM

M
3

Z
3

3
red

Z
3

2
redM

Z
1Mred

0
CCD

ÎÎ
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kde vlastní frekvence pohonové soustavy Ω  je dána prvním výrazem v (5.114). 
Analyzujme si nyní průběh amplitudové frekvenční charakteristiky pohonové soustavy při její 

odezvě na harmonický budící signál. Za tím účelem si tuto analýzu rozdělíme do tří kroků, přičemž 
v prvním kroku provedeme analýzu při odezvě na harmonický budící signál o konstantní amplitudě 
(tj. pro  a ), ve druhém kroku pak na harmonický budící signál s amplitudou úměrnou 
kvadrátu budící úhlové frekvence (tj. pro C

0C1 = 0C2 ≠

01 ≠  a C 02 = ) a konečně ve třetím kroku na harmo-
nický budící signál o konstantní amplitudě i amplitudě úměrné kvadrátu budící úhlové frekvence (tj. 
pro  a C ) : 0≠C1 0≠2

a) Harmonické buzení o konstantní amplitudě. V tomto případě platí  a C , což po 
dosazení do (5.144) dává 

0C1 = 02 ≠
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tj. amplituda ustálených vynucených kmitů se pro vysoké hodnoty budící úhlové frekvence 
asymptoticky přibližuje k nulovým hodnotám. Analyzujeme-li si pro tento případ harmonic-
kého buzení vztah (5.139) zjistíme, že tento vztah nabývá všude kladných reálných hodnot 
kromě bodů 00 →ω  a ∞→0ω , ve kterých je roven nule (viz. vztah (5.141) a (5.146)), což 
s ohledem na kladné reálné hodnoty výrazu (5.140) znamená, že směrnice tečny k amplitu-
dové frekvenční charakteristice, definovaná vztahem (5.139), nabývá všude záporných hodnot 
s výjimkou bodů 00 →ω  a ∞→0ω , kde nabývá hodnot nulových (viz. obr.80). 
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) ( 00R ω

) ( 00 ωψ  
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 Obr.80. Amplitudová a fázová frekvenční charakteristika pro konstantní amplitudu harmonického buzení. 
 
 

Z průběhu amplitudové frekvenční charakteristiky pohonu při odezvě na harmonický budící 
signál o konstantní amplitudě znázorněné na obr.80 vyplývá, že amplitudová frekvenční 
charakteristika je monotónně klesající funkcí budící úhlové frekvence, přičemž pro 00 →ω  
nabývá amplitudová frekvenční charakteristika své maximální hodnoty, definované výrazem 
(5.142), kdežto pro ∞→0ω  se asymptoticky přibližuje k nule (viz. vztah (5.150)).  

b) Harmonické buzení s amplitudou úměrnou kvadrátu budící úhlové frekvence. V tomto 
případě platí C  a , což po dosazení do (5.142) dává 01 ≠ 0C2 =

 0Rlim0R 0000
0

=≡
→

) ()  ( ω
ω

, (5.151) 

tj. amplituda ustálených vynucených kmitů se pro nulové hodnoty budící úhlové frekvence 
také rovná nule. Analyzujeme-li si opět pro tento případ harmonického buzení vztah (4.139) 
zjistíme, že tento vztah nabývá téměř všude záporných reálných hodnot kromě bodů 00 →ω  

a ∞→0ω , ve kterých je roven nule (viz. vztah (5.141) a (5.146)), což s ohledem na kladné 
reálné hodnoty výrazu (5.140) znamená, že směrnice tečny k amplitudové frekvenční charak-
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c) Harmonické buzení o konstantní amplitudě i amplitudě úměrné kvadrátu budící úhlové 
frekvence. V tomto případě platí jak C 01 ≠ , tak také C 02 ≠ , takže amplituda ustálených 
vynucených kmitů nabývá nenulových hodnot jak v bodě 00 →ω , kde je definována výrazem 

(5.142), tak také v bodě ∞→0ω , kde je dána vztahem (5.144), přičemž v obou těchto bodech 
je směrnice tečny k amplitudové frekvenční charakteristice rovna nule, jak plyne ze vztahů 
(5.141) a (5.146). O průběhu amplitudové frekvenční charakteristiky můžeme předpokládat, 
že bude mít některý z tvarů znázorněných na obr.82, tj. půjde o určitou kombinaci průběhů 
amplitudových frekvenčních charakteristik pro harmonické buzení o konstantní amplitudě 
(viz. obr.80) a pro harmonické buzení o amplitudě úměrné kvadrátu budící úhlové frekvence 

 (viz. obr.81), přičemž o tom, který z těchto průběhů amplitudové frekvenční charakteris-
tiky se ve skutečnosti bude realizovat, rozhoduje (při stejných hodnotách parametrů pohonové 
soustavy) vzájemný poměr velikosti amplitudy úměrné kvadrátu budící úhlové frekvence  
a konstantní amplitudy C . 

1C

2

teristice, definovaná vztahem (5.139), nabývá skoro všude kladných hodnot s výjimkou bodů 
00 →ω  a ∞→0ω , kde nabývá hodnot nulových (viz. obr.81). 

1C

0ω
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2
π
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Ω=0ω

) ( 00R ω ) ( 00 ωψ
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Obr.81. Amplitudová a fázová frekvenční charakteristika pro amplitudu úměrnou kvadrátu budící frekvence. 
 
 

Z průběhu amplitudové frekvenční charakteristiky pohonu při odezvě na harmonický budící 
signál s amplitudou úměrnou kvadrátu budící úhlové frekvence 0ω , která je znázorněna na 
obr.81, vyplývá, že amplitudová frekvenční charakteristika je monotónně rostoucí funkcí 
budící úhlové frekvence, přičemž pro 00 →ω  nabývá amplitudová frekvenční charakteristika 

nulové hodnoty (viz. vztah (5.151)), kdežto pro ∞→0ω  se asymptoticky přibližuje hodnotě 

, jak plyne ze vztahu (5.144). 
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Lze očekávat, že v určitém intervalu hodnot jednotlivých amplitud  a C , bude pro určitou 
hodnotu budící úhlové frekvence 

1C 2

ex0 ωω =  nabývat amplitudová frekvenční charakteristika  

extrémní hodnoty , tj. lokálního extrému. Polohu tohoto lokálního extrému, pokud však 
existuje, stanovíme z nutné podmínky existence lokálního extrému amplitudové frekvenční 
charakteristiky, což je ekvivalentní nulové hodnotě čitatele výrazu (5.138), tj. z rovnice 
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 (5.152) 

do které však musíme za amplitudu  ustálených vynucených kmitů dosadit výraz (5.134), 
čímž dostaneme transcedentní rovnici, jejíž řešení je nutno provádět v převážné většině prak-
tických případů pomocí numerických metod.  
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Obr.82. Amplitudová a fázová frekvenční charakteristiky pohonové soustavy. 
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Pro přesnější vystižení průběhu ustáleného vynuceného kmitání je nutné, v důsledku přítom-
nosti sudých členů vratných momentů na pravé straně pohybové rovnice (5.112), uvažovat také jev 
usměrňování, což znamená, že předpokládané řešení (5.115) pohybové rovnice (5.112) bude kromě 
harmonických členů obsahovat i člen konstantní, který způsobuje posunutí středu kmitání, tj. řešení 
bude mít tvar 

) ( 0000 cosRsinBcosA~ ψτττω −+∆=++∆= , (5.153) 

kde  a 0R 0ψ  jsou amplituda a fázové posunutí ustáleného vynuceného kmitání, které jsou defino-
vány rovnicemi (5.130) a (5.131), a kde ∆  je dosud neurčená konstanta, vyjadřující asymetrii, resp. 
posunutí středu odpovídajícího ustáleného vynuceného kmitání. Při stanovení konstanty ∆  vyjdeme 
z fyzikálně ověřené skutečnosti, že práce vnitřních sil působících v soustavě během periody jejího 
ustáleného pohybu je rovna nule*), tzn. že musí platit rovnice 
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kterou lze, po dosazení předpokládaného řešení (4.153), psát ve tvaru 
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*)  Zapíšeme-li si pohybovou rovnici pohonu (5.109) ve výkonovém tvaru 

)  ,  ( )  ( ωωωω &&& ~~ftP~Î 0red += , 

tj. výkon výslednice sil je roven součtu výkonu vnějších a vnitřních sil, pak po zavedení časové transformace t0ωτ = , 

kde 0ω  je úhlová frekvence buzení, dostaneme rovnici 

)  ,  ( )  ( ωωωτωω ′+=′′ ~~fP~Î 0
2

0red . 

Integrujeme-li tuto rovnici v intervalu jedné periody poruchové funkce )  ( τP , potom platí rovnice 

∫∫∫ ′+=′′

πππ

τωωωτττωω

2

0
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2
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2
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2
0red d~~fdPd~Î )  ,  ( )  ( . 

Uvážíme-li nyní, že poruchová funkce )  ( τP  a ustálená odezva pohonu jsou periodické funkce s periodou π2 , potom 
integrál na levé straně rovnice a první integrál na pravé straně rovnice jsou rovny nule, takže můžeme psát 

0d~~f

2

0

0 =′∫
π

τωωω )  ,  ( , 

což vyjadřuje skutečnost, že práce vnitřních sil během periody pohybu je rovna nule. 
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odkud po integraci a po dosazení za jednotlivé veličiny ze vztahů (5.114), obdržíme pro neznámou 
konstantu  následující rovnici ∆
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ββ , (5.154) 

která je vlastně kubickou rovnicí, jejímž řešením můžeme obdržet buď tři reálná řešení nebo jedno 
reálné a dvě komplexně sdružená řešení. 
Analyzujme si nyní počet možných reálných řešení kubické rovnice (5.154) v závislosti na hodno-
tách jednotlivých koeficientů v této rovnici. Za tím účelem si rovnici (5.154) přepíšeme na tvar 
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tj. řešení definujeme jako průsečík dvou funkcí, definovaných vztahy 
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(5.156) 

Uvážíme-li však skutečnost, že na základě druhé podmínky stability rovnovážného stavu (5.48b) a 
na základě podmínky (5.78) zamezení vzniku reálné bifurkace při , se požaduje platnost 
následujících nerovností mezi charakteristikami motoru a pracovního stroje 
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potom je zřejmé, že vždy platí 
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Znázorníme-li si průběhy funkcí  a )  ( ∆1G )  ( ∆2G  v závislosti na hodnotě , obdržíme situaci jenž 
je znázorněna na obr.83, odkud je zřejmé, že funkce 

∆

)  ( ∆1G  a )  ( ∆2G  se protínají pouze v jediném 
bodě, který leží buď v levé nebo pravé polorovině reálných čísel, což závisí na tom zda platí buď 

 nebo  . Z toho tedy vyplývá, že kubická rovnice (5.154) má pouze 
jedno reálné řešení, takže velikost konstantního členu 
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Z
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∆  je určena jednoznačně, přičemž analytický 

vztah pro stanovení hodnoty tohoto členu, který lze získat metodami lineární algebry, má tvar 
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kde veličiny ε  a σ  jsou definovány výrazy 
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a kde  je amplituda ustálených vynucených kmitů, kterou vypočteme z rovnice (5.134). Analýza 

vztahu (5.158), v závislosti na úhlové frekvenci buzení 
0R

0ω , se jeví z praktického hlediska poměrně 

složitá, protože závisí na druhých a třetích odmocninách z amplitudy  ustálených vynucených 
kmitů, která je sama o sobě dána poměrně složitým výrazem (viz. vztah (5.134)). 
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 Obr.83. Znázornění řešení rovnice (5.154) jako průsečík křivek )  ( ∆1G  a . )  ( ∆2G

 
Hledejme proto možná zjednodušení rovnice (5.155), která by nám poskytla jednodušší, ale kvali-
tativně i kvantitativně dobře vyhovující vztah pro konstantní člen ∆ . Za tím účelem je vhodné se 
zamyslet nad velikostí jednotlivých členů v rovnici (5.155). Vezmeme-li v úvahu, na základě prak-
ticky ověřených zkušeností, že amplituda  ustálených kmitů je přibližně více jak pětkrát větší než 
konstantní člen , můžeme psát následující odhady 

0R
∆
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(5.160) 

Využijeme-li těchto odhadů v rovnici (5.155), dostaneme zjednodušený vztah ve tvaru 

2
0M

3
Z

3

M
2

Z
22

0M
3

Z
3

M
1

Z
1 R

2
1R

2
3

ββ
ββ

ββ
ββ

−
−

−=







+

−
−

∆ , (5.161) 

z něhož pro konstantní člen  vyplývá následující výraz ∆
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který lze však ještě dále zjednodušit, protože v reálných pohonových soustavách můžeme, poměrně 
s malou relativní chybou, položit ve vztahu (5.162) jmenovatel přibližně rovný jedné. Tímto dostá-
váme pro hodnotu posunutí středu kmitání ∆  rovnici  
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která, poskytuje velmi dobré výsledky jak kvalitativního, tak také kvantitativního charakteru.  
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Znázorníme-li si závislost konstantního členu ∆  na velikosti budící úhlové frekvence 0ω , 
dostaneme situaci uvedenou na obr.84. Ze vztahu (5.163), resp. srovnáním jednotlivých grafických 
závislostí ) ( 0ω∆  na obr.84 s amplitudovými frekvenčními charakteristikami na obr.80 až obr.82 
(pro odpovídající charakter amplitudy harmonického buzení), je ihned zřejmé, že z kvalitativního 
hlediska není žádný rozdíl mezi průběhem závislosti velikosti konstantního členu ) ( 0ω∆

 ( 

 a 
průběhem amplitudových frekvenčních křivek. Z praktického hlediska to tedy znamená, že všechny 
kvalitativní informace (zjištěné ať již analyticky, numericky nebo experimentálně) o průběhu ampli-
tudových frekvenčních křivek lze přenést na průběh závislosti velikosti konstantního členu )0ω∆ , 
bez nutnosti tuto závislost nějakým způsobem zjišťovat, což platí zcela pochopitelně i naopak.  
                      
 

5.3.2. Stabilita ustálené odezvy pohonové soustavy 
Při vyšetřování stability ustálené odezvy pohonové soustavy na harmonické buzení, vyjdeme ze 

soustavy (5.128) obyčejných diferenciálních rovnic 1.řádu, popisujících časovou změnu amplitudy 
a fázového posunutí odezvy pohonové soustavy na harmonické buzení, ve kterých si jednotlivé 
proměnné vyjádříme ve tvaru součtu ustáleného řešení a poruchové složky, tj. ve tvaru 

)  ( )  ( ττ rRR 0 += ,     )  ( )  ( τϕψτψ += 0 , (5.164) 

kde , resp. 0R 0ψ  je amplituda, resp. fázové posunutí ustáleného vynuceného kmitání, tedy veličiny, 
které nezávisí na čase (tj. jejich časová derivace je rovna nule), a kde )  ( τr , resp. )  ( τϕ  jsou poru-
chové funkce amplitudy, resp. fázového posunutí, které jsou však již časově závislé. Dosadíme-li 
vztahy (5.164) do rovnic (5.128), pak po jednoduchých úpravách obdržíme soustavu diferenciálních 
rovnic pro poruchové funkce v následujícím tvaru 
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jejichž řešením dostaneme závislost poruchových funkcí na čase, tj. )  ( τrr = a )  ( τϕϕ = , což nám 
potom umožňuje posoudit stabilitu ustáleného vynuceného kmitání. Jelikož nalezení řešení rovnic 
(5.165) v uzavřeném tvaru není pro libovolně velké poruchové funkce možné, budeme tyto rovnice 
řešit přibližným způsobem. Přibližný způsob řešení rovnic (5.165) spočívá na předpokladu, že veli-
kost poruchových funkcí je dostatečně malá vzhledem k hodnotám parametrů ustáleného stavu, tj. 
platí-li )  ( τrR0 >>  a )  ( τϕψ >>0 . Je-li tento předpoklad splněn, potom lze přibližně položit 
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což po dosazení do (5.165) dává linearizované rovnice pro rušivé funkce ve tvaru 
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kde byla zavedena nová proměnná ρ  vztahem 

ϕρϕρ ′=′⇒= 00 RR . (5.168) 

Uvážíme-li nyní platnost definičních rovnic (5.129) pro ustálené hodnoty amplitudy a fázového 
posunutí, pak po elementárních úpravách rovnic (5.168) dostaneme 
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což je soustava homogenních lineárních diferenciálních rovnic 1.řádu s konstantními koeficienty, 
jejíž řešení předpokládáme ve tvaru 

τλτ eCr r=)  ( ,     . τλ
ρτρ eC=)  ( (5.170) 

Dosadíme-li předpokládané řešení (5.170) do soustavy (5.169), potom po elementárních úpravách 
dostaneme následující soustavu lineárních algebraických rovnic pro neznámé konstanty C , C  r ρ

. 
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Jelikož soustava lineárních rovnic (5.171) je homogenní, potom pro netriviální hodnoty konstant  
a C  musí být determinant této soustavy roven nule, což znamená, že neznámé konstanty C  a  

musí být lineárně závislé. Z podmínky nulové hodnoty determinantu soustavy (5.171) vyplývá, že 
hodnoty exponentu 

rC

ρCρ r

λ  musí splňovat tzv. charakteristickou rovnici 
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 (5.172) 

jejímž řešením obdržíme vždy dvě hodnoty exponentu λ , jež jsou v obecném případě komplexními 
čísly. Je zřejmé, že mají-li exponenty λ  kladné, resp. záporné reálné části, potom poruchové funkce 

)  ( τr  a )  ( τϕ  s rostoucím časem nabývají nekonečných, resp. nulových hodnot. To tedy znamená, 
že ustálená odezva pohonové soustavy na harmonické buzení, definovaná amplitudou a fázovým 
posunutím ustálených vynucených kmitů, je asymptoticky Ljapunovsky stabilní tehdy a jen tehdy, 
jestliže reálné části exponentů λ  nabývají záporných hodnot. Použijeme-li k posouzení charakteru 
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reálných částí exponentů λ , jakožto kořenů  charakteristické rovnice (5.172), např. Hurwitzova 
kritéria, pak nutnou a postačující podmínkou záporných hodnot reálných částí exponentů λ  je, aby 
parametry pohonu splňovaly následující dvě nerovnice 

0>
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2
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020 + , (5.173a) 

II.      0aRk3aa
16

k27a3 22
0

2
0320

2
3

2
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+ ) () ( µµ , (5.173b) 

které nám vlastně představují hledané podmínky stability ustálené odezvy pohonové soustavy na 
harmonický budící signál. 

Pokusme se nyní, přeformulovat obě podmínky stability (5.173) ustáleného stavu pohonu při 
odezvě na harmonický budící signál tak, aby měly z praktického hlediska co možná nejjednodušší 
grafické vyjádření, tj. aby bylo možné poměrně rychle nakreslit pro určité hodnoty parametrů poho-
nové soustavy a danou budící úhlovou frekvenci 0ω  oblasti stabilní a nestabilní ustálené odezvy. Za 
tím účelem musíme nejdříve původní nerovnice (5.173), pomocí vhodných substitucí, převést na co 
možná nejjednodušší analytický tvar. Začněme nejdříve podmínkou stability (5.173b) u které přes-
kupíme členy následujícím způsobem 
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Uvážíme-li nyní, že jednotlivé členy v hranatých závorkách na levé straně výše uvedené nerovnice 
je možné zapsat ve tvaru 
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potom lze podmínku stability (5.173b) vyjádřit touto nerovnicí 

. (5.174) 
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pak je zřejmé, že podmínky stability (5.173) můžeme, s použitím vztahu (5.174) a substitucí (5.175) 
zapsat v následujícím jednoduchém tvaru 
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Obr.85. Oblast stability ustálené odezvy pohonu na harmonické buzení 
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S
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S
ξηξξηη +

>−+− ) () ( .         (5.176b) 

Ze vztahů (5.176) vyplývá, že ustálená odezva pohonové soustavy při odezvě na harmonické buzení 
bude stabilní, pokud zastupující bod o souřadnicích ] ,[ ξη  bude ležet napravo od hraniční křivky, 
která je definována jako průnik přímky rovnoběžné s osou souřadnic ξ  a protínající osou souřadnic 

η  v bodě 
4

3 Sη  s kružnicí se středem v bodě  o souřadnicích S ],[ S  Sξη  a poloměru 2
S

2
S2

1 ξη + , 

jak je znázorněno na obr.85 tučnou čarou. Při vyšetřování stability ustálené odezvy pohonové 
soustavy na harmonické buzení o úhlové frekvenci 0ω  postupujeme následujícím způsobem : 

a) pro dané parametry pohonové soustavy a pro danou velikost amplitudy a úhlové frekvence 

0ω  harmonického budícího signálu vypočteme ze vztahu (5.134) amplitudu  ustáleného 

vynuceného kmitání a ze vztahů (5.175) vypočteme veličiny 
0R

Sη  a Sξ , 
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b) ze znalosti veličin Sη  a Sξ  sestrojíme v souřadnicovém systému ) ,, ( ξη0  hraniční křivku, 
oddělující od sebe vzájemně oblast stabilní a nestabilní ustálené odezvy pohonu, jako průnik 

přímky rovnoběžné s osou souřadnic ξ  a protínající osou souřadnic η  v bodě 
4

3 Sη  s kružnicí 

se středem v bodě  o souřadnicích S ] , SS[ ξη  a poloměru 2
S

2
S ξη +

2
1  (na obr.85 je tato 

hraniční křivka znázorněna tučnou čarou),  

c) ze znalosti amplitudy  ustálených vynucených kmitů pak ze vztahů (5.164) vypočteme sou-
řadnice 

0R
η , ξ  zastupujícího bodu a poté znázorníme jeho polohu v souřadnicovém systému 
) ,, ( ξη0  (na obr.85 je tento zastupující bod označen jako P), 

d) provedeme kontrolu zda se zastupující bod nachází v oblasti stability (na obr.85 leží zastu-
pující bod P vně oblasti stability, což znamená, že ustálená odezva pohonu na harmonické 
buzení není stabilní). 

 
Grafického znázornění v systému souřadnic ) ,, ( ξη0 , kterého jsme použili ke znázornění pod-

mínek stability ustálené odezvy pohonu (5.176), lze s výhodou využít také k vyznačení oblastí růz-
ných typů kořenů λ  charakteristické rovnice (5.172), na jejichž základě lze usuzovat na kvalitativní 
charakter přechodového děje poruchových funkcí )  ( τr , )  ( τϕ . Je známou skutečností, že reálným 
kořenům λ  odpovídá aperiodický průběh přechodového děje, kdežto komplexně sdruženým koře-
nům λ  odpovídá periodický průběh přechodového děje, přičemž oblasti reálných a komplexních 
kořenů λ  jsou v souřadnicích ( ) ,, ξη0  od sebe vzájemně odděleny křivkou, jejíž rovnici získáme, 
položíme-li diskriminant charakteristické (v našem případě kvadratické) rovnice (5.172) roven nule 
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které přejde s využitím substitucí (5.175) do tvaru 

1
ba 2

2

2

2
S =−

− ηξξ ) ( , (5.177) 

což je kanonický tvar rovnice hyperboly se středem ] ,  [] ,  [ SHH 0H ξξη == , jejíž reálná osa je 
totožná s osou ξ  a kde imaginární osa, která je v tomto případě rovnoběžná s osou η , protíná osu 
ξ  v bodě o souřadnici Sξ , přičemž pro délku reálné poloosy  a imaginární poloosy b platí a

2
a Sξ= ,     

2
3 Sξ=b , (5.178) 

na jejichž základě lze stanovit délkovou excentricitu hyperboly 
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S
22 bae ξ=+= ,  

s jejíž pomocí můžeme určit souřadnice ohnisek O  a O  hyperboly 1 2

[ ] [ ]SSSH1 0eO ξξξη +=+=  ,  , , 

[ ] [ ]SSSH2 0eO ξξξη −=−=  ,  , . 
 

Jednotlivé větve hyperboly, definované rovnicí (5.177), jsou dány vztahy 

22
SS1 3

4
2
1 ηξξξ ++= ,     22

SS2 3
4

2
1 ηξξξ +−= , (5.179) 

odkud po jednoduché úpravě obdržíme pro souřadnice průsečíků hyperboly s osou η  vztahy 

S1 2
3 ξη = ,     S2 2

3 ξη −= . (5.180) 

Důležitou charakteristikou hyperboly jsou její asymptoty. Obecně lze rovnice asymptot hyperboly, 
uvážíme-li že asymptoty procházejí středem hyperboly ] ,  [ S0H ξ= , psát ve tvaru 
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1 += ,     , ηξξ ξkS
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kde k  je směrnice asymptoty, která je dána výrazem ξ
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d
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což po dosazení do obecných rovnic asymptot dává následující výrazy 
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Stanovíme-li si nyní ξ -ové souřadnice jednotlivých větví hyperboly (5.177) v bodech 
4

3 Sηη = , 

dostaneme pro tyto souřadnice vztahy 

4
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což odpovídá ξ -ovým souřadnicím průsečíků hranic stability jednotlivých podmínek (5.176), jak je 
zřejmé z obr.85. Uvážíme-li navíc, že směrnice tečny na hranici stability podmínky (5.176b), resp. 
na jednotlivých větvích hyperboly (5.177), je dána výrazem 
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pak po dosazení 
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3 Sηη =  dostaneme 
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, (5.182) 

odkud je ihned zřejmé, že v průsečících jednotlivých větví hyperboly (5.177) s hranicemi stability 
podmínek (5.176) ustálené odezvy pohonové soustavy mají tyto křivky také společné tečny. 

Znázorníme-li si nyní graficky v souřadnicovém systému ( ) ,, ξη0 , kterého jsme použili také 
ke znázornění podmínek stability (5.176) ustálené odezvy pohonové soustavy, oblasti reálných a 
komplexních vlastních čísel, kterým odpovídají oblasti aperiodického a periodického přechodového 
děje, pak na základě výše uvedených analýz obdržíme situaci znázorněnou na obr.86. 
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 Obr.86. Oblasti aperiodického a periodického přechodového děje. 
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5.3.3. Topologické vlastnosti trajektorií ustálené odezvy pohonu 
Z hlediska analýzy dynamických vlastností pohonové soustavy, poskytuje velmi cenné infor-

mace také znázornění trajektorie pohonové soustavy, v souřadnicovém systému ( ) ,  ,  MM~~0 ω , při 
její odezvě na harmonický budící signál. Na základě průběhu těchto trajektorií lze potom usuzovat, 
jaký vliv mají jednotlivé parametry pohonové soustavy na dynamické vlastnosti této soustavy, což 
lze zpětně využít pro identifikaci parametrů pohonové soustavy na základě experimentálně stano-
vené trajektorie daného pohonu při její ustálené odezvě na harmonický budící signál.  

Dříve než přistoupíme k podrobnému vyšetřování základních topologických vlastností ustálené 
odezvy pohonové soustavy při její odezvě na harmonický budící signál, musíme si nejdříve stano-
vit časový průběh poruchové složky momentu motoru )  ( tM~M~ MM =

ωω ′=

. K tomuto účelu využijeme 

vztahu (5.107), který si vzhledem k platnosti identity ω ~~
0

&  přepíšeme do tvaru 
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což v našem případě dává rovnici 
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~~~~ÎM~ ωβωβωβωω +++′= . (5.183) 

Dosadíme-li do této rovnice za ω~  výraz (5.153), dostaneme vztah 
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který si můžeme, uvážíme-li platnost následujících identit 
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=− , 
 

a vezmeme-li v úvahy prakticky ověřenou skutečnost, že velikost amplitudy vyšších harmonických 
složek jsou řádově nižší než velikost amplitudy prvních harmonických složek, přepsat do následu-
jícího přibližného tvaru 

) ( ) ( 0
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1M sinDcosCM~M~ ψτψτ −+−+∆=& , (5.184) 

tzn. jako součet konstantního členu a prvních harmonických složek, přičemž pro posunutí středu 
poruchové složky momentu motoru M~∆  platí 
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ββ , (5.185) 

a kde amplitudy prvních harmonických složek jsou dány výrazy 
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Uvážíme-li nyní platnost rovnice (5.154) pro výpočet konstanty ∆ , potom se dá ukázat, že hodnoty   
konstanty , stanovené řešením rovnice (5.154), vyhovují také rovnici ∆
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β ,  

což znamená, že výraz ve složené závorce ve vztahu (5.185) je roven nule, takže posunutí středu 
poruchové složky momentu motoru je také rovno nule, tj. můžeme psát 
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ββ . (5.187) 

Použijeme-li navíc k vyjádření konstanty ∆  přibližného výrazu (5.163), potom lze vztahy pro výpo-
čet amplitud prvních harmonických složek (5.186) přepsat ve tvaru 
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 (5.188) 

které se jeví jako výhodnější z hlediska možného využití při identifikaci pohonových soustav.  
Nyní, když již jsme si stanovili výraz pro časovou závislost poruchové složky momentu motoru 

MM~ , můžeme přistoupit k podrobnému vyšetřování základních topologických vlastností ustálené 
odezvy pohonové soustavy na harmonický budící signál, která je zadána v souřadnicovém systému  

) , MM ,  ( ~~0 ω  parametrickými rovnicemi 

. ) ( ) ( 

, ) (     

0
M

10
M

1M

00

sinDcosCM~
cosR~

ψτψτ

ψτω

−+−=

−+∆=
 (5.189) 

Zavedením substituce 0ψτϕ −=  a elementárními úpravami lze docílit následujícího tvaru paramet-
rických rovnic (5.189) 

, )  (

, 

ϕω

ϕω

sinDRM~R~C

cosR
M

10M01

0

−=−∆−

=∆−
  

který lze dále zjednodušit zavedením těchto transformací souřadnic 

0R

~
x ∆−
=
ω ,     M

1

M

D
M~y −= , (5.190) 

do tohoto tvaru 

, 

, 

ϕϑ

ϕ

sinycotgx

cosx

−=+

=
 (5.191) 

kde veličina ϑ  představuje fázové posunutí poruchové složky momentu motoru  vzhledem na 
poruchovou složku úhlové rychlosti motoru 

MM~

ω~ . Kvadratickým umocněním rovnic (5.191) a jejich 
sečtením dostaneme následující algebraickou rovnici 
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01cotgyx2yxcotg1 222 =−+++ ϑϑ )  ( , (5.192) 

která je speciálním případem obecné algebraické rovnice druhého stupně ve tvaru 

0aya2xa2yayxa2xa 332313
2

2212
2

11 =+++++ , (5.193) 

pro tyto hodnoty koeficientů 

.              ,                      , 
,       ,      , 
1a0a0a

1acotgacotg1a

332313

2212
2

11

−===
==+= ϑϑ

 (5.194) 

 Z algebraické teorie křivek je známo, že obecnou algebraickou rovnicí druhého stupně ve tvaru 
(5.193) jsou matematicky vyjádřeny všechny kuželosečky, přičemž o typu kuželosečky rozhoduje, 
jakých hodnot nabývají invarianty křivky druhého stupně 1δ , 2δ  a 3δ , viz. tab.č.1. 

 

02 ≠δ  02 =δ  

středové kuželosečky nestředové kuželosečky  

02 >δ  02 <δ   

013 <δδ  

reálná elipsa 

013 >δδ  

03 ≠δ  

vlastní 
kuželosečky 

imaginární 
elipsa 

hyperbola parabola 

dvojice protínajících se přímek dvojice rovnoběžek 

3311
2

13 aaa −  

0>  0=  0<  

03 =δ  

nevlastní 
kuželosečky imaginární 

přímky reálné přímky 
dvě různé 

rovnoběžky 
dvě splývající 
rovnoběžky 

dvě imaginární 
rovnoběžky 

 
Tab.č.1. Typ kuželosečky v závislosti na hodnotách invariantů  δ 1 , δ 2 , δ 3  křivky druhého stupně. 

 

Hodnoty invariantů křivky druhého stupně 1δ , 2δ , 3δ  jsou dány výrazy 

22111 aa +=δ ,     
2212

1211
2 aa

aa
=δ ,     

332313

232212

131211

3

aaa
aaa
aaa

=δ   

což v našem případě dává 
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ϑδ 2
1 cotg2 += ,     12 =δ ,     13 −=δ . (5.195) 

Uvážíme-li nyní, že platí 
01 >δ ,     02 >δ ,     03 <δ ,     031 <δδ ,  

potom z tab.č.1 vyplývá, že algebraická rovnice (5.192) je implicitní rovnicí reálné elipsy. To tedy 
znamená, že ustálená odezva pohonové soustavy na harmonický budící signál, popsaná parametric-
kými rovnicemi (5.191), má v souřadnicovém systému , z hlediska topologické klasifi-
kace trajektorií, vždy tvar středové kuželosečky, a to reálné elipsy. Jelikož transformační rovnice 
(5.190) představují posunutí souřadnicového systému , je ihned zřejmé, že ustálená 

odezva pohonové soustavy má v souřadnicovém systému (

)  ,  ,  ( yx0

 ,  ,  MM~~0 ω

 ,  ,  M

)(

M )~~0 ω  také tvar elipsy, avšak střed 
této elipsy již neleží v počátku souřadnic. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

b 
a 

b) a) 

η 

ξ 

y 

x 

α 

η 

ξ 

y 

x 

 Obr.87. Pootočení souřadnicového systému a),  trajektorie ustálené odezvy v pootočených souřadnicích b). 

 
 
Pro podrobnější analýzu tvaru trajektorie ustálené odezvy pohonové soustavy v souřadnicovém 

systému , si převedeme algebraickou rovnici (5.192) do normalizovaného tvaru. Toho 
docílíme zavedením nového souřadnicového systému 

)  ,  ,  ( yx0
)  ,  ,  ( ηξ0 , který je však oproti původnímu 

souřadnicovému systému  pootočen o úhel )  ,  ,  ( yx0 α  (viz. obr.87a), jehož hodnotu stanovíme 
pomocí následujícího výrazu 

ϑ
ϑ

α tg2
cotg

2
aa

a22tg
2211

12 ==
−

=
. 

(5.196) 

Uvážíme-li však, že pro hodnotu fázového posunutí ϑ  mezi poruchovou složkou momentu motoru 

MM~  a poruchovou složkou úhlové rychlosti motoru ω~  platí 
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Dtg =ϑ ,  

pak po dosazení tohoto vztahu do (5.196), spolu s vyjádřením veličin  a  pomocí vztahů 
(5.188), dostaneme pro hodnotu úhlu 
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Zavedením nových souřadnic ξ , η  (viz. obr.87a) 

αηαξ sincosx −= , 

αηαξ cossiny += , 
(5.198) 

přejde rovnice (5.192) do tvaru 

1
ba 2

2

2

2

=+
ηξ , (5.199) 

což je kanonický tvar rovnice elipsy v tzv. normální poloze, tj. elipsy jejíž střed leží v počátku 
souřadnicovém systému )  ,  ,  ( ηξ0 a jejíž poloosy splývají se souřadnicovými osami ξ  a η  (viz. 
obr.87b), přičemž pro délku těchto poloos platí vztahy 
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(5.200) 

Tvar elipsy v souřadnicovém systému )  ,  ,  ( ηξ0  závisí na velikostech jednotlivých poloos, jak je 
patrné z obr.88, přičemž poloosa o větší, resp. menší velikosti se označuje jako hlavní, resp. jako 
vedlejší poloosa elipsy. Ze vztahů (5.200) pro výpočet velikosti jednotlivých poloos elipsy vyplývá, 
že , tzn. hlavní poloosa splývá se souřadnicovou osou ba > ξ  (viz. obr.88b), tehdy a jen tehdy, je-li 

poměr amplitud prvních harmonických složek poruchové složky momentu motoru MM~  záporné 
číslo. Není-li tato podmínka splněna, tj. poměr amplitud prvních harmonických složek poruchové 
složky momentu motoru je číslo kladné, potom platí ba <  a hlavní poloosa elipsy splývá s osou 
souřadnic η  (viz. obr.88a). Schématicky můžeme tedy výše uvedenou skutečnost zapsat takto 

{
,elipsy  poloosa  vedlejšíje  

,elipsy  poloosa hlavní je  
b
a

ba0
D
C

M
1

M
1 ⇒>⇒<  

{
.elipsy  poloosa hlavní je  

,elipsy  poloosa  vedlejšíje  
b
a

ba0
D
C

M
1

M
1 ⇒<⇒>  
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Obr.88. Tvar elipsy v závislosti na velikosti jejích poloos: a) případ  b > a,  b) případ  a > b . 
 
 
Provedeme-li vzájemný součin velikostí jednotlivých poloos elipsy, definovaných vztahy (5.200), 
pak zjistíme, že platí 
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 (5.201) 

tzn. že součin poloos elipsy, jakožto trajektorie ustálené odezvy pohonové soustavy na harmonický 
budící signál v souřadnicovém systému , je vždy identicky roven jedné a není závislý na 
hodnotách parametrů pohonové soustavy. Důsledkem identity (5.201) je také skutečnost, že plošný 
obsah elipsy, který je dán vzorce 

)  ,  ,  ( yx0

baS π= , je v souřadnicovém systému ( , pro libovolné 
hodnoty parametrů pohonové soustavy, vždy roven hodnotě 

)  ,  ,  yx0
π . 

Znázorníme-li si graficky průběh trajektorie ustálené odezvy pohonové soustavy na harmonické 
buzení v souřadnicovém systému , obdržíme situaci uvedenou na obr.89, kde jsou také 
zakótovány souřadnice význačných bodů této trajektorie, kterých lze s výhodou využít při identifi-
kaci parametrů pohonové soustavy. Pro souřadnice těchto význačných bodů platí 

)  ,  ,  ( yx0

αcosaxA ±= ,     αsinayA ±= ,     αsinbxB ±= ,     αcosbyB ±= , (5.202) 
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220

cosbsina
1x

)  ()  ( αα +
±= ,     

220
sinbcosa

1y
)  ()  ( αα +

±= , 

22
max sinbcosax )  ()  ( αα +±= ,     22

max cosbsinay )  ()  ( αα +±= , 

(5.202) 
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Obr.89. Význačné body na trajektorii ustálené odezvy pohonové soustavy.  
 
 
kde ,  jsou velikosti poloos elipsy, které jsou definovány vztahy (5.200). Ze vztahů (5.202) je 
ihned zřejmé, že můžeme psát 

a b

1yx max0 ±= ,     1yx omax ±= , (5.203) 

tj. součin souřadnice  průsečíku elipsy s osou 0x x a její maximální hodnoty  ve směru souřad-

nicové osy , resp. součin souřadnice  průsečíku elipsy s osou  a její maximální hodnoty  
ve směru souřadnicové osy 

maxy

y 0y y maxx
x  je vždy v absolutní hodnotě roven jedné. 
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Poznámka :  Jelikož struktura vztahů (5.200) až (5.203), popisujících kvalitativně i kvantitativně 
trajektorii ustálené odezvy pohonové soustavy na harmonický budící signál, velmi silně závisí na 
použité teoretické metodě analýzy dynamických vlastností pohonových soustav, lze očekávat, že 
vztahy (5.200) až (5.203) budou základním „prubířským kamenem“ použité teoretické metody, a to 
buď v závislosti na výsledcích numerických simulací, nebo na základě kvantitativních údajů 
stanovených z experimentálně stanovené trajektorie ustálené odezvy pohonové soustavy na harmo-
nický budící signál. 
 
 

5.4. Přechodové děje v pohonové soustavě 
Důležitou součástí analýzy dynamických vlastností pohonových soustav je i problematika pře-

chodových dějů, zejména pak otázka doby potřebné k rozběhu nebo zastavení dané pohonové sou-
stavy, což má význam jak z hlediska ekonomického a technologického, tak také z hlediska vyšetřo-
vání negativních účinků na okolní prostředí při havarijních stavech pohonových soustav. 

Při analýzách přechodových dějů probíhajících v pohonových soustavách, zejména pak v etapě 
jejího konstrukčního návrhu, vycházíme z pohybových rovnic modelové soustavy pohonu ve tvaru 
(5.1). Uvážíme-li nyní, že v převážné většině praktických aplikací nabývají poruchové (oscilující) 
složky redukovaného momentu setrvačnosti, statické momentové charakteristiky motoru a zatěžu-
jícího momentu pracovního stroje řádově menší než jejich centrované složky, pak platí 

)  ,  ()  (     ,  )  ,  ()  (     ,  )  ( ϕϕϕϕϕϕϕ &&&& ZZMSMSredred M~M̂M~M̂I~Î >>>>>> ,  

a vztahy (4.2) můžeme zapsat ve tvaru 
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 (5.204) 

tj. jako funkce, které závisí pouze na hodnotách úhlové rychlosti výstupního hřídele motoru. Použi-
jeme-li výše uvedeného předpokladu v pohybových rovnicích (5.1), dostaneme soustavu diferenci-
álních rovnic 1.řádu ve tvaru 

,  )  ()  ()  (

,  )  ()  (

ωτ

ωω

MSMMM

ZMred

MtMtM

MtMI

=+

−=
&

&
 (5.205) 

kde byla zavedena substituce 
ϕω &= ,     ϕω &&& = . (5.206) 

Úpravou první rovnice (5.205) dostaneme následující výraz pro neznámou  MM

)  ()  ( ωω ZredM MItM += & , (5.207) 
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jejíž časovou derivací obdržíme 

ω
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ωω &&&&

d
MdItM Z

redM
)  ()  ( += ,  

což po dosazení do druhé rovnice (5.205) dává 
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&&& , (5.208) 

tj. jednu obyčejnou nelineární diferenciální rovnici 2.řádu, která popisuje přechodové děje probíha-
jící v pohonové soustavě vzhledem k proměnné ω  (úhlové rychlosti výstupního hřídele motoru). 
 
 

5.4.1. Doba rozběhu pohonové soustavy 
Při vyšetřování doby rozběhu  pohonové soustavy musíme vycházet z pohybové rovnice 

(5.208), která je však nelineární diferenciální rovnicí 2.řádu. Jelikož nalezení řešení této rovnice 
v uzavřeném tvaru není možné, pokusíme se nalézt alespoň přibližné řešení, které by bylo dosta-
tečně přesné jak z hlediska kvantitativního, tak také z hlediska kvalitativního, přičemž jako nejrych-
lejší cesta k tomuto cíly se jeví zanedbání dynamických vlastností hnacího motoru, reprezentova-
ných časovou konstantou motoru 

Rt

Mτ , tj. položením 0M =τ . 

Dříve než přistoupíme k přibližnému řešení pohybové rovnice (5.208), tj. odvození vztahu pro 
dobu rozběhu  pohonové soustavy, za předpokladu zanedbání dynamických vlastností hnacího 
motoru, stanovíme si podmínky, za kterých je tento předpoklad oprávněný. Za tím účelem vyjdeme 
z dynamické charakteristiky motoru, definované druhou rovnicí v soustavě (5.205), ve které polo-
žíme 

Rt

)  1M MS =,  ( ϕϕ & , takže 

1tMtM MMM =+ )  ()  (&τ ,     00M M =)  ( , (5.209) 

tj. budeme vyšetřovat časový průběh momentu motoru při odezvě na jednotkovou skokovou funkci. 
Řešení rovnice (5.209) při odpovídající počáteční podmínce má tvar 









−−=

M
M

texp1tM
τ

)  ( , (5.210) 

jehož grafické znázornění je uvedeno na obr.90. V časovém okamžiku t Mτ=  nabývá moment 
motoru hodnoty 

632,0e1M 1
MM ≈−= −) (τ ,  

takže dosahuje 63  své hodnoty v ustáleném stavu, tzn. že platí %2,

)  () ( tMlim632,0M MtMM ∞→
≈τ . (5.211) 

Sestrojíme-li nyní přímku  procházející počátkem a protínající jednotkovou skokovou funkci 
v čase t

)  ( tm

Mτ= , lze pro ni odvodit následující funkční předpis 
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 m ( t )MM ( t ) 
 
 1 

MM ( t )  
 
 
 

≈ 0,632
 
 
 0 t τ M 

 
Obr.90. Časový průběh momentu motoru při odezvě na jednotkovou skokovou funkci 

 
 

M
m

M
m

1kttktm
ττ

=⇒==)  ( . (5.212) 

Uvážíme-li nyní, že směrnice tečny k časovému průběhu momentu motoru  je dána násle-
dujícím výrazem 

)  ( tM M









−=

MM

M texp1
td

tMd
ττ

)  ( ,  

tj. exponenciálně klesá s rostoucím časem, pak v čase  0t =  nabývá své maximální hodnoty 

M0t

M 1
td

tMd
τ

=








=

)  ( , (5.213) 

která je totožná s hodnotou směrnice přímky , což znamená, že přímka , daná funkčním 
předpisem (5.212), představuje tečnu k časovému průběhu momentu motoru  v bodě 

)  ( tm )  ( tm
 ( tM M ) 0t = . 

Z toho tedy vyplývá, že tečna k časovému průběhu momentu motoru , při jeho odezvě na 
jednotkovou skokovou funkci, nabývá jednotkové hodnoty v čase t

) t (M M

Mτ= , přičemž v tomto časovém 
okamžiku je hodnota momentu motoru rovna 63  své ustálené hodnoty (viz. vztah (5.211)). To 
znamená, že časová konstanta motoru 

%2,

Mτ  představuje charakteristickou dobu odezvy motoru a je 
tedy významnou charakteristikou motoru, specifikující jeho dynamické vlastnosti při přechodových 
jevech probíhajících v motoru. Na základě výše uvedeného rozboru dynamických vlastností motoru 
můžeme tedy přistoupit ke stanovení podmínek, kdy lze při vyšetřování přechodových jevů probí-
hajících v pohonových soustavách dynamické vlastnosti motoru zanedbat. Za tím účelem vyjdeme 
z rovnice (5.210), popisující odezvu motoru na jednotkovou skokovou funkci, přičemž s ohledem 
na asymptotické vlastnosti této rovnice (odezva motoru dosáhne své ustálené hodnoty za nekonečně 
dlouhý časový interval) pokládejme přechodový děj za ukončený v takovém časovém okamžiku , 
ve kterém odezva motoru na jednotkovou skokovou funkci dosáhne 95  své ustálené hodnoty, tj. 

0t
%
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)  () ( tMlim95,0tM Mt0M ∞→
= ,  

což po dosazení do (5.210) dává rovnici 









−−=⇒




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


−−=

M

0

M

0
0M

texp195,0texp1tM
ττ

) ( ,  

jejímž řešením obdržíme pro hodnotu t  následující výraz 0

MM0 320lnt ττ == & , (5.214) 

z něhož vyplývá, že odezva motoru na jednotkovou skokovou funkci nabývá z praktického hlediska 
své ustálené hodnoty v čase rovnajícím se trojnásobku časové konstanty motoru Mτ , tj. přechodové 
děje probíhající v motoru lze z praktického hlediska považovat za ukončené po uplynutí časového 
intervalu rovnajícímu se trojnásobku velikosti časové konstanty Mτ . 

Představme si, že známe časový průběh úhlové rychlosti )  ( tω  výstupního hřídele motoru 
během doby  trvání přechodového děje pohonové soustavy, potom rozdělíme-li celkovou dobu  
trvání přechodového děje na deset intervalů o délce t  (tj. t

Rt Rt

0 0t10R = ) můžeme s dobrým přiblí-

žením předpokládat, že během jednoho časového intervalu t  se mění úhlová rychlost 0 ω  lineárně 
s časem  a také statická momentová charakteristika motoru lineárně závisí na úhlové rychlosti t ω  
(celý postup je schématicky znázorněn na obr.91). To tedy znamená, že během tohoto jediného 
časového inter-valu ) , () , () , ( 00ii1ii t0tttttt =+=∈ +  je časová změna momentu motoru vyjádřena 
pomocí dyna-mické momentové charakteristiky (viz. druhá rovnice soustavy (5.205)), kde však na 
pravé straně této rovnice je místo statické momentové charakteristiky motoru pouze konstanta, která 
je rovna velikosti momentu motoru na konci tohoto časového intervalu, tj. 

1iMMM MtMtM +=+ )  ()  (&τ ,     iM M0M =)  ( , (5.215) 

přičemž ) ( iMSi MM ω= , resp. ) ( 1iMS1i MM ++ = ω  je velikost momentu motoru na začátku, resp. na 
konci tohoto časového intervalu. Vztah (5.215) nám tedy definuje rovnici pro určení odezvy motoru 
na jednotkovou skokovou funkci o zesílení . 1iM +

Řešením rovnice (5.215), např. metodou variace konstanty, dospějeme k vyjádření časové odezvy 
motoru na skokovou funkci ve tvaru 









−∆−= +

M
i1iM

texpMMtM
τ

)  ( , (5.216) 

kde ) () ( iMS1iMSi1ii MMMMM ωω −=−=∆ ++

 () , () , ( 0ii1ii ttttt

 vyjadřuje přírůstek momentu motoru během tohoto 

časového intervalu t ) , 0t0=+=∈ +

1

.Časový průběh řešení (5.216) je znázorněn na 
obr.63 a je prakticky totožný s časovým průběhem momentu motoru při odezvě na jednotkovou 
skokovou funkci, což je pochopitelné, uvědomíme-li si, že rovnice (5.216) vyjadřuje časový průběh 
momentu motoru při odezvě také na jednotkovou skokovou funkci avšak se zesílením o velikosti 

. Vezmeme-li nyní v úvahu dříve zjištěný poznatek, že přechodové děje probíhající v hna-
cím motoru jsou z praktického hlediska ukončeny po uplynutí časového intervalu rovnajícímu se 

iM +
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trojnásobku velikosti časové konstanty Mτ  motoru (viz. vztah (5.214)), potom pro velikost časové 
konstanty motoru Mτ  musí platit následující podmínka 

⇒

) t =&

 (MS

MRM0 30t3t ττ ≥≥ , (5.217) 

kterou můžeme považovat za jisté kvantitativní kritérium zanedbatelnosti dynamických vlastností 
hnacího motoru při vyšetřování přechodových dějů probíhajících v pohonových soustavách. 
 

t0 

Mi+1 

M0 

M ( 0 )
Mi 

ω 0 ω i+1 ω i 0 ω

M 

ω i 

ω i+1 

ω 1 

ti+1 ti t1 0 tR t 

ω 

∆Mi = Mi+1 − Mi

0,95 ∆Mi 0,865 ∆Mi 

MM ( t )

m ( t )

 0,632 ∆Mi 

Mi 

Mi+1 

MM ( t ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

t 3τ M τ M  2τ M 0 
 
 Obr.91. K vysvětlení podmínek zanedbatelnosti dynamických vlastností hnacího motoru. 

 
 

Předpokládejme nyní, že podmínka (5.217) je splněna (tj. dynamické vlastnosti hnacího motoru 
mají zanedbatelný vliv na celkovou dobu trvání přechodového děje), pak můžeme s velmi dobrým 
přiblížením položit 

)  ( ( ωMSM MM ,  

což po dosazení do (5.205) dává zjednodušenou pohybovou rovnici ve tvaru 

)  () ωωω Zred MMI −=& ,  

kterou si separací proměnných převedeme na tzv. kanonický tvar 
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redV I
td

M
d

=
)  (ω

ω , (5.218) 

kde )  ()  ()  ( ωωω ZMSV MMM −=  je tzv. výsledná statická momentová charakteristika pohonové 
soustavy, která je definována jako rozdíl statické momentové charakteristiky motoru a pracovního 
stroje. Je zřejmé, že i v tomto případě, kdy diferenciální rovnice (5.218) je poměrně velmi jedno-
duchá, je možné nalézt řešení v uzavřeném tvaru pouze pro dosti omezenou třídu funkcí )  (ωVM . 
Z tohoto důvodu budeme řešit rovnici (5.218) přibližným způsobem tak, že původní tvar statické 
momentové charakteristiky pohonové soustavy nahradíme její vhodnou aproximací, která již 
umožní přímé řešení rovnice (5.218) a tedy stanovení doby rozběhu pohonové soustavy. My se 
v této práci omezíme pouze na aproximaci kvadratickou, jejíž základní princip je založen na zacho-
vání výkonového toku pohonovou soustavou během doby trvání přechodového děje a na shodnosti 
funkčních hodnot původní a aproximované statické momentové charakteristiky pohonové soustavy 
ve vybraných bodech. Při aproximaci skutečné výsledné statické momentové charakteristiky 
pohonové soustavy její kvadratickou závislostí, která má v obecném případě tři nenulové 
koeficienty, tedy požadujeme, aby tato kvadratická závislost splňovala následující tři požadavky : 

 statická momentová charakteristika pohonové soustavy a její kvadratická aproximace nabý-
vají totožných hodnot v bodech 0=ω  a 0ωω = , přičemž 0ω  je úhlová rychlost výstupního 
hřídele motoru v rovnovážném stavu pohonové soustavy, 

 výkonový tok pohonovou soustavou během doby trvání přechodového děje musí být pro 
skutečnou výslednou statickou momentovou charakteristiku a její kvadratickou aproximaci 
stejný, tj. plocha pod skutečnou výslednou statickou momentovou charakteristikou a její 
kvadratickou aproximací, jenž je omezena hodnotami 0=ω  a 0ωω = , bude v souřadnicovém 
systému )  ,  ,  ( M0 ω  totožná. 

Výše uvedené tři požadavky, kladené na kvadratickou aproximaci skutečné statické momentové 
charakteristiky pohonové soustavy, mají velmi názornou geometrickou interpretaci, která je 
uvedena na obr.92. 
 

kvadratická aproximace skutečná charakteristika 

) ( 0VP ω  PV ( ω 0 ) 

0 

M0 

ω 0 ω 

MV 

0 

M0 

ω 0 ω 

MV 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr.92. Princip kvadratické aproximace statické momentové charakteristiky pohonové soustavy.  
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Odvoďme si nyní vztahy pro kvadratickou aproximaci výsledné statické momentové charakteristiky 
pohonové soustavy. Předpokládejme, bez újmy na obecnosti, že výsledná statická momentová 
charakteristika pohonové soustavy má průběh nakreslený na obr.92. Kvadratickou aproximaci této 
charakteristiky předpokládáme ve tvaru 

01
2

2V aaaM ++= ωωω )  ( , (5.219) 

kde neznámé konstanty ,  a a  stanovíme na základě výše uvedených požadavků, které 
můžeme matematicky zapsat takto 

0a 1a 2

I.                0=ω  :       0V M0M =)  ( , 

II.                0ωω =  :      0M 0V =) (ω , 

III. )  ()  ( 0V0V PP ωω =  :      ωωωω
ωω

dMdM
00

0

V

0

V ∫∫ = )  ()  ( , 

(5.220) 

kde  je hodnota výsledné statické momentové charakteristiky pohonové soustavy v bodě 0M 0=ω , 

tj. , přičemž veličina 0M0 =) (VM  )  ( 0VP ω , resp. )  ( 0VP ω  představuje výkonový tok pohonovou 
soustavou během přechodového děje pro skutečnou výslednou statickou momentovou charakteris-
tiku pohonové soustavy, resp. pro kvadratickou aproximaci této statické momentové charakteris-
tiky. Dosazením vztahu (5.219) za kvadratickou aproximaci statické momentové charakteristiky 
pohonové soustavy do podmínek (5.220), dostaneme pro neznámé koeficienty ,  a a  tento 
systém lineárních rovnic 
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jehož řešením obdržíme pro koeficienty a , a  a  následující výrazy 0 1 2a

                           , 00 Ma =
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(5.221) 

čímž je kvadratická aproximace (5.219) výsledné statické momentové charakteristiky pohonové 
soustavy jednoznačně určena. 
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Dobu rozběhu  pohonové soustavy pak stanovíme řešením diferenciální rovnice (5.218), do které 
však dosadíme místo statické momentové charakteristiky pohonové soustavy 

Rt
)  (ωVM  její kvadra-

tickou aproximaci )  (ωVM  danou výrazem (5.219), tj. řešením rovnice 

∫∫ =
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0 red0
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td
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ω . (5.222) 

Uvážíme-li nyní, že platí 
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potom po integraci rovnice (5.222) dostáváme 
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odkud po dosazení za jednotlivé veličiny a elementárních úpravách obdržíme 
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kde veličina ) ( 0KE ω  je dána výrazem 

2
0red0K I

2
1E ωω =) ( , (5.224) 

a představuje nám kinetickou energii pohonové soustavy v rovnovážném stavu. 

Provedeme-li ve vztahu (5.223) limitní přechod 0ωω → , potom pro dobu rozběhu  pohonové 
soustavy platí 
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což znamená, že rovnovážného stavu 0t ωω =)  ( 

%95

 dosáhne pohonová soustava za nekonečně dlouhý 
časový interval, tj. pro t . V praktických případech však pohonová soustava dosáhne rovno-
vážného stavu během konečného časového intervalu a proto byla zavedena následující konvence : 
Rozběh pohonové soustavy považujeme prakticky za ukončený v okamžiku, kdy úhlová rychlost 
výstupního hřídele motoru dosáhne  hodnoty požadované úhlové rychlosti 

∞→

0ω  rovnovážného 
stavu pohonové soustavy. Zavedeme-li si na základě této konvence poměrný koeficient vzdálenosti 
δ  okamžité hodnoty úhlové rychlosti )  ( tω  od hodnoty úhlové rychlosti 0ω  v rovnovážném stavu 
pomocí vztahu  
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= , (5.225) 

potom při ukočeném přechodovém ději platí 

05,0
20
195,0

0

00
95 ==

−
=

ω
ωωδ . (5.226) 

S využitím poměrného koeficientu δ , definovaného rovnicí (5.225), lze vztah (5.223) pro výpočet 
doby trvání přechodového děje v pohonové soustavě psát ve tvaru 
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odkud na základě konvence (5.226) obdržíme pro dobu rozběhu  pohonové soustavy výraz Rt
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 (5.228) 

který poskytuje poměrně velmi dobré kvantitativní výsledky, jak je ukázáno v práci [79]. 
 
Poznámka :  Jelikož v současné době je nejčastěji používaným motorem asynchronní elektromotor, 
jehož statická momentová charakteristika je popsána Klossovou rovnicí 
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2
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SKSK
MS

M2M
)  () (
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ωωωω
ωωωωω

−+−
−−

= , (5.229) 

kde : KM  ……  kritický (maximální) moment, 

 Kω   ……  kritická úhlová rychlost, 

 Sω   ……  synchronní úhlová rychlost motoru, 

 ω    ……  okamžitá úhlová rychlost motoru, 

přičemž pro synchronní úhlovou rychlost Sω  a časovou konstantu Mτ  motoru platí 

f
p

2
S

πω = ,     
) ( KS

M p
1
ωω

τ
−

= ,  

kde p  je počet pólových dvojic motoru a kde  je frekvence napájecího napětí statoru. Výkon  f
)(MP  0ω  asynchronního motoru, který potřebujeme pro výpočet koeficientů , ,  kvadratické 

aproximace, můžeme geometricky interpretovat v souřadnicovém systému (
0a 1a

 , 0
2a
 , M )  ω  jakožto 

obsah plochy pod statickou momentovou charakteristikou motoru, tj. 

∫=
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MS0M dMP
ω

ωωω )  () ( ,  
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což po dosazení dává 
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odkud po integraci obdržíme pro výkon ) ( 0MP ω  asynchronního motoru výraz 
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který však můžeme psát také v tomto jednodušším tvaru 
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= ωω ) ( , (5.231) 

kde , resp.  je tzv. kritický skluz asynchronního motoru, resp. skluz asynchronního motoru 
v rovnovážném stavu, přičemž platí 
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Uvážíme-li nyní, že závislost odporového zatěžujícího momentu pracovního stroje na úhlové rych-
losti při jednosměrném otáčení lze poměrně přesně vyjádřit vztahem 
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N
TNTZ MMMM 
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
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ω
ωω ) ()  ( , (5.233) 

kde : NM  …… zatěžující moment při nominální úhlové rychlosti Nω , 

 TM  …… moment tření v klidu, 

 Nω  …… nominální úhlová rychlost, 

  ω   …… okamžitá úhlová rychlost, 
  X  …… exponent určující mechanickou charakteristiku zatížení (nemusí být celé číslo), 

potom pro příkon ) ( 0ZP ω  pracovního stroje, který také potřebujeme znát pro výpočet koeficientů 

,  a a  kvadratické aproximace statické momentové charakteristiky pohonové soustavy, platí 0a 1a 2

∫=
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což po dosazení za zatěžující moment )  (ωZM  ze vztahu (4.233) a následné integraci, pro příkon 
) ( 0ZP ω  pracovního stroje dává výraz  
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Na základě znalostí statických momentových charakteristik a výkonu, resp. příkonu motoru, resp. 
pracovního stroje pak obdržíme pro výsledný moment vztah 
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a pro výsledný výkonový tok pohonovou soustavou vztah 
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které můžeme využít při výpočtu koeficientů , ,  kvadratické aproximace (5.219). 0a 1a 2a

 
 

5.4.2. Doba zastavení pohonové soustavy 
Stanovení doby zastavení pohonové soustavy má praktický význam zejména v těch případech, 

kdy hnací motor přestane z nějakého důvodu (např. výpadek elektrické energie, zničení spojovacích 
elementů apod.) dodávat potřebný výkon pracovnímu stroji k zajištění jeho požadovaného provoz-
ního (rovnovážného) stavu a je tedy nutné daný pracovní stroj uvést co nejrychleji do klidového 
stavu bez zbytečného ohrožení vnějšího okolí. Jedná se tedy o problém kdy na pohonovou soustavu 
nepůsobí žádný hnací moment, což znamená, že pohonová soustava je vystavena působení pouze 
brzdného momentu nebo pouze zatěžujícího momentu pracovního stroje případně jejich kombinací. 
Z toho tedy vyplývá, že pohybové rovnice (5.205) se zjednoduší do tvaru 

)  ()  ( ωωω ZBred MMI −−=& , (5.235) 

kde )  (ωBM  je brzdný moment a kde )  (ωZM  je zatěžující moment pracovního stroje (statická 
momentová charakteristika pracovního stroje), přičemž brzdný moment )  (ωBM  si můžeme vyjád-
řit v následujícím tvaru 

2
210B mmmM ωωω ++=)  ( , (5.236) 

tj. jako součet tří složek, přičemž můžeme konstatovat, že : 

 konstantní složka m  vyjadřuje složku brzdícího momentu, která má charakter Coulombova 
(suchého) tření, 

0

 lineární složka ω1m  vyjadřuje složku brzdícího momentu, která má charakter kapalinného 
tření, 

 kvadratická složka  vyjadřuje složku brzdícího momentu, která má charakter odporu 
těles při pohybu tekutinami. 

2
2m ω

Separací proměnných v rovnici (5.235), převedeme tuto na tzv. kanonický tvar 

redC I
td

M
d

−=
)  (ω

ω , (5.237) 

kde )  ()  ()  ( ωωω ZBC MMM +=  je tzv. výsledný brzdný moment pohonové soustavy, který je 
definován jako součet statické momentové charakteristiky pracovního stroje a brzdného momentu 
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působícího na pohonovou soustavu. Zřejmé i v tomto případě, kdy diferenciální rovnice (5.237) je 
poměrně velmi jednoduchá, je možné nalézt řešení v uzavřeném tvaru pouze pro dosti omezenou 
třídu funkcí )  (ωCM . Z tohoto důvodu budeme řešit rovnici (5.237) přibližně, a to tak, že původní 
tvar výsledného brzdného momentu pohonové soustavy nahradíme její vhodnou aproximací, která 
již umožní přímé řešení rovnice (5.237) a tedy stanovení doby zastavení pohonové soustavy. 
Analogicky jako v případě vyšetřování doby rozběhu pohonové soustavy, se při řešení doby zasta-
vení pohonové soustavy omezíme na kvadratickou aproximaci výsledného brzdného momentu 
pohonové soustavy, jejíž základní princip je založen na zachování výkonového toku pohonovou 
soustavou během doby trvání přechodového děje a na shodnosti funkčních hodnot původní a 
aproximované momentové charakteristiky výsledného brzdného momentu pohonové soustavy ve 
vybraných bodech. 

Při aproximaci momentové charakteristiky výsledného brzdného momentu pohonové soustavy 
její kvadratickou závislostí, která má v obecném případě tři nenulové koeficienty, tedy požadujeme, 
aby tato kvadratická závislost splňovala následující tři požadavky : 

 momentová charakteristika výsledného brzdného momentu pohonové soustavy a její kvadra-
tická aproximace nabývají totožných hodnot v bodech 0=ω  a 0ωω = , přičemž 0ω  je úhlová 
rychlost výstupního hřídele motoru v rovnovážném stavu pohonové soustavy (z tohoto stavu 
dochází k zastavování pohonové soustavy) 

 výkonový tok pohonovou soustavou během doby trvání přechodového děje musí být pro 
momentovou charakteristiku výsledného brzdného momentu a její kvadratickou aproximaci 
stejný, tj. plocha pod momentovou charakteristikou výsledného brzdného momentu pohonové 
soustavy a její kvadratickou aproximací, jenž je omezena hodnotami 0=ω  a 0ωω = , bude 
v souřadnicovém systému )  ,  ,  ( M0 ω  totožná. 

Výše uvedené tři požadavky, jenž klademe na kvadratickou aproximaci  momentové charakteristiky 
výsledného brzdného momentu pohonové soustavy, mají velmi názornou geometrickou interpretaci, 
která je uvedena na obr.93. 
 

kvadratická aproximace 

)( 0CP ω

)()( 0C0C PP ωω =

MC ( 0 )MC ( 0 ) 
PC ( ω 0 ) 

0 ω 0 ω 

MC 

0 ω 0 ω 

MC výsledný brzdný moment
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr.93. Princip kvadratické aproximace výsledného brzdného momentu pracovního stroje. 
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Odvoďme si nyní vztahy pro kvadratickou aproximaci momentové charakteristiky výsledného 
brzdného momentu pohonové soustavy. Předpokládejme, bez újmy na obecnosti, že momentová 
charakteristika výsledného brzdného momentu má průběh nakreslený na obr.93. Kvadratickou 
aproximaci této charakteristiky předpokládáme ve tvaru 

01
2

2C bbbM ++= ωωω )  ( , (5.238) 

kde neznámé konstanty ,  a b  stanovíme na základě výše uvedených požadavků, které 
můžeme matematicky zapsat takto 

0b 1b 2

I.                0=ω  :       )  ()  ( 0M0M CC = , 

II.                0ωω =  :      ) () ( 0C0C MM ωω = , 

III. )  ()  ( 0C0C PP ωω =  :      ωωωω
ωω

dMdM
00

0

C

0

C ∫∫ = )  ()  ( , 

(5.239) 

kde veličina )  ( 0CP ω , resp. )  ( 0CP ω  nám představuje výkonový tok pohonovou soustavou během 
přechodového děje pro momentovou charakteristiku výsledného brzdného momentu, resp. pro 
kvadratickou aproximaci tohoto výsledného brzdného momentu. Dosazením vztahu (5.238) do 
podmínek (5.239), dostaneme pro neznámé koeficienty ,  a  tento systém lineárních rovnic 0b 1b 2b
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jehož řešením obdržíme pro koeficienty b , b  a b  následující výrazy 0 1 2
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(5.240) 

čímž je kvadratická aproximace (5.238) momentové charakteristiky výsledného brzdného momentu 
pohonové soustavy jednoznačně určena. 

Dobu zastavení t  pohonové soustavy potom stanovíme řešením diferenciální rovnice (5.237), do 
které však dosadíme místo momentové charakteristiky výsledného brzdného momentu pohonové 
soustavy 

Z

)  (ωCM  její kvadratickou aproximaci )  (ωCM  danou výrazem (5.238), tj. řešením násle-
dující rovnice 
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kde charakter integrálu na pravé straně této rovnice závisí na hodnotě diskrimantu kvadratické 
aproximace (5.238), který je dán výrazem 
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Jesliže diskriminant nabývá záporných hodnot (tj. 0<∆ ), potom pro dobu zastavení t  platí Z
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kdežto v případě kladného diskriminantu (tj. 0>∆ ) pro dobu zastavení  platí Zt
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V práci [79] je ukázáno, že vztah (5.243a) resp. (5.243b) poskytuje velmi dobré kvalitativní i kvan-
titativní výsledky (relativní chyba nepřesahuje 5  jmenovité hodnoty). %
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Dodatek – prostředky výpočtového modelování 
V technických vědách a v inženýrské praxi je základním zdrojem poznatků o technických 

systémech a zařízeních experiment. V určitém (omezeném) množství případů je možné takový 
experiment uskutečnit se skutečným technickým objektem, popř. s jeho fyzickým modelem. U 
elektromechanických pohonových soustav (dále jen EMPS) se jen zřídka podaří experiment se 
skutečným pohonem, výstavba fyzického modelu je zpravidla velmi nákladná. Proto se k získání 
poznatků o EMPS často používá analýza, založená na matematickém modelování, jejímž základním 
předpokladem je vytváření příslušných matematických modelů. Praktická použitelnost matematic-
kých modelů však byla až do nedávné doby omezena pouze na získání analytického řešení, a to 
zejména u relativně jednoduchých EMPS nebo jeho částí. Teprve mohutný rozvoj výpočetní 
techniky v posledních dvou desetiletích, včetně příslušného programového vybavení, však umožnil 
podstatně rozšířit meze řešitelnosti matematických modelů a postupně automatizovat řešení rovnic 
matematického modelu. 

Technickou realizací matematického modelu EMPS je tzv. počítačový model, umožňující 
sledovat a analyzovat chování EMPS za různých podmínek, odpovídajících jeho skutečnému nebo 
předpokládanému provozování. To znamená, že při užití počítačového modelu se úloha analytika 
redukuje na dvě základní činnosti, pomineme-li vlastní spuštění automatizovaného výpočtu : 
1) vkládání příslušných vstupů do počítačového modelu a 
2) zpracování získaných výsledků a jejich analýza. 
Pro činnosti, spojené s napodobením reálných dějů v EMPS počítačovým modelem, se všeobecně 
používá označení simulace. Pod tímto pojmem rozumíme všechny fáze procesu získávání poznatků 
o EMPS, jehož výsledkem je ekvivalence mezi počítačovým modelem a vyšetřovaným systémem 
jak z hlediska jeho vlastností, tak i z hlediska jeho podstatných projevů. Zde je však třeba zdůraznit, 
že tato ekvivalence je omezena přesností postačující pro daný účel, tedy výsledky simulací mají 
pouze omezenou vypovídací schopnost. Hlavními fázemi simulací jsou následující činnosti : 

 vymezení dynamického systému na zkoumané EMPS, 
 sestavení matematického a následně počítačového modelu, 
 ověření shody projevů počítačového modelu s projevy zkoumané EMPS, 
 experimenty s počítačovým modelem, 
 analýza a aplikace výsledků simulačních experimentů na zkoumanou EMPS. 

Je zřejmé, že rozsah činností při simulacích je podstatně širší, než pouhé sestavení matematického 
modelu a následné odladění modelu počítačového. Věnujme nyní pozornost způsobům 
matematického modelování a dostupným programovým prostředkům, jež lze využít k simulacím 
dynamických dějů v EMPS. Pohybové rovnice modelova-ného EMPS mohou být odvozeny 
různými způsoby. Ve výzkumné a inženýrské praxi jsou nejroz-šířenější následující dva postupy : 
1) užití fyzikálních principů a zákonitostí k matematickému popisu dějů, které se ve zkoumané 

EMPS vyskytují. Pro mechanickou část EMPS lze využít především D´Alambertův princip a 
Newtonův druhý zákon dynamiky, pro elektrickou část pak Ohmův zákon, Kirchhoffovy 
zákony a Faradayův zákon elektromagnetické indukce, 
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2) užití Lagrangeových rovnic a Hamiltonova variačního principu pro obě části EMPS. 
Takto získané pohybové rovnice EMPS mají obvykle tvar maticových nebo obecně nelineárních 
rovnic pro vektory (matice) fyzikálních proměnných nebo pro vektory (matice) tzv. zobecněných 
proměnných, přičemž jedním z velmi rozšířených způsobů popisu dynamických systémů je tzv. 
stavový popis, skládající se ze stavové rovnice a z rovnice odezvy systému. K řešení uvedených 
typů rovnic lze použít různé postupy. Do nedávné doby bylo obvyklé, že pomocí programovacích 
jazyků FORTRAN nebo PASCAL byl sestaven jednoúčelový počítačový model pro zkoumanou 
EMPS, jehož výpočtová část obsahovala některou z dostupných a prakticky ověřených procedur pro 
řešení soustav diferenciálních rovnic nebo algebro-diferenciálních rovnic (Newmark, Euler, Adams, 
Runge-Kutta apod.). Programátor v takovém případě pouze sestavil příslušné procedury pro zadá-
vání vstupů a pro zvolené způsoby zpřístupnění výsledků výpočtů, včetně jejich vizualizace. Tento 
přístup k simulacím velmi různorodých konfigurací EMPS byl časově značně náročný a především 
vyžadoval zkušeného programátora. V současné době jsou k dispozici simulační programy, které 
lze zařadit do dvou základních skupin. Jsou to : 
1) obecné výpočtové, resp. simulační programy a 
2) specializované simulační programy. 
Většina obecných simulačních programů je založena na rovnicích, čili jejich vstupy musí mít tvar  
soustavy diferenciálních nebo algebro-diferenciálních rovnic. Naproti tomu specializované simu-
lační programy nabízejí k okamžitému použití různé knihovny připravených modulů nebo šablon 
základních prvků pro příslušnou aplikaci nebo si uživatel může takové moduly či šablony sám 
vytvořit, odladit a poté je přidat do již existující knihovny prvků. Je samozřejmé, že tyto moduly 
mají zpravidla tvar soustavy rovnic, popisujících modelovaný prvek. Z velkého množství všech 
dostupných programů se jeví pro potřebu simulací EMPS jako nejvhodnější následující programy : 
MATLAB, Simulink, MathCAD a DYNAST a v zahraničí používaný program Simplorer. 
 
 

Matematický program MATLAB 
Matematický program MATLAB je obecný číslicový výpočtový program, určený pro vědecké 

a inženýrské výpočty. S jeho pomocí je možné řešit následující okruhy problémů : 
1) matematické výpočty všeho druhu v numerické i symbolické podobě, 
2) podpora měření, simulací, zpracování signálů, analýzy dat apod., 
3) vizualizace dat pomocí dvojrozměrné a trojrozměrné grafiky, 
4) programování zvláštních uživatelských procedur. 
Svou podstatou je MATLAB vyšší programovací jazyk, jehož základní datovou formou je matice, 
který nevyžaduje dimenzování datových struktur, kompilování a zřetězování (linkování) programů, 
což jsou operace typické pro vyšší programovací jazyky. Veškeré výpočty jsou v něm realizovány 
pomocí aritmetiky komplexních čísel se zdvojenou přesností (double precision), čímž je zaručena 
vysoká přesnost výsledků řešení. Integrální součástí MATLABu jsou grafické procedury, zabezpe-
čující jeho bohaté vykreslovací schopnosti. Protože z hlediska uživatele představuje MATLAB 
programovací prostředí, může uživatel rozšiřovat jeho funkční schopnosti vytvářením vlastních 
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procedur a pomocných nástrojů. Volitelnou součástí MATLABu je rozsáhlá kolekce nástrojových 
prostředků (tzv. toolboxy). Jsou to speciální aplikační programy pro různé oblasti užití, např. : 

 řídící a regulační systémy, 
 identifikace systémů, 
 analýza signálů, 
 zpracování obrazů, 
 symbolická matematika a další. 

Z hlediska simulací dynamických systémů a tedy i EMPS mají prvořadý význam metody integrace 
lineárních a nelineárních obyčejných diferenciálních a algebro-diferenciálních rovnic, představu-
jících matematický model dynamického systému. Typy těchto metod závisí na konkrétní verzi 
programu, zde uvedeme metody, které jsou součástí programu MATLAB 5 : 
a) explicitní jednokroková metoda Runge-Kutty pátého řádu, 
b) explicitní jednokroková metoda Runge-Kutty třetího řádu, 
c) vícekroková Adamsova-Bashforthova-Moultonova metoda typu prediktor-korektor proměn-

ného řádu s proměnným počtem kroků, 
d) vícekroková Gearova metoda typu prediktor-korektor proměnného řádu s proměnným počtem 

kroků, 
e) jednokroková Rosenbrockova metoda druhého řádu. 
Zatímco první tři uvedené metody jsou určeny pro běžné dynamické systémy, jsou poslední dvě 
metody vhodné především pro dynamické systémy se silným tlumením (tzv. „tuhé“ systémy), resp. 
pro dynamické systémy s velkým rozptylem časových konstant. 

Aby bylo možné jednotlivé numerické řešiče diferenciálních rovnic, založené na výše charak-
terizovaných matematických metodách použít, je třeba každou diferenciální rovnici matematického 
modelu dynamického systému přeformulovat do tzv. normálního tvaru (tj. soustavy obyčejných 
diferenciálních rovnic prvního řádu) a definovat počáteční hodnotu každé proměnné. Je tedy zřejmé 
že pro využití MATLABu k simulacím je velmi výhodné, aby byl dynamický systém popsán 
pomocí stavového popisu, tj. stavovou rovnicí a odezvou. To ovšem může vést v některých přípa-
dech k poměrně složitým operacím, při nichž nelze vyloučit možnost vzniku chyb. Navíc mnohé ze 
stavových proměnných nemají fyzikální smysl. Proto byla snaha celý proces vytváření počítačo-
vého modelu v prostředí MATLABu zjednodušit, popř. usnadnit jeho následnou kontrolu. Tomuto 
účelu slouží simulační program Simulink. 
 

Simulační program Simulink 
Jedním z nejužívanějších prostředků, jímž lze znázornit strukturu dynamického systému je 

tzv. orientovaný graf, jímž rozumíme propojení množiny tzv. uzlů množinou orientovaných spojnic. 
Orientované grafy mohou přitom mít dvě podoby. Jsou to : 
1) signálové schéma (Masonův graf, signálový diagram), jehož podstata spočívá v tom, že 

v uzlech grafu jsou soustředěny proměnné systému a orientované spojnice představují relace 
mezi proměnnými, 
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2) blokové schéma, v němž uzly, častěji nazývané bloky, představují relace mezi proměnnými 
systému, reprezentovanými orientovanými spojnicemi. Přitom každá z těchto spojnic směřuje 
od bloku, pro nějž je příslušná proměnná výstupem, k následujícímu bloku, ve kterém plní 
funkci vstupu. 

Zatímco signálová schémata se výhodně používají ke znázornění struktury lineárních dynamických 
systémů (typické je jejich užití v teorii lineárních elektrických obvodů), jsou bloková schémata 
naprosto univerzální, tedy mohou být užity pro lineární i nelineární dynamické systémy. 

Na principu modelování pomocí blokových schémat je založen simulační program Simulink, 
který je doplňkovým programem MATLABu, využívající jeho matematické, zobrazovací a analy-
tické procedury. Svou podstatou je Simulink interaktivním systémem, určeným pro modelování, 
simulaci a analýzu spojitých, nespojitých a hybridních lineárních i nelineárních dynamických 
systémů. Pro účely modelování je vybaven grafickým uživatelským prostředím, které umožňuje 
sestavovat počítačové modely dynamických systémů ve tvaru blokových schémat pouhou manipu-
lací s příslušnými bloky pomocí počítačové myši. Z toho vyplývá, že v tomto prostředí je počíta-
čový model sestavován obdobně jako při kreslení blokového schématu pomocí šablon a tužky. Tím 
se výrazně liší od MATLABu, protože po sestavení blokového schématu se automaticky generuje 
popis počítačového modelu ve formulačním jazyce MATLABu. Knihovna grafických programo-
vacích prostředků Simulinku zahrnuje následující funkční bloky : 
1) generátory, vhodné zejména pro generování vstupů dynamického systému s nejčastěji se 

vyskytujícími časovými průběhy (konstanta, skok, harmonický průběh, impulsní průběh, série 
náhodných čísel, spektrálně omezený bílý šum apod.), 

2) lineární spojité členy, jakými jsou např. proporcionální člen, derivační člen, integrační člen 
apod. Tyto bloky jsou formulovány pomocí přenosů v Laplaceově transformaci, 

3) nelineární spojité členy, jako jsou nasycení, pásmo necitlivosti, Coulombovo a viskozní tření, 
vůle, časové zpoždění apod. 

4) lineární nespojité (impulsní) členy, formulované pomocí přenosů v Z-transformaci, 
5) speciální funkční bloky, zabezpečující např. spektrální a korelační analýzu, regresní analýzu, 

transformaci souřadných systémů apod., 
6) datové bloky, umožňující např. průběžné zobrazování výsledků a řídících povelů, 
7) propojovací členy, čili orientované spojnice mezi bloky. 
K řešení soustav rovnic počítačového modelu dynamického systému, jakož i k zobrazení výsledků 
řešení Simulink využívá všechny základní nástroje, obsažené v kmenovém programu MATLAB. 
Z metod řešení diferenciálních nebo algebro-diferenciálních rovnic je třeba vybrat tu metodu, která 
řešenému problému nejlépe vyhovuje a dává nejspolehlivější výsledky. V této souvislosti je třeba 
upozornit na to, že v počítačovém modelu, sestaveném buď v prostředí MATLAB nebo v prostředí 
Simulink, by měly být odstraněny všechny tzv. algebraické smyčky, které mohou při aplikaci 
některé z metod řešení soustavy vést ke zhroucení celého výpočtu. K zobrazení výsledků řešení lze 
vzužít ty grafické nástroje kmenového programu MATLAB, které mají největší vypovídací schop-
nosti (plošné grafy v časové oblasti, fázová rovina, trojrozměrné zobrazení apod.). Z uvedeného 
vyplývá, že program Simulink nemůže existovat samostatně, bez podpory programem MATLAB. 
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Simulační program DYNAST 
Počítačový model dynamického systému lze sestavit nejen na základě matematického modelu, 

tj. převedením soustavy rovnic do formulačního jazyka použítého simulačního programem, ale také 
pomocí tzv. metody mnohopólového modelování, jejíž použití je značně rozšířeno zejména v oblasti 
elektrotechniky a elktroniky, ale nachází stále širší uplatnění i v jiných oblastech vědy a techniky. 
Její hlavní výhody lze spatřovat zejména v následujícím : 

 vychází z podrobně propracovaných metod analýzy elektrických obvodů, 
 poskytuje možnost modelovat, simulovat a analyzovat dynamické systémy různé fyzikální 

podstaty (elektromechanické systémy, elektrohydraulické systémy apod.). 
Podstatou metody mnohopólového modelování je chápání dynamického systému jako modelu 
reálného objektu, v němž probíhá výměna energie (tzv. energetická interakce) mezi jeho jednotli-
vými částmi v konečném počtu styčných míst, tzv. pólů. Aby bylo možné tyto energetické inter-
akce modelovat a vyšetřovat, je třeba celý dynamický systém dekomponovat do vhodného počtu 
subsystémů až prvků v závislosti na hloubce jeho předpokládané analýzy. Poté se každý z těchto 
subsystémů či prvků pomyslně obklopí uzavřenou plochou, která prochází těmi místy, v nichž se 
daný subsystém či prvek stýká s ostatními subsystémy či prvky a v nichž probíhají energetické 
interakce. Každému pólu subsystému či prvku se pak přiřadí vždy dvě základní proměnné, a to : 
1) příčná (spádová) proměnná, vztažená k určitému referenčnímu pólu. V oblasti EMPS jsou 

typickými příčnými (spádovými) proměnnými translační či úhlová rychlost nebo elektrické 
napětí, 

2) podélná (průtoková) proměnná, která příslušným pólem „protéká“. Takovými veličinami jsou 
pro případ EMPS síla či moment nebo elektrický proud. 

V reálných dynamických systémech může v jediném místě styku, tedy v jediném pólu, probíhat 
vícenásobná energetická interakce různé fyzikální povahy (např. hřídel může přenášet jak rotační, 
tak také translační pohyb). V takovém případě je samozřejmě třeba tyto různé energetické interakce 
v počítačovém modelu od sebe oddělit, čili příslušnému pólu přiřadit potřebný počet vzájemně 
různých příčných a podélných proměnných (v uvažovaném případě translační a úhlovou rychlost 
jako příčné proměnné a sílu a moment jako podélné proměnné). Z toho plyne, že rozměry vektorů 
příčných a podélných proměnných mohou být větší, než je počet míst styku v počítačovém modelu. 

Metoda mnohopólového modelování se používá při tvorbě počítačového modelu v prostředí 
simulačního programu DYNAST. Na rozdíl od simulačního programu Simulink má v sobě zabudo-
vány pouze základní prvky, z nichž lze vytvořit počítačové modely libovolně složitých dynamic-
kých systému. Jsou to následující prvky : 
1) prvek typu R, resp. RI, představující nesetrvačný dynamický člen. Takový prvek může být 

použit například k modelování proporcionálního tlumení nebo elektrického odporu, 
2) prvek typu L, představující setrvačný dynamický člen. Tento prvek lze použít například pro 

modelování tuhosti lineárních či torzních pružin nebo k modelování elektrické cívky, 
3) prvek typu C, představuje další setrvačný dynamický člen. Tento typ prvku může být použit 

k modelování hmotných setrvačných členů nebo k modelování elektrického kondenzátoru, 
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4) prvek typu E, což je model ideálního zdroje příčné proměnné se zadanou závislostí na čase či 
jiné veličině. Může být použit k modelování neřízeného nebo řízeného zdroje rychlosti nebo 
elektrického napětí, 

5) prvek typu J, což je model ideálního zdroje podélné proměnné se zadanou závislostí na čase či 
jiné veličině. Může být použit k modelování neřízeného nebo řízeného zdroje síly či momentu 
nebo elektrického proudu. 

Z těchto prvků, jejichž schématické značky jsou v programu DYNAST k dispozici, se na stínítku 
monitoru PC sestaví tzv. mnohopólové schéma. Protože v analyzovaných dynamických systémech 
se obvykle vyskytují často se opakující díly a subsystémy, může si uživatel vytvořit vlastní 
knihovnu makromodelů, které pak jdenoduchým způsobem vkládá do mnohopólového schématu. 
Na základě sestaveného mnohopólového schématu je automaticky vygenerováno jádro počítačo-
vého modelu. Protože DYNAST generuje všechny příkazy počítačového modelu současně, odpadají 
potíže s tzv. algebraickými smyčkami.  

K řešení soustavy popisujících rovnic se v programu používá implicitní vícekroková integ-
rační Gearova metoda, modifikovaná Rübnerem a Petersonem. Přitom řád metody v rozsahu od 1 
do 6, délka integračního kroku a příslušné koeficienty aproximačního polynomu se během výpočtu 
automaticky optimalizují v závislosti na průběhu řešení tak, aby si výpočet vyžádal co nejkratší 
dobu při respektování přípustné zbytkové chyby integrace. Navíc jsou koeficienty aproximačního 
polynomu voleny vždy tak, aby řešení bylo numericky stabilní i pro případy dynamických systémů 
s velkým rozptylem velikostí časových konstant čili s velkým rozptylem tlumení v jednotlivých 
subsystémech. Výsledky numerických výpočtů ukládá program DYNAST do výstupních souborů 
ve formě tabulek, které lze po příslušné konverzi zpracovávat dalšími programy. Kromě toho je 
v něm zabudována možnost vytváření grafů zjištěných časových i jiných závislostí, k čemuž bohatě 
využívá shcopností operačních systémů řady MS WINDOWS. 
 

Matematický program MathCAD 
Matematický program MathCAD je komplexní nástroj pro řešení různorodých matematických 

úloh i ryze technických výpočtů, který umožňuje provádět zcela profesionální řešení. Velkou didak-
tickou a uživatelskou výhodou je způsob zápisu; veškeré výrazy, konstanty, proměnné, doprovodné 
texty či grafy jsou zapisovány a zobrazovány na volné ploše (a jejich jednotlivých listech), jako by 
byly zapisovány na tabuli nebo do sešitu. Zásadním přínosem je tak nejen maximální přehlednost, 
ale také funkční návaznost. Vše, co je uvedeno a definováno „výše“ (na předchozích stranách či 
výše na témže listě), je okamžitě použitelné v dalších vztazích. Z dokumentu je tak postupně jeden 
velký funkční celek, v jehož vztazích díky přehlednému zobrazení neztrácíte orientaci, a použití 
grafického rozhraní se tím stává účelným krokem. Zapsaná úloha je potom zároveň vhodná přímo 
pro tisk, takže bez požítí lze přímo vyrobit „papírovou“ dokumentaci. MathCAD umožňuje prak-
ticky veškeré běžné matematické výpočty, jež jsou řešeny numericky. Lze jej tedy použít buď jako 
velmi zdatný kalkulátor, nebo s ním řešit úlohy z vyšší matematiky či řešit velmi složité soustavy 
rovnic a matice. Velmi důležité jsou možnosti „vizualizace“ výpočtů, proto jsou k dispozici grafy 
jak statické, tak animované (reálné zobrazení funkcí proměnných s časem). Silný aparát je připra-
ven pro řešení jak samostatných soustav diferenciálních, algebraických či integrálních rovnic, tak 
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také pro smíšené soustavy algebro-diferenciálních, algebro-integrálních či integro-diferenciálních 
rovnic. Velkou výhodou je také automatická práce s jednotkami, která je neocenitelná v případě 
fyzikálních či technických výpočtů, kdy MathCAD automaticky provádí rozměrovou kontrolu 
všech vztahů a automaticky převádí zadané vstupní údaje v určitých rozměrových jednotkách do 
předem zvolené soustavy jednotek (např. soustava jednotek SI). 

Opravdu silný nástroj činí z MathCADu schopnost pracovat symbolicky, tedy řešit úlohy 
algebraicky. Jedná se např. o roznásobování závorek, rozvoj binomické věty či řešení soustavy 
lineárních rovnic. Aplikace však umí také derivovat, integrovat, rozvíjet řady či počítat determi-
nanty matic. Výsledky jsou samozřejmě opět zobrazovány symbolicky, a tím je uživateli umožněno 
hledat principiálně přesné řešení, pokud takové ovšem existuje. 

V případě vyčerpání možností interaktivního přístupu, nabízí MathCAD možnost v samotné 
aplikaci programovat. Tento přístup lze doporučit především v případech, kdy potřebujeme při 
výpočtech používat cykly či větvení, a také při definování komplikovanějších funkcí. Samotný 
zdrojový text programu se opět zapisuje přímo do listu dokumentu a stává se tak naprosti přiro-
zenou součástí řešené úlohy. 

Pro tvorbu rozsáhlých dokumentů, jež pro výpočet využívají např. externí zdroje dat, je určen 
modul MathConnex. Jeho úkolem je propojit dokumenty samotné aplikace navzájem, případně 
s jinými zdroji (tabulky v Excelu, výpočetní dokumenty systému MATLAB apod.), a umožnit 
přehlednou správu takto složitého systému, přičemž  velkou výhodou je, že lze využít kvalitního  
grafického rozhraní. 

Sám o sobě je programový soubor MathCAD velmi schopným nástrojem, jehož základy se lze 
velmi rychle naučit. Aby bylo možné využít maximum možností tohoto programového souboru, je 
kromě klasické nápovědy k dispozici „studijní“ pomůcka s odpovídajícím jménem Resource Center 
(tedy „Centrum zdrojů“). Zde je možné nalézt řadu velmi užitečných informací a příkladů, takže se 
uživatel může seznámit s možnostmi použití aplikace v různých vědních oblastech. Ukázkové úlohy 
jsou velmi dobře zdokumentované a názorné (včetně grafů a ilustrativních obrázků) a představují 
tak kvalitní studijní materiál. Komplexním zdrojem znalostí se může stát The Mathcad Treasury, 
tedy „pokladnice“ matematických vědomostí. Jelikož aplikace matematiky do různých vědních 
oblastí je prakticky bezbřehá, nabízí firma řadu specializovaných elektronických příruček, jež 
zahrnují šíři témat od ryze matematického výkladu až po komplikované konstrukční výpočty 
(stavebnictví, elektrotechnika, energetika apod.). 

Aplikační balík MathCAD Professional je velmi kvalitní a propracovaný nástroj určený pro 
všechny uživatele, kteří narazí na řešení matematických problémů. Jeho koncepce umožňuje nasa-
zení jak v oblasti přírodních věd, tak v aplikační sféře. Je vhodný pro tvorbu vysoce profesionálních 
vědeckých a technických řešení. K velkým přednostem patří především vysoký výpočetní výkon, 
kvalitní uživatelské rozhraní, možnost propojení s dalšími aplikacemi a datovými zdroji a velké 
množství kvalitní dokumentace. 
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