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Predmluva

S pohonovymi soustavami se v inzenyrské praci setkavame doslova na kazdém kroku. Od
miniaturnich technickych soustav, jakymi jsou naptiklad pohony gyrokompast, az k mnohatu-
novym rotorovym soustavam turbosoustroji. Pii technickych navrzich takovychto objektii je nutné
na jedné stran¢ respektovat oborové zvyklosti, na stran¢ druhé ale bude vhodné hledat jednotici
prvky, to co jednotlivé konstrukéni postupy ,,spojuje®. Pro vSechny tyto objekty je charakteristické,
7e je lze strukturovat, tyto struktury dale dekomponovat a hierarchicky uspotéadat, Ze existuji vazby
uvnitf 1 vné objektu (mezi jednotlivymi substrukturami, mezi objektem a jeho ,,0kolim®, mezi vice
objekty apod.), Ze objekt ma konkrétni uspotfaddanost, organizovanost a vykazuje ucelové chovani.
Poznani téchto skutecnosti a jejich ucelné vyuzivani pii konstrukci novych pohonovych soustav ¢i
inovaci nebo rekonstrukei jiz existujicich pohonli nam usnadnuje systémova metodologie.

Dnesni pozadavky na konstrukci pohont i pohonovych soustav se diametraln¢ odliSuji od
pozadavkll béznych v minulych letech. V prvé fad¢ se objevuji pozadavky na zahrnuti provoznich
vlivil jiz v etapé konstrukéniho ndvrhu, masivni vyuzivani nejriznéjSich pocitacovych podpor
umoznilo nebyvaly rozvoj poc¢itacového modelovani, ¢asto bez odpovidajicich teoretickych znalosti
Zalind se prosazovat tzv. ,komplexni“ modelovani, modelovani ,,ve variantich* s diirazem na
hodnoceni jejich vlivli na okoli, pevnostni a dynamické analyzy i na velmi solidni Grovni se stavaji
béznymi rutinami a prioritni roli nabyva zajiSténi provozni spolehlivosti po ptfedepsanou dobu
technického Zivota. V nejblizsi dobé& se da ocekavat
»  ze vedle respektovani fyziologickych, ekologickych, energetickych a ekonomickych omezeni

dojde k socialnimu hodnoceni diisledkti zavadéni novych konstrukci i1 technologii v oblasti

techniky,
»  r0st humanizace inzenyrského vzdélavani a respektovani kulturnich i etickych principi pfi
navrhu novych technickych soustav — v¢etné pohont,

»  ze se stale vétsi naléhavosti bude vystupovat do popiedi uvédomovani si rizik, kterd platime
za inicializované technické zmény (tzv. ,,prométheovsky komplex soudobé technologie®).

Z téchto hledisek se jako nejprogresivnéjsi piistupy jevi rizné typy modelovani nejen technickych
soustav samotnych, ale i jejich chovéni, dynamickych vlastnosti a vlivu na okoli.

Zékladnim krokem pfi feSeni dynamickych tloh pomoci kteréhokoliv typu modelovéni je
vytvoieni mnoziny tzv. podstatnych veli¢in, obsahujici jak veli¢iny popisujici strukturu, stavy a
ovliviiovani technickych objektil, tak i veli€iny charakterizujici nasledky, tzn. jejich projevy a
chovani. Metody pro vytvaieni vypoctovych modelli pohonovych soustav, obecné interaktivnich,
mohou vyuzivat :

»  aplikaci znamych fyzikalnich principti k popisu jevl, objevujicich se v pohonovych sousta-
vach (napf. II.Newtonova zdkona nebo Kirchhoffovych zakont) nebo

»  aplikaci metod z oblasti mechatroniky, zalozenych na algoritmech umé¢lé inteligence (napf.
genetické algoritmy nebo umélé neuronové sité a dalsi),

pficemz rozvoj téchto metod vypoctového modelovani vyvolava potiebu vytvofeni soustavné
metodiky kvalitativni analyzy vypoctovych modell, definovanych na bazi teorie systémil (piesné
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vymezeni pojmu teorie systému je dosud nejednotné a Casto i protichiidné. Jde o teorii, kterd mé do
znacné miry formalni, logicko-matematickou a metodologickou povahu. Jadrem teorie systému je
soubor abstraktnich objektl, nazyvanych obecnymi systémy, které¢ uzivame v systémové analyze
resp. syntéze jako stavebnicové prvky, ze kterych sestavujeme modely realnych technickych
objektl tak, Ze obecné systémy vhodné modifikujeme, spojujeme a interpretujeme, pri¢emz tato
interpretace musi vzdy vychdzet z kritického hodnoceni pouzitého obecného systému vzhledem

k danému ucelu) 1 vytvoreni souborti metod pro jejich kvantitativni zpracovani. Zastavme se nyni

kratce u pojmi ,,systém®, ,,systémovy piistup®, ,,systétmové mysleni* apod., patficich v soucasné

dobé k velmi frekventovanym pojmlim nejen v technické oblasti, které jsou vSak uzivany az ptili§

Casto bez uvazeni a pochopeni jejich obsahového vyznamu. Proto se jen kratce zminime o nékte-

rych téchto pojmech s cilem zamezit pfipadnym nejasnostem a nedorozuménim :

»  pojem systém je zakladnim pojmem tzv. systémovych teorii a pfistupl a proto musime mit
vyjasnén jeho vyznam. Systém je definovan jako abstraktni objekt vytvofeny na realném nebo
abstraktnim objektu z hlediska feSené¢ho problému, pficemz jeho strukturu tvofi ty formalizo-
vané prvky, které jsou na urcité rozliSovaci urovni feSeni podstatné. Pfipomenime, Ze prvek
objektu je ta ¢ast jeho struktury, kterou jsme schopni na objektu na danych trovnich vymezit,
povazujeme jej z riznych divodu jiz dale nestrukturovatelny a principialné jej lze od struk-
tury oddé¢lit. (Pii pouzivani pojmu systém, zejména v anglosaské literature, miizeme objevit
dvé vyznamové oblasti. Prva oblast, kdy konstatujeme, Ze ,,objekt je systémem®, vyjadiuje
skutecnost, ze objekt ma systémové vlastnosti bez ohledu na to, zda je redlny nebo abstraktni.
Z tohoto hlediska se pak setkdvame s fadou riznych typt systému, napi. tlumicich, hnacich,
fidicich ale 1 tfeba chladicich ¢i potrubnich. Proto doporucujeme pro takové ptipady pouzit
pojmu soustava, jako redlny Ci abstraktni objekt se systémovymi vlastnostmi, ktery je z urci-
tych hledisek predmétem naseho zdjmu. Pojem systém pak chapeme jako abstraktni, ktery
nemtiZe existovat sim o sobé, ale je vzdy jen ve vztahu k soustavé, pricemz slozitost struktury
systému je vzdy mensi nez slozitost soustavy a k dané soustavé lze obecné vytvofit vice nez
jeden systém. Vytvofeni systému tedy neni jednoznacné a zavisi na velmi mnoha okolnostech,
predevsim pak na ucelu, pro ktery model vytvatime, na znalostech a zkuSenostech fesSitele a
na moznostech jeho vybaveni.),

»  systémovy piistup chapeme jako ,,napoveédu, na jaké podstatné skute¢nosti by nemél tesitel
pii své Cinnosti zapomenout. Systémovy ptistup je obvykle chapan v uzsim pojeti nez je jeho
skutecny obsah. Nejcastéji se redukuje jen na strukturované vysSetfovani objektli, na respekto-
vani vazeb mezi objekty a objekty a jejich okolim a na formulovéni cilového chovani. Nékdy
je za systémovy pfistup povazovano pouhé vytvoreni soustavy relevantnich veli¢in.

Kromé nezbytného chapani strukturovanosti objektii doporucujeme alespon jejich ucelové posuzo-
vani, tzn. ze pti vybéru prvka struktur, jejich vlastnosti a projevi, pfi vybéru vazeb a interakci je
zasadni posuzovani jejich podstatnosti. Mezi dalsi atributy systémového pftistupu, které¢ doporucu-
jeme respektovat, patii zejména pozadavek vySetfovat objekty jako oteviené (neizolované) soustavy
u nichz existuji vazby a interakce s okolim, jako komplexni a interdisciplindrni problémy a jako
hierarchicky uspotfddané struktury. Rovnéz orientované vysetfovani, respektujici zachovani tzv.

v

podstatnych relaci typu vstup-vystup, pti¢ina-nasledek ¢i nadfazené feseni-dilci feSeni a dynamické
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vySetfovani zavislé na Case, stejné jako Groviiové vyvazené vySetfovani povazujeme za nezbytné,
chceme-li pracovat na soucasné tirovni védy a techniky.

O metodach systémové analyzy a syntézy jiz bylo pojednano v mnoha publikacich, stru¢ny
ptehled moznosti je patrny z nésledujiciho schématu.

PROBLEM

' l

pristup nepfimy piistup pfimy

modelovani ,»pokus-omyl*

materialové vypoctové znalostni
: I znalostni
podobnostni klasické i
systemy
, ) ., expertni
analogové simula¢ni ]
systemy
—1 experimentalni — optimaliza¢ni
—| identifikacni
. citlivostni
analyza

V této monografii se omezime jen na modelovani vypoctové, ¢asto oznacované jako matematické.
Jeho realizace vyzaduje :

»  znalost matematické teorie popisujici feSeni problému,

»  podminky matematické feSitelnosti a znalost po¢ate¢nich podminek,
»  vypoctovy algoritmus, vychazejici z matematické teorie,
>

pocitacové vybaveni,
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»  vstupni Gdaje do pocitace.
Vysledkem vypoctového modelovani je odpovidajici model, na kterém lze provadét numerické

experimenty jiz ve stadiu navrhu novych technickych soustav za podminek blizkych skute¢nym
provoznim staviim.

Je samoziejmé, ze modelovani konkrétni technické soustavy musi respektovat vyse uvedena
obecna doporuceni a soucasné musi brat zietel na zvlastnosti, vyplyvajici z pozadavkl kladenych na
konkrétni soustavu a ucel, pro ktery je vyvijena. U pohonovych soustav nutno vychézet z toho, ze
tyto slouzi k pohoniim pracovnich stroji a Ze pohon jako samostatna strukturni subsoustava celé
technické soustavy je propojen piinejmensim s fadou dalSich subsoustav, které je nutné do odpovi-
dajiciho modelu zahrnout. To ale znamen4, Ze nasim cilem bude sestaveni fady submodelt :

a) elektrické (hydraulickeé ¢i jiné) ¢asti motoru,

b)  mechanické ¢asti (motor, prevody, spojky, ...),
c)  pracovniho prostiedi,
d) technologickych pozadavkd,

pricemz prvé dva submodely tvoii submodel pohonové soustavy, do které vstupuji, jako vnéjsi

vlivy, pozadavky fizeni a poruch. Takto vytvoreny model pak nazyvame komplexnim modelem. To

ovSem znamena, ze musime sestavit :

»  pohybové rovnice jednotlivych subsoustav pohonu podle jejich fyzikalni podstaty, tj. pro cast
mechanickou, elektrickou, fidici, apod.,

»  modely zabérovych podminek a kinematického buzeni u ptevodovych soustav,

A\

modelovat vliv vnéjsiho prostiedi,

»  modelovat algoritmizované pozadavky technologickych pozadavku a fizeni a integrovat je do
submodelu fizenti,

»  formulovat a modelovat hnaci, parazitni a poruchové tc¢inky,
»  modelovat subsoustavu informaénich prvka.

Z formulace pozadavkll na vytvarfeni pocitacovych modelii pohonovych soustav je samoziejmé, ze
ne vSechny modely budou muset obsahovat vSechny tyto ¢asti (submodely), protoze modely
chapeme ve smyslu ptedchozich uvah jako tcelové a casteéné strukturované. Jinymi slovy, podle
ucelu, pro ktery je model vytvaren, se miize ménit jeho struktura a samoziejmé i jeho vlastnosti a
pouziti. Snaha o urceni vhodného stupné strukturalni slozitosti je zavisla na tom, jaké pozadavky
ma model spliiovat, jaké provozni stavy ma modelovat, jaké je rozlozeni pfenaSené¢ho energetického
vykonu a jakd ma byt jeho informacni kapacita. Pozadujeme tudiz soucasnou funkéni totoznost a
vécnou odliSnost zkoumaného technického objektu a jeho modelové soustavy. Jedna se o jisty druh
analogie, spliujici podminky izomorfie. Pro pohonové soustavy a jejich matematické modely to
konkrétné¢ znamend, Ze musi existovat jednoznacna zobrazeni mezi odpovidajicimi defini¢nimi
obory proménnych veli¢in, mezi poc¢ate¢nimi stavy a vstupnimi a vystupnimi funkcemi. V praxi se
ale n€kdy setkdvame s tim, Ze napf. jednomu prvku z mnoziny ® muize byt pfifazeno vice prvki
z mnoziny @, tzn. Ze se bezpodminecné nevyzaduje bezpodminecné jednoznacnost. Jedna se tedy o
vztahy volnéjsi, charakteristické pro homomorfismus. Homomorfni soustavy tedy nemusi byt
shodné, postaci, maji-li shodné rysy. Homomorfni soustavy se mohou shodovat, i kdyz jednu z nich
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(abstraktni) zjednoduSime tak, ze jeji prvky a vazby, vstupy, stavy ¢i vystupy nejsou dokonale
rozliSeny, coz je ve shod¢ s pojetim ucelového a ¢astecné strukturovaného dynamického systému a
jeho modelu.

Shrneme-li zékladni skutecnosti, uvedené v pfedchozim textu, mizeme fici, Ze pohonové
soustavy zastupuji pfi simulacnich experimentech modelové soustavy, chapané jako ucelové a
castecné strukturované dynamické systémy

»  definované na realnych objektech na zvolené rozliSovaci tirovni,

»  chapané jako mnoziny vzajemné spjatych prvku a vazeb,

»  interaktivné vazané s okolim.

Takto pojaty systém muze byt soucasné prvkem systému vyssiho fadu, naopak prvek systému muze
byt systémem nizSiho fadu. Pohony z hlediska své struktury mohou obecné obsahovat :

motorové subsoustavy,

obecné vicestupniové fidici subsoustavy,

pievodové mechanismy,

obsluzné mechanismy,

YV V V V V

technologické mechanismy.

Ne vSechny modely musi nezbytné¢ obsahovat vSechny tyto subsoustavy. Naopak, pro fadu pohonti
je typické, ze fadu substruktur maji zdvojenu (tzv. zalohovani funkci), tudiz 1 jejich modely musi
tuto skutecnost respektovat. Z hlediska ucelu, pro ktery model pouzijeme, miize se jejich struktura
vyrazné€ liSit. Proto se setkdvame s fadou riznych modelovych schémat, z nichz nejcastéji pouziva-
nymi jsou :

»  pohony modelované jako ,,tuhé soustavy* s jednim stupném volnosti, zatizené hnacim a zat¢-
zujicim momentem, eventualné i tlumicim vnéj$im momentem,

pohony modelované jako tuhy rotor + mechanismus s tuhymi ¢leny,

diskretizovany model s nehmotnymi pruznymi a tlumicimi vazbami,

model pohonu, diskretizovany s vyuzitim MKP,

YV V V V

pohonové soustavy se spojité rozlozenymi charakteristikami hmotnosti (spojité¢ rozloZzenymi
momenty setrvacnosti), tuhosti a pfipadné i tlument,

Y

modely interaktivnich fizenych pohonil, obsahujicich submodely subsoustav s rtiznou fyzi-
kalni podstatou (mechanickou, elektrickou, hydraulickou, apod.). Sem patii i modely mecha-
tronickych soustav, vykazujicich jisty stupen inteligentniho chovani.

Ve vyse uvedeném vyctu moznych modelii pohonovych soustav se objevuji pojmy ,,tuhé téleso®,
»soustava tuhych téles®, ,,diskretizované modelové soustavy* apod. K jejich sprdvnému pochopeni
a ureni je nutné respektovat dalsi skute¢nosti. Sam pojem ,,tuhé téleso* a jeho role v dynamice je,
mirné feceno, rozporuplny. Podle definice tuhé¢ho télesa musi byt vzdalenost nejméné dvou jeho
bodl konstantni. Na druhé strané, nelze prenést na téleso jakékoliv zatizeni bez jeho deformace — to
by znamenalo, Ze jeho modul pruznosti by musel byt nekone¢né¢ velky. Téleso, resp. soustava téles,
se ale mize chovat bud’ jako tuhé téleso (soustava tuhych téles) nebo jako pruzné téleso (soustava
pruznych téles). Tyto rizné projevy piimo zavisi na vzajemném vztahu mnoziny vlastnich frekvenci
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realné soustavy a fourierovském spektru zatézujicich ucinkti. U modelové soustavy budou vlastni
frekvence zaviset pfimo na zvoleném strukturalnim rozlozeni, tj. na poctu stupiiti volnosti modelové
soustavy. Nevhodna volba modelové soustavy muze vést k tomu, ze dynamické chovani nekores-
ponduje s chovanim realné soustavy. Kdy se tedy téleso (soustava t¢les) chova jako tuhé ? Jen tehdy
kdyz nejvyssi frekvence spektra zatizeni je fadoveé mensi nez nejnizsi (zékladni) vlastni frekvence
modelové soustavy. Ve vSech ostatnich pripadech se modelova soustava bude chovat jako soustava
pruznych téles.

Piedkladana monografie ,,Uvod do vypo&tového modelovani pohonovych soustav®, ktera by
m¢éla mit za cil vyplnit citelnou mezeru v odborné literatufe pojednavajici o vypoctovém modelo-
vani pohonovych soustav, se snazi o vSech vysSe uvedenych problémech mluvit ve vzajemnych
souvislostech a piiblizit tak jejich pochopeni studentiim vypoctovych specializaci vysokych skol,
doktorandiim i inZenyrtim a usnadnit jim jejich vyuziti pfi feSeni aktudlnich inzenyrskych problémii.

Brno, 2003 Kolektiv autori
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Uvod do vypo¢tového modelovani pohonovych soustav

1. Uvod

Pii feSeni problematiky pohonovych soustav, jejich chovani a dynamickych vlastnosti, musime
vychazet ze strukturdlniho rozboru pohonovych soustav. Ty zpravidla obsahuji zakladni ucelovou
slozku (pracovni technologickou soustavu), dale soustavu pohonu, regulacni a fidici soustavu a dale
informacni a obsluzné soustavy energetické. Pohonové soustavy v uzsim technickém smyslu obsa-
huji tyto zékladni ¢asti — viz. obr.1 :

e soustavy hnacich motorti obecné fizenych (napt. elektrické sériové motory s otd€kovou a prou-
dovou regulaci),

e pievodové mechanismy,
e zpétnovazebni soustavy,

e soustavy pracovnich stroja.

Vstup Vystup
—> Motor - Prevodovy - Pracovni —
(konvertor) mechanismus stroj
\ Y
Ridici subsystém <

Obr.1. Schematické znazornéni pohonové soustavy.

Nyni si uvedeme stru¢nou charakteristiku zakladnich strukturnich prvkt pohonovych soustav :

Motory , jsou prvky ve kterych se vstupni (primarni) energie méni na mechanickou energii,
pficemz tato mechanickd energie se v nich neshromazd’uje. Pfeména energie neni dokonala, déje se
s uinnosti, kterd dosahuje (z hlediska konverze a typu konvertoru) riznych hodnot. Podle typu
vstupni (primarni) energie, kterd se méni v energii mechanickou, rozdélujeme motory na motory
elektrické, tepelné (spalovaci, reaktivni) a tekutinové.

Pro vSechny typy motort je spolecné, ze 1ze vybrat urity vstupni parametr u (resp. vstupni para-
metry u,, j=1,2,...) ktery fidi proménu energie, nejcastéji rotacni (charakterizovany thlovym
natoceni ¢ nebo uhlovou rychlosti @ = ¢), méné Casto translacni. Existuje tedy urcitd funkéni za-
vislost typu

o=¢=f,(u) resp. v.=x=f(u)

nazyvand idedlni charakteristikou motoru , ktera je zakladem pro definici dalSich, pracovnich
charakteristik motord.
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Uvod do vypo¢tového modelovani pohonovych soustav

Z hlediska uspotadani se mizeme setkat s jednomotorovym a vicemotorovym uspofadanim.
Vicemotorové usporadani, obvykla predevsim u vykonnych pohonovych soustav, si vynutily poza-
davky praxe, predevs§im tyto skutecnosti :

— pomér vykonu a hmotnosti je u vicemotorovych uspoiadani piiznivejsi ve srovnani s jednomo-
torovym uspotfadanim a zvySuje se s riistem pozadovanych vykond;

— vicemotorova uspotfadani maji vétsi vykonovou rezervu (piredevsim u elektromotorti) a tim 1
vy$§i provozni spolehlivost;

— vicemotorova uspofaddni maji vétsi moznosti regulace rychlosti, resp. hnactho momentu, coz je
dilezité zejména u slozitych typi pohont.

Vicemotorova uspofaddni maji ovSem i nékteré nevyhody, vyplyvajici naptiklad z rozdilnosti

charakteristik motorii (i kdyZ jsou stejného typu), které mohou vést k ur¢itému sekunddrnimu zno-

vurozdéleni toku vykonli a k moznostem intenzivnich kmitavych procest, k obtizim pfi stanoveni

stejnych pracovnich podminek apod.

Pirevodové mechanismy zajist'uji pienos energie a informace mezi dvéma nebo vice definovanymi
misty v prostoru a fizeni parametrii pfenaSené energie podle zvoleného zakona. Pfenos energie
v pohonovych soustavach je kvantitativné charakterizovan mnozstvim pienasené energie. Kvalita-

tivné lze pfenos energie posuzovat podle hlavni formy energie, pfenaSené v pohonovych soustavach
nebo v pohonovych soustavach transformované na jiné formy.

Struktura pfevodového mechanismu obsahuje vstupni a vystupni pfevodnik propojeny prenoso-
vym kanélem, ve kterém se pohybuje tvz. nositel energie. Pod pojmem nositele energie rozumime
soubor hmotnych ¢asti libovolného tvaru a velikosti, libovolnych fyzikalnich a ptipadné€ i chemic-
kych vlastnosti, ktery je schopny pfendset v potencialnim poli definované mnozstvi energie. K ovla-
déani parametri pfenasené energie slouzi tzv. transformacni blok; ten miiZze byt zafazen v pfenoso-
vém kanale nebo tvofi soucast vstupniho, resp. vystupniho pfevodniku — viz. obr.2.

E’ E
—_— ®
G I :
E Vystupni I Transformaéni | Vstupni : E
: pi‘evodnik | blok | pi‘evodnik 5
—_—— e —— — A
: > :
- ———— S S —
i Transformaéni | Prenosovy kanal Transformacni |
o (1) 3)
1 ok | | blok |
N — d (D) P — d:

Obr.2. Struktura pfevodového mechanismu s moznym uspotadanim transformacnich bloku (1) + (3).
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Pti realizaci pfenosu energie vychazime z jednoduché relace — viz. obr.2 :

E 2E
pticemz piipad E* = E znamena, Ze pfenasend energie zlistava zachovana beze zbytku v hlavni
formé (jedna se idealizovany piipad). Relace £° > E naopak umoziiuje kvalitativni hodnoceni pie-
nosu energie na zakladé rozdilu AE = E* — E nebo poméru

AE

*

O, =1-

ktery se nazyva soucinitel pienosu energie.

Informace je z hlediska fyzikalni realizace smluvend hodnota parametrti pfenasené energie, pii-
¢emz pienos informace v pohonovych soustavach je vazan na pienos energie (jde o vzajemné pod-
minéné procesy, které probihaji soucasn¢€). Pienos informace Ize matematicky popsat pomoci dvou
rovnic :

r W r . *
— pomoci transformacni rovnice typu [ =(T7)-1 ;
— pomoci rovnice pfifazeni informace [ = f(1).

Zde jednotlivé symboly predstavuji: 7 ...... puvodni ,,hodnota* informace, T ...... ¢as. Transfor-
macni rovnice popisuje zménu hodnoty nebo druhu parametru energie, k némuz je na vstupu vdzana
informace. Rovnice pfifazeni informace udava, jakd formulace na vystupu nalezi zadané vstupni
informaci.

Zpétnovazebné soustavy dodavaji fidicimu systému informace o skute¢nych hodnotach vystup-
nich veli€in fizené soustavy, které se porovnavaji s jejich zadanymi hodnotami. V piipadé rozdilu
téchto veli¢in zasahuje fidici systém prostfednictvim tzv. akéni veli¢iny do fizené soustavy tak, aby
odchylku odstranil.

Pracovni stroj obsahuje mechanismy, pomoci kterych se jednoduchy pohyb vystupniho ¢lenu

motoru pfeménuje na pohyb vykonnych pracovnich ¢asti stroje, potfebnych na vykondni pracovniho
procesu. Pocet vstupnich parametri pracovniho stroje se v pfevazné vétsSiné ptipadd rovna poctu
motord. Vystupnimi parametry pracovniho stroje jsou soufadnice pracovnich ¢lenti mechanismi
Xy Xy, enen , X, . Mechanismy tedy vykonavaji transformaci soufadnic definovanych funkcemi polo-

x;=f(q,q5 . q,), j=12,..... n.

Pti pracovnim procesu vznikaji sily, které zatézuji jednotlivé cleny pohonové soustavy. Proto je pro
dynamicky navrh mechanické soustavy nutné znat funkéni zavislost zatizeni od vystupnich para-
metrl a jejich Casovych derivaci — mechanickou charakteristiku zatiZeni

0.=0.(t,x,...... JX, Xy e , X,
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Uvod do vypo¢tového modelovani pohonovych soustav

2. Pohonové soustavy jako dynamicky systém

Pohonové soustavy predstavuji v souc¢asné dobé slozité technické soustavy se slozitou struk-
turou zpétnych vazeb, které obsahuji nejen mechanické, ale i elektrické, hydraulické a jiné ¢asti.
Bezporuchovy provoz takovychto soustav piedstavuje problém, o jehoz GspéSném feSeni se Casto
rozhoduje jiz pti konstrukénim navrhu a ktery je nutné mit na zieteli i béhem provozu. Jako zaklad-
ni metodologicky néstroj k feSeni problému projektovani pohonovych soustav, jejich analyzy a
syntézy, se ve stale vét§i mife vyuzivd matematického modelovéani. V inzenyrské praxi vyvolava
rozvoj metod matematického modelovani technickych problémil potiebu vytvoreni soustavné meto-
diky kvalitativni analyzy matematickych modeli, definovanych na bazi teorie systému (systém je
abstraktni objekt, ucelné¢ vytvoreny ve védomi lidi ve vztahu k primarnimu objektu, je cilevédomé
vytvofen pro feseni problémi na soustavé a je vytvoren z formalizovanych obrazli a vlastnosti) i
vytvoireni souborti metod pro jejich kvantitativni zpracovani.

Pfesné vymezeni pojmu teorie systému je dosud nejednotné a ¢asto i protichidné. Jde o teorii,
kterda ma do zna¢né miry formalni, logicko — matematickou a metodologickou povahu. Jadrem
teorie systémi je soubor abstraktnich objektd, nazyvanych obecnymi systémy, které uzivame v sys-
témové analyze (resp. syntéze) jako stavebnicové prvky, ze kterych sestavujeme modely realnych
technickych objektt tak, Zze obecné systémy vhodné modifikujeme, spojujeme a interpretujeme.
Tato interpretace musi vzdy vychazet z kritického hodnoceni pouzitého obecného systému vzhle-
dem k danému ucelu. Teorie systéml ndm muZe podstatné ulehcit studium tak slozitych technic-
kych soustav, jakymi obecn& pohonové soustavy jsou. Je tieba vSak zdiraznit, Ze jde pouze o na-
stroj, ktery mize readlné objekty zobrazovat zjednodusené. Kazdy systémovy model, vytvofeny na
redlném objektu, miize zobrazovat omezenou Cast projevil redlného objektu. Piedpokladame, ze
faktory, které nejsou v systémovém modelu zahrnuty, vyznamné neovliviiuji jeho zakladni vlast-
nosti. Splnéni tohoto pfedpokladu musime vzdy provérovat.

2.1. Dynamické systémy a jejich struktura. Stavové rovnice

Dynamické systémy budeme chapat jako prostfedek vytvofeny pro analyzu systémovych jevil,
jako abstraktni a exaktni metodicky nastroj zkoumani relaci z hlediska okamzitych ¢asovych zmén.
Systémové jevy — které mizeme povazovat za dynamické systémy, u kterych je potlacena mate-
ridlni a zvyraznéna procesni slozka — povazujeme za Casoveé zavislé obecné nestacionarni procesy
charakterizujici povahu a vlastnosti zkoumanych objekti.

Z hlediska struktury dynamické systémy obsahuji :
— mnozinu podstatnych veli€in,
— mnozinu relaci mezi podstatnymi veli¢inami a okolnim prostiedim
coz lze formalné zapsat takto :
9={T,P,B,Z,R,,R,,R, R, | (2.1)
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kde jednotlivé symboly predstavuji :

- T..... je ¢asovéa mnozina (vzorkovaci),

- P...... je mnozina parametrd systémd,

- B...... je mnozina nezavislych velicin,

- Z..... je mnozina zavislych veli¢in,

- R,...... je mnozina relaci pfimych,

- Ry...... je mnozina relaci okamzitych zmén,

- Rg...... je mnozina relaci kumulativnich zmén,
- R,...... je mnozina relaci zpozdéni.

V interpretaci vlastnosti technického objektu pii vytvareni dynamického systému se dopoustime
urc¢itého zjednodusSeni. Pfedev§im ale musime odd¢lit zkoumané jevy od ostatnich, oddélit systém
od jeho tzv. okoli. Jevy kolem nas, vSeobecné, jsou na sob¢ vice ¢i méné zavislé, obecné neome-
zen¢ zietézené. Pro sestaveni pouzitelIného matematického modelu musime rozhodnout, co z tohoto
nekonecného fetézce separovat jako zkoumany problém. Pouze na takovém uméle separovaném
useku skutecnosti 1ze budovat systém, vSe ostatni zahrnujeme do okoli systému.

2.1.1. Mnoziny podstatnych veli¢in

Casova_mnoZina T = {t} je zékladnim formdlnim prvkem kazdého dynamického systému. Je

usporadanou podmnozinou redlnych ¢isel R a mize byt definovana jako :
— diskrétni casovd mnoZina , tj. jako konecna (nebo nekonecnd) posloupnost ¢asovych dat
T={ ity ty ety s (2.2)
pficemz délka ¢asového intervalu (kroku) At =¢, , —¢, nemusi byt nutné€ ekvidistantni,
— spojita ¢asovda mnoZina u systému spojitych v Case, ktera je definovana relaci
T={t:t,<t<1,}, (2.3)
neni-li Casovy interval ¢ € < to, b, > zadan piedpokladame, Ze T je mnoZzina vSech redlnych ¢isel

MnoZina stavii je definovana abstraktni mnozina, kterd miize byt definovana jako kartézsky soucin

X=X, ®X,9...... ® X, podmnoZin X, X,,...... ,X,. Prvky x mnoziny X nazyvame stavy
dynamického systému. Pokud neni mnoZzina stavli definovana jinak, pfedpokladdme, Ze mnozZina

stavil je n — dimenzionalni euklidovsky prostor R”,
R" :{(xj,xz, ...... ,x”); x, eR', proi=12,..... n} : (2.4)
Vektor
x' :[xl, Xyyuenen , X, ] , (2.5)

nazyvame stavovym vektorem.
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Vstupni veli€iny u,(7) lze sestavit do vstupniho vektoru

w =u"(t)=|u(t)uy(t) ... u(t)]; w(t)eU proteT, (2.6)

kde U= {u} je tzv. vstupni prostor.

Vystupni veli¢iny y,(¢) lze sestavit do vystupniho vektoru

Y =y () =30, yo( ) ()] y(1)eY proteT, 2.7)

kde Y= {y} je tzv. vystupni prostor.

Vstupni a vystupni veli¢iny tedy definuji ptisobeni okoli na systém a naopak projevy systému vuci
okoli. V technickych aplikacich lze vystupy charakterizovat také jako vysledky sledované ¢innosti
objektu.

2.1.2. Relace v dynamickych systémech

Relaci v dynamickych systémech rozumime jakykoliv ptedpis R(gq,, q,, ..., q,), ktery z mno-
ziny ptipustnych hodnot proménnych ptiznaki ¢,, q,, ..., g, definuje podmnozinu kombinaci vyho-
vuyjicich danému piedpisu. Zvlastni skupinou relaci jsou ty, které urcuji zavislost mezi soucasnymi
hodnotami ptiznakil; mezi pfiznaky relace neni obsazen Cas a relace tohoto typu nazyvame statické.

Vsechny ostatni relace, u kterych mezi ptiznaky obecné patii i ¢as, jsou relace dynamické. Dyna-
micky systém musi obsahovat takovou mnozinu relaci, z nichz alespoii jedna je dynamicka.

Jako diisledek pienosu urcité udalosti, zmény, resp. informace na urcitou vzdalenost konecnou
rychlosti, vznikd zpozdéni. V teorii systémil se urcité ptiznaky uplatiiuji jako casové posunuté a
mluvime o relaci zpoZdéni. Opakem je relace integrace, ktera piedstavuje akumulaci urcitych piiz-
nakl ve fyzice nebo fiktivné vymezenych ¢astech prostoru v ¢ase. Ptirtistek hodnoty pfiznaku za

relativné kratky ¢asovy interval < tt+ At> je umérny délce intervalu A¢. Tim je kazda integrace
urc¢itou pfirozenou paméti posledniho stavu systému, na niz navazuje a vytvari charakteristickou
tendenci ke spojitosti zmén v €ase, vlastni v§em redlnym dynamickym jeviim.

Orientace relaci souvisi s vystizenim zakonitosti zmén ptiznakt dynamického systému v Case.
Ponévadz pfi vzajemné zavislosti udalosti budouci vzdy vyplyva z minulého, vyjadiuje zakladni

axiom orientace relaci dynamického systému schema ,,minuly* — ,.budouci‘.

2.1.3. Principy a teorie systémi

Zékladnim principem v teorii systému je princip kauzality (pfi¢innosti), ktery vyjadiuje zasa-
du dasledného rozliSovani mezi pfi¢inami a disledky. Nékteré ptiznaky jsou v relacich systému
trvale v lloze vstupnich veli€in, jiné predstavuji disledky pti¢inného vztahu, tj. pfiznaky vystupu —
vystupni veliiny. Relace s témito vlastnostmi reprezentujici transformaci vstupnich veli¢in na veli-

¢iny vystupni, oznaujeme jako orientované relace. Pti rozhodovani o vstupech a vystupech mtze
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v nékterych ptipadech poslouzit jako kritérium i podminka uskutecnitelnosti jevl v ¢ase — nasledek
nemuze piedchézet pricinu.

Vyznamnou sloZkou struktury dynamickych systémi jsou gpétné vazby. Lze je charakterizovat
jako situaci ve vnitinim uspofadani systému, kdy urcité veli¢iny ovliviuji, 1 kdyZ neptimo prostied-
nictvim jinych veli€in, samy sebe. Zpétné vazby v zasad¢ rozdélujeme na :

— kladné zpétné vazby, kdy G¢inek ma stejny smysl vzhledem k situaci, kterd by nastala bez puso-
beni zpétné vazby,

— zéaporné zpétné vazby, kdy ucinek ma opacny smysl vzhledem k situaci, kterd by nastala bez
pusobeni zpétné vazby.

Princip _separability systému. Odd¢leni systému od okoli nemize byt libovolné. Systém je
separabilni, tj. jsme opravnéni zabyvat se jim jako samostatnym problémem tehdy, jestlize jeho
vystupy neovliviiuji ty piiznaky okoli, jez jsou jeho vstupy — viz. obr.3. Prakticky zmiriiujeme
podminku separability na pozadavek, aby vystupy systému piisobily na okoli tak, aby nemohly

vyznamné ovlivnit ptiznaky urcujici jeho vstupy. Jen tak ma definovani systému realného objektu

smysl. Dynamické systémy muizeme také delit na fyzikalné realizovatelné a abstraktni. Fyzikalné

realizovatelné dynamické systémy charakterizuji nasledujici prepoklady :

— stav a vystup v libovolném ¢asovém okamziku #, mohou byt funkcemi jen takovych vstupnich
velicin, které pasobily pted timto okamzikem,

— vztahy mezi jednotlivymi prvky dynamického systému jsou urovany relacemi mezi fyzikalnimi
veli¢inami, které 1ze méftit (vychylky, rychlosti, teploty, napéti, proud, atd.).

Okoli Vystupy Abstraktni systémy mohou byt reprezentovany napft.
matematickymi modely. Jsou opét vytvofeny na dané
rozliSovaci trovni na daném objektu s cilem studovat
dynamické vztahy mezi velicinami a relacemi, které
charakterizuji déni ve skute¢nych objektech.

Vystup z dynamického systému obvykle zavisi
nejen na soucasném vstupu, ale i na minulé historii.
Udaje o minulych stavech systému, potiebné pro
uréeni soucasnych i budoucich vstupli, obsahuje
stavovy vektor x. To znamend, Ze stav systému
muizeme také chépat jako urCitou pamét minulych
pficin, tj. vstupll a pocatecniho stavu.

Vstupy Okoli

Na zavér si jest¢ vymezime pojem blokové
schema dynamického systému. Jeho vyznam spociva

Obr.3. Princip separability systému.

ze systémového hlediska v tom, Ze graficky interpretuje orientované relace jako transformace
vstupll na vystupu v blocich. Lze je opét chéapat jako systém grafickych symbolt (vyjadiujicich
jednoznacéné a ndzorné obsah veli¢in) a relaci mezi nimi.
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2.1.4. Stavové rovnice dynamickych systémii

Uvazujme jednoduchy dynamicky systém, jehoz blokové schéma je nakresleno na obr.4. Méni-
me-li hodnoty prvkil vstupniho vektoru u(#) a pozorujeme-li odezvu systému, tj. prvky vystupniho

vektoru y(¢), zkoumame vlastné mnozinu relaci

Ri(upuy,uy, v, y0..9,) =0
Rz(upuz,...u,,)j],yz,...ym)=0 2.8)
R, (upuys vy, vy, ¥y 9,) =0
Abstraktnim orientovanym systémem je pravé mnozina relaci mezi jeho vstupy a vystupy, kterou
muzeme vyjadfit ve tvaru mnoziny uspotradanych dvojic vektori u(t) a y(t):
Q: R{u(t),y(t)}:O, teT, uelU, yeY. (2.9)

Avsak podle této definice miize danym vstupiim odpovidat vice vystupil, které odpovidaji riznym
pocateénim podminkam — rliznym pocateCnim stavim systému. Tuto mnohoznacnost vztah mezi
vstupy a vystupy vylou¢ime zavedenim vektoru poc¢ate¢niho stavu systému v Case 1 :

x(,zx(tzt,,):[xm,xoz, ...... ,x,,n]T, (2.10)

ktery pfifadime k zapisu (2.9). Pro technickou praxi je ale bliz8i vyjadieni formalniho vztahu (2.9)
matematickou formulaci.

w vi nebo
—_— o > u(t) y(t)
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr > ¢ FE/—>
—_— X1, X2, s Xn —
u Ym
II _____________________ |
I
: D(t) |
I
u(t) | | y(t)
>} B(t) | C(t)
: |
I
| A(t) |
| |
L e e e e o — — —_—— —

Obr.4. Blokové schema dynamického systému.
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Stav dynamického systému v Case ¢ >f, jednoznacné popisuje maticova diferencidlni rovnice,

obecné nelinearni, ktera ma nasledujici tvar :

x(t)=f[x(1),u(t),t], (2.11)
a kterou nazyvame stavovou rovnici dynamického systéemu.

Vystupni relaci dynamického systému popisuje algebraickd maticova rovnice, opét obecné neli-
nearni, kterd ma nasledujici tvar :

y()=g[x(t),u(s)]. (2.12)

Rovnice (2.11) a (2.12) doplnime definici pocatecniho stavu systému (2.9) ptipadné soustavou pod-
minek realizujici ¢asové zpozdéni.

2.2. Identifikace dynamickych systémii

Pfi sestavovani matematického modelu stojime pfed ukolem vystihnout matematickymi pro-
sttedky urcité projevy zvoleného technického objektu neboli identifikovat ptislusnou mechanickou
soustavu. Identifikace dynamického systéemu je proces, jehoz vysledkem je matematické vyjadieni
urcitych, pro dany ucel podstatnych vlastnosti a projevl technického objektu (bud’ existujiciho,
nebo teprve projektovaného) v pouZitelné formé. Klademe zde diraz na pouZitelnost kone¢ného
vysledku identifikace — musime si totiz uvédomit, Zze cilem neni jen obecna teorie problému, ale
realizovatelny vypocet s vérohodnym vysledkem. Naptiklad : za konecny vysledek identifikace
nelze povazovat popis urcitého jevu nekonecnou fadou, pokud neni doplnén tidajem, ze pro dosa-
zeni ur€ité piesnosti je mozné zbytek fady od urcitého ¢lenu zanedbat.

RozliSujeme dva zésadné odliSné principy hledani vhodného matematického modelu, deduktiv-
ni a induktivni postup. Deduktivni identifikace — vyvozujeme specidlni zavéry o konkrétnim pfi-
padu na zéklad¢ obecné platnych zdkonii ptislusné védni discipliny (napf. mechaniky, sdileni tepla

apod.). Tento postup lze pouzit pouze v téch pripadech, kde podstata vySetfovanych jevi je dobie
znama a kde je propracovéana a ovétena jejich obecna teorie. Induktivni identifikace — pouzivame
vSude tam, kde nejsou splnény podminky pro pouziti deduktivniho postupu. Induktivni identifikace
spoc¢iva v tom, ze sledujeme urcité¢ vnéjsi projevy objektu a k ziskanym experimentalnim udajim

vyhledavdme jim vyhovujici relace mezi vstupem a vystupem. Vzhledem k tomu, Ze potiebu
takového postupu vyvolava neznalost podstaty jevii probihajicich v technickém objektu,
oznacujeme induktivni identifikaci obvykle jako metodu ,,Cerné skiinky* black box.

Oba postupy identifikace nelze povazovat za rovnocenné. Zatimco deduktivni identifikaci zis-
kavame v zasad€ jednoznaéné feSeni problému, vysledek induktivni identifikace je vzdy ve své
podstaté nejednoznacny. K urcitym zjist€énym udajim o vstupech a odpovidajicich vystupech cerné
skiinky existuje nekone¢né¢ mnoho matematickych modeld, z nichz Zadny vSak zpravidla nevyho-
vuje zcela presné (chyby méfeni, nedodrZeni idedlnich podminek experimentt apod.). Induktivnim
postupem ziskany matematicky model je tak jen jednou z mnoha moznych aproximaci situace
objektu v niz probihaly experimenty. Sledujme nyni podminky, za nichZ jsme schopni provadét
experiment pii induktivni identifikaci dynamického systému — viz. obr.5.
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n,(t) ny(t)

u(t) wi(t) y(t) y(t)

Y

Obr.5. Podminky experimentu pfi induktivni identifikaci.

Bylo feceno, ze vychodiskem pfi induktivni identifikaci dynamickych systému je méfeni vzajemné
si odpovidajicich vstupti, které je nutno na redlném technickém objektu vybrat (zvolit) s vétsi ¢i
mensi presnosti. Vzdy je nutné také pocitat s tim, Ze na vybrany vystup ptsobi vice vstupil (s vEtsi
¢1 mensi intenzitou ovlivnéni) a Ze jak na vstup mohou pusobit parazitni Sumy, tak také na vystup
mohou ptisobit parazitni Sumy — viz. obr.5. Zakladni pozadavek induktivni identifikace
dynamického systému, tj. izolovat vzdy vliv jediného vstupu na vybrany vystup jsme schopni splnit
jen priblizné. Proto davame vSude tam, kde je to jen mozné, prednost deduktivni identifikaci ptred
identifikaci induktivni.

Identifikace v praktickych aplikacich neprobihéd podle jednoho z vySe uvedenych principii, ale
je jejich urcitou kombinaci, takze mluvime o riznych stupnich induktivnosti identifikace. Pro rizné
aplikac¢ni oblasti je ptiznaény urcity podil induktivniho a deduktivniho pfinosu v identifikaci podle
urovné zpracovani obecné teorie problému (napt. modely fyziologickych procest jsou charakteris-
tické podstatné SirSim uplatnénim indukce a experimentu nez napt. modely leticich objekti, kde
znalost pohybovych zdkonii dovoluje témét uplnou deduktivni identifikaci). Potieba ziskat pouzi-
telny vysledek identifikace si prakticky vzdy vynucuje zjednoduSeni v matematickém vyjadieni
vlastnosti objektu. Pii deduktivni identifikaci zjednoduSujeme matematicky model piedev§im tim,
ze vlastnosti objektu idealizujeme. Idealizaci rozumime kazdy obrat v pojeti technického objektu,
ktery vede k formalnimu zjednoduseni jeho matematického modelu. Idealizace umoznila dnesni
Siroké uplatnéni matematiky v pfirodnich védach a je tak nedilnou soucasti exaktniho mysleni
viibec. Rada pojmit zavedenych idealizaci realnych jevi se vzila tak, Ze se nékdy zapomina, nakolik
to jsou fikce.

2.3. Simulace dynamickych systémii. PocitaCovy model

Primarnim zdrojem poznani v ptirodnich a technickych védach je experiment se vzorkem zkou-
man¢ho jevu. Zobectiovanim Sirokych experimentdlnich zkuSenosti bylo mozné v nékterych
védnich oborech vypracovat vice ¢i méné jednotnou teorii studovanych procest, ktera umoZiuje
objevovat dal$i poznatky cestou dedukce a analyzy matematickymi metodami, tj. pomoci matema-
tickych modelll. AZ do neddvné doby byla praktickd pouZitelnost matematického modelu omezena
existenci analytického feSeni. Teprve rozvoj vypocetni techniky znamenal podstatné rozsifeni mezi
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feSitelnosti matematickych modelti. Umoznil také postupné automatizovat vypocet feSeni rovnic
matematického modelu natolik, Ze ¢lovéku zlstava pouze tloha :

— volit a vkladat vhodné vstupy matematického modelu,
— prostiednictvim vystupniho zatizeni pocitace (souradnicovy zapisovac, displej, tiskarna apod.)
sledovat a hodnotit vystupni vysledky.

Za uvedenych podminek lze tedy s automatizovanym vypoctem zachazet z hlediska vytéeného cile
v podstat¢ jako s realnym vzorkem technického objektu. V riznych variantach vypoctu lze sledovat
a métit chovani technického objektu za riznych podminek, pod vlivem riznych vstupt. Technickou
realizaci matematického modelu technického objektu na pocitaci, s niz lze uvedenym zptisobem
pracovat, oznacujeme jako pocitacovy model.

Prace s automatizovanym feSenim projevii matematického modelu na pocitaci oteviela prostor
pro specifickou syntézu experimentalné empirické a teoreticko — analytické metody védeckého poz-

nani. Sestaveni matematického modelu a jeho pocitacova realizace vychédzeji z matematické teorie
problému, ale prace s poc¢itaovym modelem nese charakteristické znaky klasického experimento-
vani. Pfedstavuje kvalitativné novy zptisob feseni tloh, u nichz neni mozné experimentovat s real-
nym vzorkem, ani najit dedukci analytické feseni. Hlavnim znakem metody je napodobeni realnych
jevl pocitaovym modelem, a proto bylo pro ni pfijato oznaceni simulace.

Vyuziti pocitacového modelu vSak nelze redukovat jen na automatizované feSeni rovnic mate-
matického popisu problému. Pod pojmem simulace zahrnujeme vsechny faze procesu poznani,
jehoz vysledkem je ekvivalence pocitacového modelu a vySetfovaného technického objektu ve
vlastnostech a projevech zvolenych za podstatné, s presnosti postacujici danému ucelu. Hlavni faze
procesu simulace jsou :

— vymezeni systému na zkoumaném technickém objektu,

— sestaveni pocitacového modelu,

— ovefeni shody projevi pocitacového modelu a technického objektu,

— vlastni experimenty s pocitacovym modelem,

— aplikace vysledkli simulac¢nich experimenti na zkoumany technicky objekt.

Dosazeni uvedenych atributii procesu simulace je ziejm¢ podminéno potfebnou trovni automatic-
kého tizeni vypoctl a zprostiedkovani vstupii a vystupli mezi pocitacem a fesitelem. Skute¢né expe-
rimentovani s pocitatovym modelem, jako nahradou za realny vzorek technického objektu, mize
nastat jen tehdy, jestlize vlastni vypocet se stane spolehlivou, dostate¢né rychlou a snadno ovlada-
telnou automatizovanou procedurou. Podstatnou soucasti vybavy pocitace jsou pfitom graficka
vystupni zafizeni (obrazovkovy displej, soufadnicovy zapisovaé, tiskarna apod.). Cim 1épe jsou
uvedené podminky splnény, tim snadnéji a spolehlivéji mize fesitel pracovat s pocitaCovym mode-

v

lem jako s ndhradnim vzorkem technického objektu a ziskat tak hodnotnégj$i informace.
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3. Modelovani pohonovych soustav

Dynamické vlastnosti redlné pohonové soustavy (technického objektu) je mozné vysetfovat, jak
jiz bylo uvedeno dfive, pomoci jemu pfifazenych modelovych objektii. Realnd pohonova soustava
je pohonovou soustavou se spojité rozlozenymi hmotnostnimi a tuhostnimi parametry. Této poho-
nové soustavé mohou byt pfifazeny modelové objekty s parametry rovnéz spojitymi, nebo je mozné
provést jejich ndhradu parametry diskrétnimi. Pak hovofime o spojitych modelovych objektech
nebo diskrétnich modelovych objektech. Modelové objekty z hlediska feSeni daného dynamického
problému a pozadované piesnosti vysledkll, musi mit vybrané dynamické vlastnosti shodné nebo
podobné, jako ma redlna pohonova soustava (vlastni frekvence, odezva na standartni buzeni apod.).
Piivodni spojité pohonové soustaveé priradime modelovou pohonovou soustavu podle dostupného a
pouzitelného teoretického modelu, ptedstavujiciho teorie popisujicich dany dynamicky problém —
viz. obr.6. Je tfeba zdiiraznit, Ze vytvareni modelovych objektl je podiizeno dostupnym teoretickym
modelim a nikoliv naopak.

Zvlastni pozornost je tieba
Reailna pohonova soustava vénovat vytvareni nahrad-

nich ekvivalentnich diskrét-
nich modelovych objekt,
nebot’ jejich Siroké uplat-

Teoreticky model

néni v soucasnosti je dano

znaénymi moznostmi dos-
tupné vypocetni techniky.

Pro ptipravu parametrt dis-
krétniho modelu pouzijeme
nasledujici podminky mezi
| | redlnou pohonovou sous-
tavou a jeho modelem :

Modelovy objekt Modelovy objekt Modelovy objekt
spojity kombinovany diskrétni

Reseni teoretického modelu — z3kon zachovani kine-

tické energie

— rovnost prace vn¢jSich a
vnitinich silovych uc¢in-
Analytické Analyticko-numerické Numerické kit a u konzervativnich

soustav rovnost poten-

cidlni energie.
Obr.6. Prifazeni modelového objektu realné pohonové soustave.

Diskretizaci rozumime postup modelovani, pii kterém se spojuji, soustfed’uji a koncentruji spo-
jité elementy modelové mechanické soustavy. Pouzivaji se dva druhy diskretizace :

— nazornd_diskretizace, pi1 niz se modelovany systém rozlozi na jednotlivé hmotné ¢asti (tuha

hmotna télesa nebo hmotné body), pficemz vzdjemné spojeni je reprezentovdno nehmotnymi
pruznymi a tlumicimi elementy
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formalni diskretizace, pti niz se sestavi rovnice problému (diferencidlni nebo integralni) spoji-
tého systému a pak pfi feSeni pohybu se diferencidly nahrazuji diferencemi a integrala se piiradi
sumy za ucelem numerického feSeni dané problémové rovnice. Jednim z téchto pristupl je
metoda konecnych prvk.

Pouziti diskrétnich modeld ma fadu vyhod :

je mozné schematizovat vystavbu modelového objektu z jednotlivych stavebnich prvki a poli,
vypocet vSech soutadnic pohybu je jednodussi,

relativné velké mnozstvi potfebnych vstupnich udajii se mize raciondlné zpracovat pomoci ¢is-
licové vypocetni techniky,

na rozdil od spojitych modell je programovani malo vazané na strukturu, tzn. ze vliv strukturni
vystavby na feSeni problému se mize lehce zvladnout.

Pti diskretizaci vznika Casto problém dobré shody a piesnosti, kterych se dosahuje pti nahradé
realné pohonové soustavy jejim diskrétnim modelem. Tato kritéria Ize posuzovat v situacich, kdy
1ze stanovit vlastnosti piivodni soustavy, tedy readlné pohonové soustavy. Pak lze strukturu a para-
metry diskrétni modelové soustavy upiesiiovat vhodnym experimentem — viz. obr.7.

Realna pohonova soustava

( kontinuum )

Experimentalni model Diskrétni model <
Me¢éteni dynamickych Vypoctové urceni
charakteristik dynam. charakteristik
Y Y
Korekce struktury a
Je shoda dynamickych NE

> parametrd diskrétniho
charakteristik dobra ?

modelu

ANO

/

Kone¢ny diskrétni model

Obr.7. Postup pfi vytvareni diskrétniho modelu realné pohonové soustavy.
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U diskrétnich modelovych objekt pfi dynamické analyze pocet nezavislych soutadnic (pocet
stupiii volnosti) souvisi s nejvyssi vlastni frekvenci redlné pohonové soustavy, které nas v dané
uloze zajima. Je-li to napt. k —t4 vlastni frekvence realné pohonové soustavy, pak pocet nezavis-
Iych soufadnic diskrétniho modelu ma spliiovat podminku N > 2k, nebo N >k + 8, pficemz se

pouzije men$i hodnota N ztéchto dvou vztahli. Podminkou je ovSem shodné struktura realné
pohonové soustavy i modelového objektu.

Ptresnost pii diskretizaci je dana zptisobem diskretizace (hmotna télesa, hmotné body, pocet dis-
krétnich parametrti), spravnym definovanim okrajovych podminek a také na druhu pohybu (rotac¢ni,
translacni, pficné kmity, ohybové kmity, torzni kmity, atd.), které redlna pohonova soustava
vykonava. Plati vSeobecna zasada, Ze pti zvetSeni poctu diskrétnich parametrt se rozdil mezi rizny-
mi zpusoby diskretizace zmenSuje a u nizSich vlastnich frekvenci se ziskava lepsi shoda. Pti tom je
nutno vychazet z pozadavku minimalniho poctu stupiii volnosti modelového objektu, ktery nam
poskytne z hlediska feSeného problému dostatek potfebnych informaci o vlastnostech vySetfované
realné mechanické soustavy. Zavedenim vétsiho poctu diskrétnich parametrii, nez je u minimalniho
modelu, nepfinese jiz zddné dal$i nové informace, kromé zpfesnéni sledovanych dynamickych
charakteristik modelového objektu. Na druhé strané zvétseni poctu diskrétnich parametrti ¢ini llohu

vvvvvv

3.1. Pohybové rovnice pohonovych soustav

Pti analyze dynamickych vlastnosti modelovych pohonovych soustav (modelovych objekti),
jakozto nahrady realnych pohonovych soustav, je dilezitym krokem sestaveni potfebnych pohy-
bovych rovnic. Pohybové rovnice vyjadiuji vazby mezi parametry hmotnostnimi, silovymi G¢inky a
kinematickymi veli¢inami pohybu dané modelové pohonové soustavy (modelového objektu). Pii
sestavovani pohybovych rovnic modelovych pohonovych soustav lze pouzit riznych metod jak
z vektorové mechaniky, tak také z analytické mechaniky — viz. néasledujici schéma.

Mechanika
analyticka vektorova
princip virtualnich praci metoda uplného uvolnéni
Lagrangeovy rovnice I.druhu vyuziti zakladnich vét mechaniky
Lagrangeovy rovnice II.druhu redukce hmotovych a silovych parametrt
Hamiltontv princip

Gaussuv princip
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My se zde podrobnéji zminime pouze o tfech, v technické praxi nejpouzivanéjSich, metodach a to o
metod€ redukce hmotovych a silovych parametrii, o Lagrangeovych rovnicich druhého druhu a o
Hamiltonové principu.

3.1.1. Metoda redukce hmotovych a silovych parametri

Metoda redukce je vyhodné pro sestaveni pohybovych rovnic pohonovych soustav s jednim
stupném volnosti. Pohyb takovéto pohonové soustavy lze vyjadtit pohybem mysleného ¢lenu, ktery
se pohybuje shodné se zvolenym zékladnim ¢lenem, na ktery redukujeme vSechny hmoty 1 v§echny
pracovni silové Gc€inky. Za zakladni ¢len se obvykle voli hnaci nebo hnany ¢len, ktery kond rotacni
pohyb nebo posuvny pohyb. Vychazime pfitom z véty o zméné kinetické energie soustavy téles ve
tvaru

dE,
=P, .
- (3.1)

kde P je vykon pracovnich silovych ucinkd. Jak je zndmo, lze rychlosti vSech téles soustavy
s jednim stupném volnosti vyjadrit ve tvaru ¢,(g,q), kde g je polohova soufadnice zédkladniho

¢lenu. Kinetickd energie soustavy téles muze byt vyjadiena pii redukcei na rotujici ¢len ve tvaru
E(0.0)=5 1u(a)d’, (3.20)
nebo pii redukcei na posouvajici Clen ve tvaru
E(q.0) =2 mu(a)- 0, (3.2b)

kde 7 ,,(q) je redukovany moment setrvacnosti soustavy pii redukci na rotujici zékladni ¢len nebo

m,,,(q) je redukovand hmotnost soustavy pfi redukci na posouvajici ¢len.

Vykon vSech pracovnich silovych G¢inki 1ze pii redukci na rotujici ¢len vyjadrit ve tvaru

P(t,q,9)=M,,(t,9.9)q, (3.3a)
nebo pii redukci na posouvajici €len ve tvaru
P(t,q.q)=F,(1.9.9)-q, (3.3b)

kde M, (¢t q,q) je redukovany moment pii redukci na rotujici ¢len nebo F,_,(t,¢q,q) je reduko-
vana sila pti redukci na posouvajici ¢len.

Redukované veli¢iny ur¢ime z rovnosti kinetickych energii skute¢né a redukované soustavy

[Ek] skut [Ek] reduk (3.4a)

a z rovnosti praci, nebo vykonnosti skutecné a redukované soustavy

[A] skut =[A] reduk

[P ] skut [P ] reduk (3.4b)
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pfi¢emz v piipadech kdy vSechny plisobici sily jsou konzervativni, 1ze misto vztahti (3.3b) vychazet
z rovnosti potencidlnich energii skute¢né a redukované soustavy

[EP] skut [EP] reduk (3.4¢)

Derivaci kinetické energie ve tvaru (3.2a) resp. (3.2b), dostaneme

dE, L. 1dI(q) .
—rk =7 4 —Tred 17 ,
P a(4) 44 2 dg q (3.5a)
resp.
dE, .. 1dm(q) .;
=m +— 22 g7,
P a(4) 49 > dg q (3.5b)

Po dosazeni vztaht (3.3a) a (3.5a), resp. (3.3b) a (3.5b) do rovnice (3.1), dostaneme vlastni pohybo-
vou rovnici soustavy pii redukci na rotujici ¢len ve tvaru

L 1dI .
Ired(q)q+—Mq2

=M_(t,q,4),
> dg red (1,4, Q) (3.6a)

resp. pii redukci na posouvajici ¢len ve tvaru

~ ]dmred(q) -2 .
+— =g = t,49,q4).
m,,(q)q > dg g =F,(1.9.q) (3.6b)

Pohybové rovnice (3.6a) nebo (3.6b) jsou nelinearni diferencidlni rovnice 2.radu. Jsou tudiz
integrovatelné v uzavieném tvaru jen ve specialnich pfipadech funkei M, ,, 1, ,, resp. F,,m, .

K vyraznému zjednoduSeni vlastni pohybové rovnice dochdzi u soustav s konstantnimi pfevody, u

nichz /,,, resp. m,,, jsou konstantni. Pohybové rovnice (3.6a), resp. (3.6b) se pak zifejmé zjedno-

red >

dusi do tvaru

lL,G=M,,,(1494q), (3.7a)
resp.

My §=F,,(1,9.9). (3.7b)

V ptipadé pohonovych soustav s pasivnimi odpory jsou mezi pracovnimi silami odporové (tieci)
sily, které jsou obecné funkci reakei. Ptislusna pohybova rovnice by tedy nebyla vlastni pohybovou
rovnici. Uvedenou potiz u pohonovych soustav s pasivnimi odpory lze u nékterych jednoduchych
soustav odstranit, jestlize se podaii vyjadfit ptislusnou reakci ptimo ak¢nimi silami nebo piibliznym
vyjadienim vlivu pasivnich u€inkt, napt. vykonem pasivnich odpori jako podilu vykonu hnacich
sil, popf. pomoci G€innosti.

Pievaznou vétSinu redlnych pohonovych soustav vysetfujeme jako diskrétni modelové poho-
nové soustavy o vice stupnich volnosti, u nichz v disledku raznych prevodi mezi jednotlivymi
télesy je obtizné sestavit pohybové rovnice piimo. I u téchto soustav je mozné provést redukci na
spole¢ny rotacni ¢len nebo posuvny clen, ¢imz se podstatné zjednodusi a zptehledni sestaveni
potfebnych pohybovych rovnic. Redukce piivodni modelové pohonovéé soustavy se casto provadi
na hnaci Clen, pficemz pocet stupiiti volnosti ptivodni modelové pohonové soustavy a po jeji reduk-
ci musi byt totozny. Pro ndhradu pivodni modelové pohonové soustavy jejim ndhradnim redukova-
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nym modelem je zapotiebi dodrzet nasledujici postup :

— soustavu rozdélime na subsystémy, piicemz pocet subsystémil je roven nebo je vEétsi nez pocet
stupiii volnosti ptivodni modelové mechanické soustavy,

— zvoli se rotacni nebo posuvny ¢len, na ktery chceme celou soustavu redukovat,

— vypoctou se jednotlivé prevody mezi pohyby prvkll ptivodni pohonové soustavy a pohybem
¢lenu, na ktery se provadi redukce,

— provede se redukce jednotlivych parametri subsystémi na spolecny ¢len

— sestavi se pohybové rovnice redukované soustavy, pticemz pocet pohybovych rovnic odpovida
poctu zvolenych subsystémii.

3.1.2. Lagrangeovy rovnice druhého druhu

Lagrangeovy rovnice druhé¢ho druhu jsou nejuzivanéj$i metodou analytické mechaniky pfi ses-
tavovani pohybovych rovnic vazanych pohonovych soustav. Umoznuji sestavovat pohybové rov-

vvvvvv

pohonovych soustav. Metodicky postup pfi sestavovani pohybovych rovnic ziistava v platnosti bez
ohledu na druh soufadnicového systému, coz umoznuje pouzit libovolny soufadnicovy systém.
Vyhodou je 1 skuteCnost, ze jedinou dynamickou veli¢inou, kterou je nutno vyjadfit, je kineticka
energie E,, coz byva zpravidla jednoduché. U konzervativnich soustav lze dale vyuzit pojmu
potencidlni energie £, a pracovat pak pouze se skalarnimi veliCinami £, a £, .

Obvykly tvar rovnic je formulovan pro holonomni vyzby v nezavislych zobecnénych soutadni-
cich. Pro soustavy s neholonomnimi vazbami linearnimi v rychlostech nebo pti pouziti zavislych

(ptebytecnych) soutadnic pouzivame Lagrangeovych rovnic druhého druhu s multiplikatory (Lag-
rangeovych rovnic smiSeného typu).

Uvazujme pohonovou soustavu, kterou lze modelovat jako soustavu N hmotnych boda o
hmotnostech m, s n stupni volnosti, obecné mezi sebou vazanych vazebnimi rovnicemi typu

r=1(9,95--.9,1), (3.8)
kde 7 predstavuje radiusvektor uvazovaného bodua ¢,, q,, ..., g, je n zobecnénych (nezavislych)

soutfadnic — uvazujeme tedy pouze vazby holonomni, at’ uz reonomni nebo skleronomni.

Pii odvozeni zékladniho tvaru Lagrangeovych rovnic druhého druhu pro soustavu hmotnych
bodl vyjdeme z principu virtualnich praci ve tvaru

N — ..
S F-m, 7 o7 =0, (3.9)
i=1

kde E jsou pracovni sily plisobici na i-ty hmotny bod. Uvazime-li, Ze variace radiusvektoru i-t€ho

bodu je dana nésledujicim vyrazem
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— Or,
57 = 5q,
;6% !

pak po dosazeni tohoto vyrazu do vztahu (3.9) dostaneme rovnici

Z{ZN: }5% Z{imf?}g—;}5q_,=0, (3.10)

ktera bude (vzhledem k libovolnosti variaci zobecnénych soufadnic) splnéna tehdy, kdyz budou
splnény nasledujici rovnice

Y. oF
Q,-> mi—=0, (3.11)

0, :Z 2 — . (3.12)

Dalsi postup spoc¢iva ve vhodnéjsim vyjadreni druhého vyrazu na levé strané rovnice (3.11). Deri-
vovanim rovnic vazby (3.8) dostaneme pro rychlosti nasledujici vztah
- dr, 0Fr, < O0r

==t ) 4, (3.13)
dt 0t “Hodq, "’

a po jeho parcialni derivaci podle ¢; dostaneme

_6?[ _on (3.14)
0q, 0gq, ’
dale zfejmée plati
;7: ﬁ_ d al" __'. d ﬂ 315
‘oq, dt aq "dt| oq, | (3-15)
V poslednim ¢lenu (3.15) 1ze vSak psat
dt| dq, | 0q,’ (3.16)

—

. ) or.
jak plyne z totalni derivace vyrazu Ih podle casu
J

d arl B n 82 e ) 82 -
dt| oq, | < aq,aqk G 8q]8t
a parcidlni derivace vyrazu (3.13) podle ¢,

i 82—' aZ—*
- k
q, 7 0q,04, Gtﬁqj
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jejich porovnanim. S vyuzitim vztahti (3.14) a (3.16) lze vyraz (3.15) pfepsat ve tvaru

. OF d{;aﬁ,} . oF

= vy |7
8qj 8qj

—=— 1
oy (3.17)

ktery dosadime do rovnice (3.11), tim obdrzime

ﬁ:m 4 ?6’%" —F or =0 (3.18)
= '\ dt| "oq, ) 'og, & '

! J

Jestlize ze vztahu pro kinetickou energii soustavy

N 1 N X
Ek = Ek =_Z m, —;2,
i=1 I 2 i=1
sestavime vyrazy
0E, L . oF 0E, & . oF
.k:Zmiri 7’, ’ k:Zmirz‘_rla (3.19)
aqj i=1 aqj aqj i=1 aqj

kterych vyuzijeme ve vztahu (3.18), tim obdrzime nésledujici rovnici

d (6E, | 0E,
r [ o0 J =0,, (3.20)

ktera predstavuje zdakladni tvar Lagrangeovych rovnic druhého druhu, platnych pro libovolnou
pohonovou soustavu podrobenou holonomnim (reonomnim nebo skleronomnim) vazbam.

V technické praxi se Casto setkame s ptipady, kdy vSechny pracovni sily jsou silami, pro néz
existuje staciondrni potencidlni pole (takovym soustavam fikame, Ze jsou konzervativni). V tako-
vém piipad¢ lze vyjadrit zobecnénou silu odpovidajici témto silam pomoci potencialni energie

OE,

0,=- og. (3.21)

tim dostanou Lagrangeovy rovnice druhého druhu tvar

d(0E | 0B 9F, _,
dt\ 0q, ) 0q, dq,

(3.22)

Casto je konzervativnost systému porusena pouze tlumicimi silami, linearné zavislymi na rychlos-
tech 13, =-b, v, kde hodnoty b, predstavuji koeficienty line4rniho (visk6zniho) tlumeni. Potom lze

zobecnénou silu linearniho (viskdzniho) tlumeni

IG5,
R, == b, (3.23)
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nasledujicim vztahem
OR,
04,

‘0, =- (3.24)

pficemz funkce R, je skalarni veliinou.

Jsou-li mezi pracovnimi silami vedle sil potencidlnich a disipativnich jesté sily jiného typu, lze
pomoci disipativni funkce napsat Lagrangeovy rovnice druhého druhu ve tvaru

i[aEk J_aEk LOE, OR,

: =0;. (3.25)
dt\ 0q; ) 2q; 0dq; 04,

3.1.3. Lagrangeovy rovnice druhého druhu s multiplikatory
Tento tvar rovnic se pouziva jednak v piipadech, kdy nelze nebo kdy nechceme vyloucit preby-
tené (zavislé) soufadnice, jednak u soustav s neholonomnimi vazbami.

Pro soustavu s n stupni volnosti, s (7 + k) soufadnicemi (tj.soustava s k pifebyte¢nymi sou-

fadnicemi), z nichz k& je vazdno holonomnimi vazbami

a9 4 Qg - G 1) =0, s=12,..k, (3.20)
plati podle (3.10) nasledujici rovnice
n+k N . 817 N . 817
I E - mr—|5q,=0, (3.27)

j=1 i=1 0 q_/ i=1 0 q./

pfitom v3ak pouze n variaci 5¢q; (j=1,2,...,n) jenezavislych, ostatni jsou vazany k vztahy

které dostaneme variovanim vztahu (3.26). Vyndsobenim posledniho vztahu (3.28) neznadmym
koeficientem A a pfictenim tohoto vztahu od rovnice (3.27), obdrzime vztah

n+k a N k a
> ZF—F— m i i 2/1 f =0. (3.28)
== %4, = 8q] oy

Protoze koeficienty A, mohou byt libovolné, zvolime je tak, aby vyrazy v hranatych zavorkach

vztahu (3.28) byly rovny nule, tj. aby platilo

ﬁ: . 0F & k
E === mr7 (3.29)
i=1 aq] i=1 j aqj

pro vSechna j=1,2,...,n+k. Multiplikatory A, jsou ovSem neznamé a nutno je vypocitat na
zéakladé podminek uvedenych pfi jejich zavedeni.

Upravime-li prvni dva ¢leny ve vztahu (3.29) podobné jako pfi odvozeni zakladniho tvaru Lagran-
geovych rovnic druhého druhu, dostaneme soustavu rovnic
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d | O0E OFE a of,
—| = |- “=Qj+zis—f*, (3.30)
dt\ 9q; ) 0q; = 04,

pro j=1,2,...,n+k,které spolu s k rovnicemi vazby (3.26) umoziuji urcit (n+ k) prib&hi sou-

fadnic ¢;(7) a k nezndmych koeficientii 4, .

Fyzikalni smysl Lagrangeovych multiplikatorti spo¢iva v tom, Ze vyjadiuji zobecnénou vazbovou
silu, odpovidajici reakénimu u€inku vazeb. Pfitom plati

: v i -V or,
0" =) F —. 3.31
s= aq] ’ i=1 8q] ( )

Prostiednictvim multiplikatort I1ze tedy do Lagrangeovych rovnic druhého druhu zavadét vazboveé
sily, resp. reakce, a lze je tedy z téchto rovnic vypocitat. Jiny postup zavedeni reakci do Lagrangeo-
vych rovnic druhého druhu spociva v aplikaci principu uvolilovani, podle né¢hoz dynamicky systém
s vazbami Ize vySetfovat jako systém bez vazeb, jestlize ucinky téchto vazeb nahradime ptislusnymi
reakcemi. Casto postupujeme také tak, e nejprve vysetiime Gasové priibéhy nezavislych soufadnic
z vlastnich pohybovych rovnic a reakce potom urc¢ime z pohybovych rovnic, sestavenych metodami
vektorové mechaniky (uvoliovanim).

Pro soustavu s n stupni volnosti a k£ piebytenymi soufadnicemi podrobenou navic / neholo-
nomnim vazbam typu

g(q,...9,.49;....9,,t)=0, s=12,..1, (3.32)
dostaneme Lagrangeovy rovnice druhého druhu ve tvaru
d| O0E L0
—L ."J Z -t (3.33)
di| 0q, 8q] q, “= 04,

pro j=1,2,...,n+k+/[, které feSime spolu s (k+/) rovnicemi vazby (3.26) a (3.32). Urcime tak
(n+k+1) soutadnic ¢q,(7) a (k+/) multiplikatorii 4, a /Tb

Fyzikalni smysl multiplikatori A, a /TS je analogicky jako ve vztahu (3.31) a Ize pomoci nich ur¢it

ptislusnou zobecnénou vazbovou silu

!

Zﬂ Z =0/ =) F' . (3.34)

s=1 aq/ i=1 q;

3.1.4. Hamiltoniv princip

Hamiltontv princip je z hlediska feSeni technickych loh nejvyznamnéjSim z integralnich va-
riacnich principti. Integralni principy zkoumaji soustavu v uréitém kone¢ném casovém intervalu a
sleduji ji jako celek. Varia¢nimi se nazyvaji proto, Ze sestaveni pohybovych rovnic vyplyne z pod-
minky nulové variace (tj. staciondrnosti) urcitého omezeného integralu J (fukcionalu), ktery je
nezavisly na jistych skalarnich mechanickych veli¢inach. Varia¢ni iloha je pfitom formulovéna tak,
7e se v ¢asovém intervalu sleduje pohyb pohonové soustavy po riznych virtualnich drahéch (spliu-
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jici podminky vazeb), které vSak v koncovych bodech intervalu odpovidaji poloze soustavy pfi
skutecném pohybu. Pfitom se mezi t€émito variovanymi drahami hledd takova, na niz pfislusny
funkcional J ma stacionarni hodnotu (tj. 6J =0), tzn. Ze hledana trajektorie je pak extremalou

funkcionalu J. Hledané pohybové rovnice jsou pak totoZné s Eulerovymi rovnicemi ptisluSného
variacniho problému.

Vyhodou tohoto principu je zejména skutecnost, Ze jeho formulace je nezavisla na volbé sou-
fadnicového systému a ze jeho platnost neni omezena jen na oblast klasické mechaniky. Principu
lze dobte vyuzit k sestavovani pohybovych rovnic slozitych systémi, napf. systému se spojité roz-
loZzenymi parametry, systémil obsahujicich i nemechanické prvky a dale k formulaci nékterych piib-
liznych metod popisujicich chovani slozitych systému. V pripadech, kdy pouziti Hamiltonova prin-
cipu vede k Lagrangeovym rovnicim druhého druhu, je ovSem jejich pfimé pouziti rychlejsi (tak
tomu byva zpravidla u diskrétnich modelti pohonovych soustav).

Pti odvozeni Hamiltonova principu vyjdeme z principu virtudlnich praci pro soustavu N hmot-
nych bodt ve tvaru

!

N
Z[ i_mié]é"_i'zo’
i=1

ktery mizeme s vyuzitim identity
For =

ptepsat do nasledujiciho tvaru

N

ZﬁiéiJer:miﬁé'ﬁ:ZN:mi@. (3.35)
i=1 i=1

i=1

Uvézime-li, Ze pro €leny na levé strané rovnice (3.35) plati :

N - N _
Y Ei=4 > F 6F=64
i=1 i=1
1 N . N
S mi =B > Y mi s =5k,

kde & A4 je variace prace pisobicich sil a § E, je variace kinetické energie, pak lze rovnici (3.35)

psat ve tvaru

N
SA+SE, =%(Z miﬁéﬁj,
i=1

a po integraci tohoto vztahu v ¢asovém intervalu a, b, dostaneme

b b

j(5A+5Ek)dt={Zmiﬁ5;§} . (3.36)

a a

Jelikoz variované trajketorie jsou voleny tak, aby v koncovych bodech ¢asového intervalu a, b bylo
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(07)1a =(67) 1 =0,

bude vyraz na pravé starné rovnice (3.36) roven nule, ¢imz obdrzime vztah
b
5J55J(A+Ek)dt=0, (3.37)

ktery je matematickym vyjadfenim Hamiltonova principu : Sledujeme-li pohyb soustavy po libovol-
nych izochronné variovanych drahach, které v koncovych bodech casového intervalu prochazeji
stejnymi body jako pri skutecném pohybu, pak pro skutecny pohyb soustavy plati, Ze variace integ-
ralu J je rovna nule.

Jestlize sily pisobici na soustavu maji potencial, potom plati 6 4 =—6 E,, a Hamiltoniv princip se

vyjadii takto

b
5J55j(Ek—Ep)dt=0. (3.38)

3.2. Mechanické charakteristiky motori a pracovnich stroju

Pro spravnou analyzu dynamickych vlastnosti pohonovych soustav je nutné znat vnéjsi vlast-
nosti pohanéného pracovniho stroje a motoru. Tyto vnéjsi charakteristiky definuji tzv. momentové
charakteristiky, které vyjadiuji zavislost momentu zatizeni M ,, nebo hnacitho momentu M, na
uhlové rychlosti @, resp. uhlové poloze ¢ vystupniho Clenu pracovniho stroje a motoru. Obecné

1ze mechanickou charakteristiku motoru, resp. pracovniho stroje, vyjadfit rovnici

My =M,(uy,q9y,9,), resp. M, =M,(u,,q,,4,), (3.39)
kde: wu,,u, ... vstupni fidici parametr motoru, pracovniho stroje,
9y:9; ...... zobecnéna soufadnice motoru, pracovniho stroje,
9.9, ... zobecnéna rychlost motoru, pracovniho stroje.

Vzijemny vztah mechanickych charakteristik motoru a pracovniho stroje, ndm urcuje dynamicky
rezim pohonové soustavy. V praktickych ptipadech ndm analyza dynamickych vlastnosti pohono-
vych soustav vede k feSeni pohybové rovnice

My =M, @y, 04)-M,( @, 0,), (3.40)
kde: M., ...... : d d 1 dIl
©: Mo redukovany dynamicky moment soustavy, / aw ,resp. [ LACIE L% ,
dt dt 2 do
M, ... hnaci moment motoru redukovany na hnaci ¢len mechanické soustavy,
M, ... zatézujici moment pracovniho stroje redukovany na hnaci ¢len mechanické
soustavy.
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Aby bylo mozné pohybové rovnice typu (3.40) fesit, tj. abychom mohli provést analyzu dynamic-
kych vlastnosti pohonové soustavy, musime znat analytické vyjadieni hnaciho a zatézujiciho mo-
mentu, které definuji mechanické charakteristiky. Z hlediska struktury pohonové soustavy, tak jak
byla uvedena v prvni kapitole na obr.1, uvazujeme dva typy mechanickych charakteristik :

o mechanické charakteristiky zatiZeni, které reprezentuji souhrnny zatéZujici moment M, od
vSech sil, plisobicich na pohonovou soustavu. VSeobecné zavisi zatézujici moment M, na
uhlové rychlosti @ a periodicky na poloze ¢ vystupniho ¢lenu pohonové soustavy

M,(p.0)=M,(p+27, @), (3.41)

J momentové charakteristiky motorii, které jsou definované jako funkcni zavislosti hnaciho
momentu M ,, na thlové rychlosti vystupniho ¢lenu pohonové soustavy

M,=M,(a,). (3.42)

3.2.1. Mechanické charakteristiky zatiZeni

Zatézujici moment lze obecné vyjadrit vztahem
M;(p0)=M(p)TM(0)=M(p)-M (@) sgnw, (3.43)
kdy ptedpokladame, Ze zatéZujici moment M ,( ¢, @) je mozné rozdé€lit na dvé slozky, a to na
slozku zévislou jen na poloze hlavniho ¢lenu M .( ¢ ) ana slozku M ,( @) zavislou jen na thlové
rychlosti @. Prvni ¢len M.( ¢) obsahuje momenty, které souvisi se zménou potencialni energie,

tedy od konzervativnich sil pisobicich v pohonové soustavé. Druhy ¢len M ,( @) tvoii momenty

vznikajici v technologickém procesu a tfeci momenty (pfi zméné smyslu otaceni pracovniho stroje
méni své znaménko a pusobi vzdy proti pohybu hlavniho ¢lenu pohonové soustavy). Z vyse
uvedeného vyplyva, ze zatézujici momenty Ize rozdélit do dvou kategorii :

J odporové zatézujici momenty M ,( @),

J aktivni zatézujici momenty M .( ¢).

3.2.1.1. Odporové zatéZujici momenty
Obecné 1ze zavislost odporového zatézujictho momentu na thlové rychlosti pii jednosmérném

otaceni vyjadrit pomoci nasledujiciho vztahu :

MR((U):MT+(MN_MT)'[§} > (3.44)

kde: M, ... moment tfeni v klidu,

zatézujici moment pfi nominalni thlové rychlosti w,,,
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Me A Me A Me A Me p

X exponent urcujici mechanickou charakteristiku zatizeni. Pro klasifikaci pracov-
nich strojii Ize pouzit hodnot X =—-1,0, 1,2, 3, ..., pficemz je nutné si uvédomit,

ze obecné nemusi byt X celé Cislo.

My

MT MT MT

\
ey
ey
ey

S

a) b) ¢) d)

Obr.12. Mechanické charakteristiky zatizeni — odporové zatézujici momenty.

Nyni si uvedeme zakladni kategorie odporovych zatézujicich momentii vyskytujicich se v praxi :

a.)

b.)

c.)

d)

X =0 - charakteristika nezavisla na thlové rychlosti @, tj. M ( @) = konst. (viz. obr.12a).
Takovou charakteristiku maji zdvihaci zafizeni, pojezdové mechanismy jetabt, podavaci me-
chanismy a tfiskové obrabéci stroje pracujici s feznou rychlosti imérnou posuvu. Pii jedno-
smérném otadceni mize byt zatizeni i zatizeni suchym (Coulombovym) tfenim, kdy M, =M,
pak rovnice (3.44) ma tvar M ,( w)=M, -sgnow.

X =1 - zatizeni linearn¢ zavisi na uhlové rychlosti @, viz. obr.12b. Takovou charakteristiku
ma napf. pohon stejnosmérného motoru s cizim buzenim, zatizeného konstantnim odporem.

X =2- zatizeni nelinearn¢ zavisi na thlové rychlosti @, viz. obr.12¢c. Tuto charakteristiku
maji prakticky vSechna zatfizeni kterd prekonavaji odpor vzduchu nebo tekutin (ventilatory,
odstfediva Cerpadla, ...).

X =—1 - zatizeni hyperbolicky klesa s thlovou rychlosti @, viz. obr.12d. Tuto charakteristiku
maji navijeci zafizeni v textilnim, papirenském a hutnickém primyslu, kde se pozaduje kons-
tantni rychlost navijené¢ho materialu i konstantni tahova sila v materialu.

3.2.1.2. Aktivni zatéZujici momenty

Na dynamické procesy v pohonové soustavé maji znacny vliv zatiZzeni s proménnou periodic-

kou slozkou. Tento druh zatizeni obvykle zavisi od thlu pootoceni hlavniho ¢lenu a zptisobuje ho :

periodickd zména vnéjsiho zatizend,

nelinearni kinematické vazby typu klikového, vackového nebo kulisového mechanismu.

V daném ptipad¢ jsme predpokladali, ze aktivni zatézujici momenty zavisi periodicky na poloze ¢

hlavniho ¢lenu mechanické soustavy, tedy
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M (p)=M.(p+27), (3.45)

takze l1ze tuto slozku zatézujicich momentua vyjadfit ve tvaru Fourierovy fady
Moo= N C vos oS sin i
c(¢)=7+z ;cos jo+S,sinjo, (3.46)
j=1
kde jednotlivé koeficienty této fady jsou dany vztahy

2r
1
Co=—-IMc(¢>)dco,
Vs
0
] 2r
Cjzz-JAMC((p)-cosjqo do, (3.47)
0

2r
1 .
S,,-=;-J‘Mc((p)‘smm do.
0

Pro tfadu pohonovych soustav ma zatézujici moment od technologickych odport periodicky cha-
rakter v zavislosti na Case ¢, pficemz velkou dulezitost pro analyzu dynamickych vlastnosti poho-
novych soustav ma trvale ptsobici harmonické zatiZeni, viz. obr.13.

M, A Harmonicky prubeh aktivniho zatézujiciho mometu
1ze popsat vztahem
M, M. (t)=M, sinwt, (3.48)
; kde: M, ...... amplituda zatiZeni,
>t @ ... frekvence zatiZeni.

-M, mentu je ddna vyrazem

2
r=:2. (3.49)
w

Obr.13.. Harmonicky zatéZujici moment.

Perioda harmonického aktivniho zatéZzujictho mo-

Aktivni zatézujici momenty periodicky zavislé na Case ¢ lze, stejné jako aktivni zatézujici momenty

zavislé na poloze ¢ hlavniho ¢lenu, vyjadfit ve tvaru Fourierovy fady
4, X 2r 2r
M (t)=""L+ A.cos j—t+B sinj—t,
(1) 2 jz; j€0s = jsinj— (3.50)
resp. po uvazeni vztahu (3.49) ve tvaru
4, X 4 . o
Mc(t):7+z jCOSJa)t+Bjsmja)t, (3.51)

J=1

kde koeficienty Fourierovy fady (3.50) stanovime ze vztahii
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T
] L
A0=?'. M.(t)dt,
0
T 2
LT
Aj:?'.o Mc(t)‘COS]Ttdt, (352)
T 2
. .4TT
Bj:?' Mc(t)‘SanTtdt.

.0
V priloze, uvedené na konci této prace, jsou uvedeny funkcni vztahy riiznych typi aktivnich zatézo-
vacich momenti spolu s vyrazy pro jejich Fourierovy rozvoje.

3.2.2. Momentové charakteristiky motori

Pfi analyze dynamickych vlastnosti pohonovych soustav maji hlavni vyznam jen ty vlastnosti
motord, které ovliviiuji charakter jejich vzajemného plsobeni s ostatnimi funk¢énimi ¢astmi mecha-
nické soustavy. Tyto vzajemné vztahy urcuje vazba mezi vstupnimi a vystupnimi parametry motoru
(viz. obr.14), tedy mezi vstupni veli¢inou u (¢) fidici procesy pfemény energie v motoru, zdkonem
zmény soufadnice vystupniho ¢lenu ¢, (¢) a zobecnénym hnacim momentem M, (t), resp.

zobecnénou hnaci silou Q,, (?).

u(t)

Motor /K\

VA /

JU3

My (t), qu(t)

Obr.14. Schématické zndzornéni motoru.

Volbou nékteré charakteristiky motoru, ktera vyjadfuje vazbu mezi uvedenymi parametry je vlastné
volbou dynamického modelu pohonové soustavy. V zavislosti na stupni idealizace vlastnosti mo-
toru, rozliSujeme nasledujici typy charakteristik :

o idedlni charakteristiky motoru,
o statické charakteristiky motoru,

J dynamické charakteristiky motoru.
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3.2.2.1. Idealni charakteristiky motori

Pfi podmince, Ze rychlost vystupniho ¢lenu ¢, v kazdém casovém okamziku zavisi pouze na

hodnot¢ vstupni veli€iny u , pak hovotime o idedlni kinematické charakteristice motoru

qy = f;(u). (3.53)
Tato charakteristika se pouziva pro hruby popis vlastnosti motoru a pouziva se zejména v prvni eta-
pé projektovani pohonové soustavy. Lze ji pouzit pouze pro motory, kde vliv zatizeni na rychlost
motoru lze zanedbat. Za ptedpokladu, ze zobecnény hnaci moment M, nezavisi na rychlosti ¢,
vystupniho Clenu — je funkci vstupni veliCiny u, hovotime o idedlni momentoveé charakteristice
motoru

ML =M (u). (3.54)

V pievazné vétsing piipadl jsou idedlni kinematicka 1 momentova charakteristika motoru nelinearni
(viz. obr.15). Pak za ptedpokladu, Ze tyto charakteristiky jsou spojité a hladké, 1ze idedlni charakte-
ristiky motoru linearizovat v okoli pracovniho bodu u =u,.

du A M, A

Mg/

>
u

Y

Uy Up

a) b)

Obr.15. Idealni kinematicka charakteristika a), idealni momentova charakteristika b).

Za tim ucelem si rozvineme funkce na pravych stranach rovnic (3.53) a (3.54) do Taylorovych tad
v okoli pracovniho bodu u =u,

: . dfi(u
qH=q0+M-(u—u0)+ ...... ,
du
M;:Mg+w-(u—uo)+ ...... ,
u

pfi¢emz v téchto rozvojich zanedbame vSechny veli¢iny druhého a vyssiho fadu. Tim pro idedlni
charakteristiky motoru obdrzime nasledujici idealizované rovnice
Gy =4+ B, (u—u,), (3.55)
M, =M} + B, -(u—u,), (3.56)
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kde veli¢iny B/, B, jsou dany vztahy

, . dMi(u
P ﬂM=—;( ), (3.57)
u

a predstavuji ndm tuhosti idealni kinematické a momentové charakteristiky motoru v bod€ u =u, .

3.2.2.2. Statické charakteristiky motori

Zohlednéni vlivu rychlosti ¢, vystupniho ¢lenu na zobecnény hnaci moment M ,, ve vztazich

pro idealni charakteristiky motoru ndm vede ke statické kinematické charakteristice motoru

Gy = fs(u, M), (3.58)
nebo ke statické momentové charakteristice motoru
My =M (u,q,). (3.59)

U motort ve kterych pienos pohybu na vystupni ¢len se vykondva pomoci mechanismu s nelinear-
nimi funkcemi polohy ¢, (klikové mechanismy spalovacich motortl) ndm statickou charakteristiku
vyjadiuje funkéni zavislost
gy =fs(u, My, q,), (3.60)

nebo

M;:M;(u’qH’QH)' (3.61)
Statické charakteristiky motor vyjadiuji zavislost mezi konstantni rychlosti vystupniho ¢lenu pii
konstantni hodnoté vstupni veli¢iny u . Lze je pouZit pouze v téch piipadech, kdy zmény zatizeni a
rychlosti probihaji dostatecné pomalu.

Ze vztahu (3.58), resp. (3.59) je zfejmé, Ze statické charakteristiky motorti jsou obecné nelinedrnimi
funkcemi dvou parametrt, viz. obr.16. Pfedpokladame-li, Ze statické charakteristiky jsou spojité a

hladké, lze tyto charakteristiky linearizovat v okoli pracovniho bodu (u,, M},), resp. (u,,q,) .

qy A M A

M (u,q,)

9y | Ss(u, M, ) Mg \

Obr.16. Staticka kinematicka charakteristika a), staticka momentova charakteristika b).
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Za tim ucelem si rozvineme funkce na pravych strandch rovnic (3.58) a (3.59) do Taylorovych tad
v okoli pracovniho bodu (u,, M), resp. (u,, q,)
. . 0 fo(u,, M! o fi(u,, M?
qH:q0+ fS( 0 H)_(u_u0)+ fS( 0 H)'(MH_M](-)[
ou oM,

o M (uy, 4,) aM;(uo’q'o)_
94y

)+ ,

M =M + (u—u,)+

piicemz v téchto rozvojich zanedbame vSechny veli¢iny druhého a vys$siho fadu. Tim pro statické
charakteristiky motoru obdrzime nasledujici linearizované rovnice
dy =9+ q?u.(u_u0)+ﬂq§M‘(MH_M;)J ) (3.62)
Mf]:M;)J+ﬂ/\j,u'(u_”0)+ﬁai,q'(QH_70)a (3.63)
kde veliciny 8., ... Bu... By , jsou dany vztahy

s _afS(uO’M[o{) s :afS(MO’MIOJ)

P = ou o il oM,
OMS (u,, M" OMS (u,, M" (.64
ﬂS _ o (g, M) ﬂs o w(uy, M)
Mo ou T M o4, '

a predstavuji nam tuhosti statickych charakteristik motoru v pracovnim bod¢.

3.2.2.3. Dynamické charakteristiky motorii

Z diivodil setrvacnosti fyzikaln€ — chemickych procesti pfemény energie v motoru, je hodnota
rychlosti ¢g,, vystupniho ¢lenu v daném casovém okamziku zavisla nejen na okamzité hodnoté zati-

zeni, ale 1 na zakon¢ jeho zmény v Case. Tuto skutecnost Ize zohlednit zavedenim derivace zobec-
néného hnaciho momentu podle ¢asu do statickych charakteristik motoru

. dM
qH:fD[uxMH+T dl‘H j: (3.65)
nebo
dMm?; .
Td—tHJng =M;(u,q,), (3.66)

kde parametr 7 je Casova konstanta motoru. Rovnice (3.65), resp. (3.66) nam piedstavuje dynamic-
kou kinematickou charakteritiku, resp. dynamickou momentovou charakteristiku motoru. U mo-
torl ve kterych pienos pohybu na vystupni ¢len se vykondva pomoci mechanismil s nelinedrnimi
funkcemi polohy ¢,, , ndm dynamickou charakteristiku vyjadfuji rovnice

) aM
qH:fD(u’MH_'_Td—tH’qu’ (3.67)
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nebo
dM?P .
Td—tH+MI§=M[SJ(u’QH’QH)' (3.68)

Vyuzijeme-li nyni v rovnici (3.66) vztahu pro linearizaci statické momentové charakteristiky (3.63),
obdrzime linedrni dynamickou momentovou charakteristiku motoru ve tvaru

dM?

T + My =My + B, -(u—u)+ B (4, —4dy) (3.69)

kde veli¢iny f3,; .. By, jsou dany vztahy (3.64). Ze vztahti (3.65) aZ (3.68) je patrné, Ze poloZime-

li vtéchto vztazich T =0, dostaneme vyrazy pro statické charakteristiky motoru. Je nutné
poznamenat, ze dynamické charakteristiky (3.65) az (3.68) pro nékteré typy motori (napf.
asynchronni elektrické motory) je mozné pouzit jen pro analyzu takovych pohybu, pro které se

M P (t) méni v malych mezich, tj. plati-li 7 M << M? .

3.2.3. Momentové charakteristiky vybranych typt motori

V tomto ¢lanku si uvedeme vztahy pro momentové charakteristiky nej¢astéji uzivanych motort
jakoZto pohont mechanickych soustav, a to : asynchronniho elektrického motoru, stejnosmérného
elektrického motoru s cizim buzenim, stejnosmérného elektrického motoru se sériovym buzenim,
hydromotoru s objemovou regulaci a vznétového spalovaciho motoru.

3.2.3.1. Momentové charakteristiky asynchronniho elektromotoru

Dynamicky model pohonové soustavy s asynchronnim elektrickym motorem tvoii obvykle
dvoukotoucova pruzna soustava, jejiz schéma je uvedeno na obr.17.

I, M, 0,

My, 9,

Obr.17. Dynamicky model pohonové soustavy s asynchronnim elektromotorem.
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Statickd momentova charakteristika asynchronniho elektrického motoru je zndzornéna na obr.18,

N
My
tecna ke statické momentové
2 My charakteristice v bod¢ g
pracovni oblast
A
My K \
0 ok, Sk 0,5 Sk @5 p
S <
0
Obr.18. Statickd momentova charakteristika asynchronniho elektrického motoru.
pricemz tuto charakteristiku lze obecné popsat ve tvaru zpresnéné Klossové charakteristiky
2M . (1-aS 2r @
MI§:S Kg K)’ W = f’ S=1-—"*,
7K+7+2CISK p a)S (370)
K
kde: [ ...... frekvence napajeciho napéti statoru,

)72 pocet pélovych dvojic,

OM ... mechanické tthlova rychlost motoru,

DS eee.. synchronni tthlova rychlost motoru,

Sk eens kriticky skluz odpovidajici momentu My ,
Mg ... kriticky (maximalni) moment,

a ... pomeér ¢inného odporu statoru a motoru.

Hodnoty parametri a, M se ur€uji z katalogii vyrobcti motort. Pracovni oblast statické momen-
tové charakteristiky odpovida hodnotadm skluzu S zintervalu (0; 0,5S,). Jestlize v dynamickém

rezimu hodnoty skluzu S a momentu M}, neprekracuji hranice pracovni ¢asti statické momentové

charakteristiky, mizeme linearizovanou dynamickou momentovou charakteristiku motoru podle
vztahu (3.66) s ohledem na vztah (3.69) zapsat ve tvaru

Strana ¢. 42



Uvod do vypoétového modelovini pohonovych soustav

dM?
Ty dl‘H +Mll-1)=ﬁD(a)S_a)M)> (3.71)
I .
kde: Tp=—0— ... elektromagnetickd casova konstanta,
PSk O
2M . . . ..
By = S o koeficient tuhosti statické charakteristiky.
K ™S

3.2.3.2. Momentové charakteristiky stejnosmérného elektrického motoru
s cizim buzenim

Dynamicky model pohonové soustavy se stejnosmérnym elektrickym motorem s cizim buze-
nim tvoii obvykle dvoukotoucova pruzna soustava, jejiz schéma je uvedeno na obr.19.

+ e
+ 11
k,b
Ur us - o
- My, o,

M, 9,

|

Obr.19. Dynamicky model pohonové soustavy se stejnosmérnym elektromotorem s cizim buzenim.

Staticka momentova charakteristika stejnosmérného elektrického motoru s cizim buzenim je zna-
zornéna na obr.20. Linearizovand dynamicka momentova charakteristika motoru je dana nasle-
dujici rovnici

D
r My

+M1?=ﬂ0(ws_a)M)a (3.72)

pricemz jednotlivé veli¢iny jsou dany vztahy

Up k¢’ L pN
D = , ft y T -, k == s 3.73
" kg Po R "R 2ra (3.73)
kde: wup ...... napéti na kotve,
R ... vysledny ¢inny odpor kotvy,
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/2 magneticky tok vytvareny civkou buzeni,
L ... vysledna induk¢nost kotvy,
N ... pocet elektrickych zaviti kotvy,
)72 pocet polovych dvojic,
a ... pocet paralelnich vétvi civky kotvy.
N
My £
tena ke statické momentové charakteristice v bodé ms
Mk

s a M

Obr.20. Staticka momentova charakteristika stejnosmérného elektromotoru s cizim buzenim.

3.2.3.3. Momentové charakteristiky stejnosmérného elektrického motoru se
sériovym buzenim
Dynamicky model pohonové soustavy se stejnosmérnym elektrickym motorem se sériovym
buzenim tvofi obvykle dvoukotoucové pruzna soustava, jejiz schéma je uvedeno na obr.21.

R,L

—  (YYY

—>

M,, 9,

I]
k,b

+
UR

M, o,

Obr.21. Dynamicky model pohonové soustavy se stejnosmérnym elektromotorem se sériovym buzenim
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Staticka momentova charakteristika stejnosmérného elektrického motoru se sériovym buzenim je

zndzornéna na obr.22.

MS
oA
S .
M =k i,
My te¢na ke statické momentové charakteristice v bodé m,
0 -0
, (¢, ig)
M "
@9 s ()74

Obr.22. Staticka momentova charakteristika stejnosmérného elektromotoru se sériovym buzenim.

Linearizovand dynamickd momentova charakteristika motoru je dana nasledujici rovnici

dM}
H"'Mg:ﬂu(ws_a)M)a (3.74)

Ty

pricemz jednotlivé veli€iny jsou dany vztahy
By KEGK

k-g? TP R+kkjo,
__RT,+L  _ pN
Y R+k kyw,’ 2ra

Qg
(3.75)

>

kde: wup ...... napéti na kotve,

iR eenn. proud kotvy,

proud kotvy v bodé statické rovnovahy,

~,
=SS

...... vysledny ¢inny odpor kotvy,
...... vysledna induk¢nost kotvy,
...... pocet pdlovych dvojic,

pocet elektrickych zaviti kotvy,

? 2" N X

pocet paralelnich vétvi civky kotvy,
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o ... magneticky tok vytvareny civkou buzeni,
¢0 ...... magneticky tok vytvareny civkou buzeni v bod¢ statické rovnovahy,
T ...... konstanta buzeni,
17 S proud civky buzeni,
Wy e uhlova rychlost v bod¢ statické rovnovéhy.

3.2.3.4. Momentové charakteristiky hydromotoru s objemovou regulaci

Kromé elektrickych asynchronnich a stejnosmérnych motort se v pohonovych soustavach
uplatniuji 1 hydraulické mechanismy. Energie v hydraulickych mechanismech se pfenasi pievodem
mechanické energie z hnaciho motoru na hydraulickou energii v ¢erpadle, hydraulickym vedenim
od cerpadla k hydromotoru a pfevodem hydraulické energie v motoru na energii mechanickou, jak
je schématicky znazornéno na obr.23.

V
—
D pd
M} o, b1 M, o, ’
ae V ... vedeni,
C ... &erpadlo,
HM ... hydromotor,
o ¢ ... regulaéni Clen
C |ps
Vv

Obr.23. Schématické znazornéni hydraulického prevodu — hydromotoru s objemovou regulaci.

Vstupnim regulanim parametrem hydraulického mechanismu je pritok na vystupu Cerpadla Q..
ovladany polohou regulacniho €lenu «.. Za predpokladu, ze vysledné ztraty tlaku v hydraulickém

vedeni V' jsou mensi nez /0 % nomindlnich tlakl pfi maximalnich pratocich, mizeme polozit
Di=D;, Ps=Dy

pak pritok Cerpadla nezavisi od tlakového spadu p, = p, — p,. Zohlednime-1i hydraulické ztraty a

stlacitelnost tekutiny, lze s ohledem na rovnici (3.69) napsat dynamickou momentovou charakte-

ristiku hydromotoru ve tvaru

dMm}
dt

T, +My=rQ.-fy0,, (3.76)

pficemz jednotlivé parametry jsou dany vztahy
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Esr Esr Esr Pa
kde : T, ...... hydraulicka ¢asova konstanta,
asr aeen. koeficient ztrat netésnostmi,
Osr ...... vysledné objemové ztraty v hydraulickych vedenich, ¢erpadle a motoru,
Vo ... objem vysokotlakého hydraulického vedeni véetné dutin ¢erpadla a motoru,
E ... modul objemové pruznosti kapaliny,
kp ... charakteristicky objem hydromotoru (viz. rovnice (3.79)),
Bp ... tuhost statické charakteristiky motoru.

Polozime-li v rovnici (3.76) T, =0, obdrzime statickou momentovou charakteristiku hydromotoru

s objemovou regulaci ve tvaru
My =rQ.-pBpa,, (3.78)
zniz pro M} =0 plyne idealni charakteristika hydromotoru

rQs
B

>

rQC‘_IBDa)DZO = 0,=q,=

kterd po dosazeni za r, 3, ze vztahl (3.77) pfejde do tvaru

o

a)DEQD:k
D

(3.79)

3.2.3.5. Momentové charakteristiky vznétového spalovaciho motoru

Pro analytické vyjadieni hnaciho momentu vznétového spalovaciho motoru uvedeme zptisob
vyjadifeni hnacitho momentu jako funkci rychlosti @,, a dodavky paliva na cyklus ¢q . Pro pfevaznou

vétsinu rychlobéznych naftovych motorid se tato zdvislost vyjadiuje na zakladé experimentalnich
zkousek ve tvaru (viz. obr.24)

M, (@, q)=M,(o,)+k, Mg, Ag=qg-gq,, (3.80)
kde: M, ... moment motoru pii minimalni dodavce paliva g, odpovidajici volnob¢hu,
kv ...l konstanta motoru.

V nejcastéjSich ptipadech rast dodavky paliva prakticky linearné zavisi jen na zméné polohy pali-
vove tyce regulatoru. Uvazime-li, ze regulator snizuje dodavku paliva, 1ze rovnici (3.80) ptepsat do
nasledujiciho tvaru

, AM
M (o, q)=M,(0,)+AM, —k,z, k,= , ’ (3.81)
kde: AMy ...... ptiristek hnaciho momentu pfi maximalni dodavce paliva,
zZ zmeéna polohy palivové tyCe s ohledem na polohu max. dodavky paliva,
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Zimax  eeeees poloha palivové tyce pii volnobéhu,
kp ... konstanta motoru pii volnob¢hu.
My
A A
eemTTT oo kpez
IR
TN < N . A MM
L Mi(w,)
Y
o, I @M

Obr.24. Statické momentové charakteristiky vznétového spalovaciho motoru.

Polohu palivové tyCe z ur¢ime z pohybové rovnice palivové tyCe regulatoru

mi+bi+F,(z)+F,=A(z) o, (3.82)
kde: Fp(z) ...... sila pruziny regulatoru redukovana na hlavni ¢len regulatoru,
Fo ... sila pfedpéti pruziny regulatoru,
A(z) ... moment setrva¢nosti regulatoru,
m ... redukovand hmotnost v§ech pohyblivych ¢asti regulatoru na hlavni ¢len re-

gulatoru (zpravidla objimku regulatoru),
b ... koeficient viskdzniho tlumeni.
Obecné jsou parametry m, F,(z), A(z) slozitymi funkcemi polohy palivové tyce regulatoru z a
zavisi na konkrétnim typu regulatoru palivového Cerpadla. Pfi pouziti reguldtoru s ptimou regulaci
je mozné vliv setrvacnych sil pohybujicich se ¢asti regulatoru zanedbat. Koeficient viskozniho tlu-
meni b je mozné urcit pouze experimentalné. Redukovana tuhost pruZiny regulatoru k, je vétSinou

linearni, potom redukovana sila pruziny F,(z) je

Fo(z)=k;, z. (3.83)
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Sila predpéti pruziny F, musi splilovat podminku
F,<A(z) o), (3.84)

pfi¢emz hodnota sily pfedpéti pruziny F| se nastavuje v zavislosti na momentu setrvacnosti regula-

toru A (z), ktery Ize stanovit z empirického vztahu

A(z)=n-%-rz-%-}f, (3.85)

kde : nooa pocet pisti palivového Cerpadla,

Gp  ...... tihova sila pistu,

g ... gravitacni zrychleni,

Tz .. konstanta regulatoru,

ip . ptevodovy pomér mezi hiidelem regulatoru a hiidele motoru,

w opravny koeficient zohlediiujici nesouhlasnost sméru pohybu pistu a spojky

vy regulatoru.

Pti sestavovani pohybovych rovnic soustavy spalovaci motor — regulator, je nutné zohlednit skutec-
nost, Ze poloha palivové ty€e z se méni v intervalu daném konstrukei palivového ¢erpadla. Potom
pohybové rovnice soustavy jsou

Iyo,=M,(w,,z)-M,,
M, (o, z)=M,(0,)+AM, —k,z, (3.86)

mi+bz+F,(z)+F,=A4(z)w,, 0<z<:z

max
kde: Iy ...... moment setrvacnosti motoru a s nim pevné spojenych ¢asti,

My ... vysledny moment mechanickych a tepelnych ztrat v motoru.

3.3. Nelinearni prvky a jejich charakteristiky

Prvky mohou byt samy o sob¢ systémy slozené z jednotlivych prvkl. Potom jejich vlastnosti
popisujeme stejne jako vlastnosti systému, napt. diferencialni rovnici. Nékdy vSak sta¢i pouzit k po-
pisu prvku analytického vyrazu nebo charakteristiky.” Protoze neni mozné jednou charakteristikou
vyjadtit vlastnosti prvku tak podrobné jako diferencidlni rovnici, pouzivame riznych druhii charak-
teristik. Tyto charakteristiky maji pak co mozné nejjednodussim zptisobem vyjadfovat vztahy téch
proménnych, které jsou diilezité pro analyzu jevi, které vySetfujeme.

V teorii linearnich dynamickych systému rozdélujeme charakteristiky na statické a dynamické.
Dynamickou charakteristikou je napt. prechodova charakteristika, ktera udava casovy priibéh
vystupni veli€iny pfi jednotkové skokové zmeéné vstupni veliiny. Frekvenéni charakteristika je také
dynamickou charakteristikou a udava pomér amplitud vystupni a vstupni veli€iny a jejich vzajemny

* . . e ’ r 7 ~_ 7 J r Twe 7
) Pod pojmem charakteristika prvku rozumime grafické znazornéni zavislosti veli¢in daného prvku.
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fazovy posun pro rizné frekvence pfi sinusovém vstupnim signalu na prvku. Na obr.25b je ptecho-
dové a na obr.25c frekvencni charakteristika systému podle obr.25a. Tyto dynamické charakteris-
tiky linearnich dynamickych systémut v sobé zahrnuji statické vlastnosti, protoze statickd charakte-
ristika linearniho prvku je vzdy ptimkova, jak je znazornéno na obr.25d. Smérnice této piimky je
dana ptrechodovou charakteristikou pro ¢ — o, popft. frekvenéni charakteristikou pro w =0.

YA
X . . Y
—»| ay+byt+cy=x |f—m0 D >
vstup vystup X
a)
Im A b)
AY
Re
A
Y(jo)
X(jo) lim x (1)
Y >
t
c) d)

Obr.25. Linearni prvek a), staticka charakteristika prvku b), frekvencni charakteristika prvku c),

prechodova charakteristika prvku d).

Staticka charakteristika udavéa hodnoty vystupni veli¢iny, odpovidajici ur¢itym neménicim se hod-
notam vstupni veli¢iny. Znazornéni vlastnosti prvkl v ustdleném a ptfechodovém stavu jeho static-
kou a dynamickou charakteristikou miizeme pouzit i pro nékteré nelinearni prvky, u kterych lze od-
délit od celkové charakteristiky jejich ¢asové zavislou slozku. Statické charakteristiky maji obvykle
na vodorovné ose vstupni veli¢inu x nelineadrniho prvku a na svislé ose jeho veli¢inu vystupné y .
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Pfi tom vSak jako vystupni nebo vstupni veli¢inu je mozno uvazovat nejrizngjsi fyzikalni veliiny
podle toho, jak bude prvek zapojen v soustavé (napt. pro elektrické prvky znazoriiujeme zévislost
proudu na napéti nebo obracené tzv. voltampérovou charakteristikou, kterd je napf. pro lineérni
odpor ptimkova).

Abychom usnadnili analyzu dané soustavy, neuvazujeme celou charakteristiku daného prvku,
ktera byva zpravidla velmi sloZita, ale pouze jen jeji ¢ast, tzv. pracovni oblast charakteristiky. Pra-
covnim (klidovym) bodem charakteristiky nazyvame bod urceny stejnosmérnou slozkou vstupni
veli¢iny. Umisténi pracovniho bodu urcuje charakter vystupni veli€iny. Pfi linearni charakteristice
nezavisi ¢asovy prab¢h vystupni veli€iny na umisténi pracovniho bodu.

Dosud uvazované charakteristiky udavaly vztahy mezi okamzitymi veli¢inami. Nékdy byva vy-
hodné pouzivat charakteristik, které udédvaji vztahy jen mezi prvnimi harmonickymi slozkami
vystupnich a vstupnich veli¢in nebo vztahy mezi hodnotami efektivnimi. Tvar charakteristiky pro
efektivni veli¢iny zavisi v§ak na podminkach, za jakych byla métena. Téchto charakteristik pouzi-
vame piedevsim pii feSeni ustalenych stavii.

3.3.1. Elektrické prvky

Nelinearni odpor. Vsechny odpory jsou ve skute¢nosti nelinearni. Proud, ktery jimi prochazi,
zpusobi jejich otepleni. Tim vzroste pocet volnych elektronl, ¢imz se zvétSuje vodivost. ZvéEtsi se
také mfizkové vibrace a redukuje se tim volnd drdha elektronu. Tyto u¢inky mohou zplsobit
zvétseni nebo zmenseni vodivosti v zavislosti na tom, ktery G¢inek pievazuje. U vodicii vodivost
obvykle klesa se zvétSenim teploty, zatimco u izolator a polovodicii stoupa. U polovodict vétSina

elektronil je pevné vazana na své atomy i pii pokojovych teplotich a se zvétSenim teploty se mize
znacné zvetsit pocet volnych elektront.

i\ i A

'
<Y

a) b) c)

Obr.26. Voltampérové charakteristiky nelinearnich odport.

Vodivost s rostouci teplotou klesd u zarovek s wolframovym vlaknem a ostatnich prvki se Zha-
venym kovovym vldknem. Jejich voltampérova charakteristika je na obr.26a. Podle jejiho pribéhu
1ze takovych prvki zifejmé pouZit jako stabilizatory proudu. Lepsiho stabiliza¢niho G¢inku dosahuje
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prvek s charakteristikou podle obr.26b, tzv. variator, ktery je tvofen zeleznym dratkem (spirdlou)
umisténym ve sklenéné baiice plnéné vodikem. Charakteristika podle obr.26¢ pfedstavuje prvky,
jejichz vodivost s teplotou vzrastd. Piikladem jsou polovodicové odpory, tzv. termistory. Tutéz
charakteristiku, tj. charakteristiku podle obr.26¢c, maji také varistory vyrabéné spékanim prasku
karbidu kfemiku. Pouziva se jich pro stabilizaci sttidavych napéti a k omezeni prepéti.

Nesymetrické charakteristiky na obr.27 odpovidaji prvkiim s usmériiovacim t¢inkem, zptisobe-
nym ptfechody PN polovodicovych prvkl. Kuproxidové usmériiovace maji charakteristiku podle
obr.27a. Velké zaktiveni v okoli pocatku davd dobré usmérnéni i malych napéti. Charakteristika
selenovych usmériiovaci na obr.27b ukazuje na vyhodné vlastnosti pfi vysSich napétich. Germa-
niové usmeériovaci hrotové diody s charakteristikou uvedenou na obr.27¢, pro usmériiovani malych
proudt a napéti az do frekvence 100 MHz a plo$né germaniové diody pro usmériiovani proudii od
0,1 A do stovek ampéril jsou dnes nejb&znéjSimi usmeérnovacimi soucastkami. Jejich inverzni napéti
se pohybuji od 30 do 400 V. Kifemikové diody maji inverzni napéti dokonce az do 2000 V pii
usmérnéném proudu 0,5 A do nékolika set ampért. Maji voltampérové charakteristiky podobné ger-
maniovym diodam, v zadvérném sméru maji vSal podstatné mensi vodivost. Jejich hlavni piednosti
je odolnost proti vysokym teplotdm az do 150 °C. Charakteristika na obr.27d se vyznacuje nahlou
zménou prubéhu v zavérném sméru. Pfi disaZeni tzv. Zenerova napéti dochazi k velkému zvétseni
vodivosti, takze pii malych zménéach napéti se proud velmi méni a je nutno jej omezit vnéjSim
odprem. Téchto vlastnosti se dosahuje u tzv. Zenerovych diod odliSnou koncentraci pfimési nez u
béznych kifemikovych usmériiovacich diod.

A A LA A

<Y
<Y
<Y
<Y

a) b) c) d)

Obr.27. Voltampérové charakteristiky polovodicovych usmériiovaci.

Nelinearni kapacita. Permitivita nékterych dielektrik, napt. Seignetovy soli, se méni s velikosti
intenzity elektrického pole. Potom je kapacita nelinearni funkei napéti na kondenzatoru. Proud pro-
chézejici kondenzatorem je dan vztahem
e d(Cu)
dt

: (3.87)

kde kapacita C je proménnou veli¢inou, tzn. je funkci napéti u, tj. C=C (u ). Proto pro ¢asovou

derivaci kapacity podle ¢asu plati
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dc_oc du
dt ou dt’

a proud prochazejici takovym kondenzatorem je

i{Cw.a_C]d_u_

(3.88)

Nelinearni indukénost. Permeabilita jader civek z feromagnetickych materiald se méni s magne-
tickym polem, a proto je indukénost takovych civek funkei proudu. Zavislost magnetického toku @
na proudu civky i je dana tzv. hysterezni smyckou podle obr.28. Hysterezni smycka proméiuje
svij tvar v zavislosti na frekvenci, a to tak, ze s rostouci frekvenci se jeji plocha zvétsuje. Vlivem
vifivych proudii se Spicky hysterezni smycky zaobluji. Napéti na nelinearni indukénosti je dano

indukénim zdkonem

. d® _d(Li)
dt dt ~
kde L je induk¢énost ménici se s velikosti proudu i. Proto pro ni plati
dL_oL di
dt 0i dt’
coz po dosazeni do rovnice pro napéti u , tj. do vztahu (3.89), dava
u=i-ﬂ+L-£= L+18_L .ﬂ)
dt dt oi | dt
pricemz indukcénost L jsou funkce proudu i.
A T e —— e —
L]Z
N
- U, L] L2 U,
i

¢ <«

[

Obr.28. Hysterezni smycka.

Obr.29. Nelinearni vzajemna induk¢nost.

(3.89)

(3.90)

Obsahuje-li systém vzajemné indukénosti, bude zaviset permeabilita, a tedy také indukcnosti na

vSech proudech, takze pro dvé vzajemné vazané indukcénosti podle obr.29 bude platit
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dL, 9L, di, 0L, di,
dt 0i, dt 0i, dt’
dl, 0L, di, 0L, di, (3.91)
dt oi, dt 0i, dt
dL, 0L, di, 0L, di,
dt 8i, dt 0i, dt

Pro napéti u, a u, plati

L _d®, 00, dij 00, di,

" dt 06, dt oi, dt’

_do, 00, di, 0, di, (3-92)
dt  0i, dt 0i, dt

U,

Protoze pro magnetické toky @, a @, plati podle obr.29
O, =L i,+L,i,,
O,=L,i,+L,1i,,

potom muzeme psat

aﬁq-)]:Ll ll'aL.lJriz'aL.H,
i o1, o1,
aaq.)l :Lzz i1 (ZL] +i2 'aaL.]z 5

i, i, i, (3.93)
0D, . 0L, . 0L, ’
ey =L, i —=+i, —,

i 0i, 01i,

(0] L L
86.2 :L2+i1'aa.12+iz'aa.2-

) I, L

Dosazenim vztahti (3.93) do vyrazi pro napéti (3.92) obdrzime

oL oL di oL oL, | di
u1=[L1+i1- Lti,- ”] lJJ{LmH'I Lti,- ”] L2

o1, 0i, | dt oi, P ai, | dt’

. , (3.94)
u,= L12+i1'aL.12 +i2'a[jz 'dl]"' L2+i1'aL.]2 +i2'aljz 4L )
oi, oi, | dt 0i, oi, | dt

pficemz induk¢nosti L,, L, a L,, jsou funkcemi obou proudt 7, a i,.

3.3.2. Mechanické prvky

Jako v elektrickych dynamickych soustavach lze za zakladni prvky povazovat odpory, indukc-

nosti a kapacity, mizeme za zdkladni prvky mechanickych soustav povaZzovat tlumice, setrvacné
hmoty a pruZiny.
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Nelinearni pruziny maji charakteristiky podle obr.30, kde na obr.30a je charakteristika degre-
sivni pruziny (tuhost pruziny s rostouci vychylkou klesd), na obr.30b je charakteristika progresivni
pruziny (tuhost pruziny s rostouci vychylkou roste), na obr.30c je charakteristika progresivné degre-
sivni pruziny (tuhost pruziny s rostouci vychylkou nejprve roste a pak klesd) a konecné na obr.30d
je charakteristika degresivné progresivni pruziny (tuhost pruziny s rostouci vychylkou nejprve klesa
a potom roste). V mechanickych soustavach se uplatiiuji také nelinearity zptisobené ¢asto nedoko-
nalym provedenim jednotlivych soucésti. Takovou nelinearitou je necitlivost (viz. obr.31a), nasy-
ceni (viz. obr.30a), nebo piedpéti (viz. obr.31b).

Obr.30. Charakteristiky nelinearnich pruzin : degresivni charakteristika a), progresivni charakteristika b),

progresivng degresivni charakteristika c), degresivné progresivni charakteristika d).

Nelinearita typu necitlivosti byva zptisobena vili v prevodovych mechanismech, ptekrytim v pneu-
matickych nebo hydraulickych rozvodech nebo také suchym tfenim. Mechanické soustavy nebo
prvky maji také hysterezi, kterd byva zptisobena napft. vili v p evodech. Pro mechanické soucasti, u
nichz lze zanedbat moment setrvac¢nosti na vystupnim hitideli z pievodt vzhledem k suchému tieni,
1ze jejich hysterezi znazornit charakteristikou podle obr.31c.

FoA Fop P2 A

Y

=Y
=Y

VAR

a) b) ¢)

Obr.31. Charakteristika prvku s pasmem necitlivosti a), charakteristika prvku s pfepétim b),

charakteristika viile v pfevodech c).
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Na vodorovnou osu vyna§ime tthlovou vychylku ¢, vstupniho hiidele a na svislou osu thlovou
vychylku ¢, vystupniho hiidele pievodi. Sikmé vétve odpovidaji piimému zabéru vystupu se
vstupem, vodorovné usecky prichodu vili pfi reverzaci chodu. Tato charakteristika vychazi z diive
uveden¢ho predpokladu o zanedbatelném momentu setrvacnosti, coz znamena, ze vystupni hiidel
z prevodl se okamzit€ zastavi, ustane-li ptimy zaber.

Nelinearni tlumeni byva €asto zpisobovano tienim, které je dalsi typickou nelinearitou mecha-
nickych soustav. Suché tfeni je pfedstavovano tzv. Coulombovym idealnim suchym tfenim podle
obr.32a. Na vodorovnou osu se vynasi rychlost pohybu (napt. thlova rychlost hiidele) a na svislou
osu sila nebo moment tfeni M, . Skutecnd charakteristika tfeni (viz. obr.32b) je dana kombinaci
suchého treni a tzv. viskdzniho tfeni, imérné¢ho thlové rychlosti @ . Obsahuje vsak jesté tzv. kli-
dové tfeni M, , které je tfeba prekonat pii rozb&hu. Pfi malych rychlostech moment tieni zpo&atku

trochu klesa, pak se vSak zvétSuje vlivem viskozniho tieni. Tlumeni v tekuting je pii vétSich rych-
lostech ptiblizné umérné druhé mocning rychlosti a ma charakteristiku podle obr.32c.

Mz p Mrp Fop

_Y
S
<Y

a) b) ¢)

Obr.32. Charakteristika Coulombova suchého tfeni a), charakteristika skuteéného tieni b),

charakteristika tlumeni v tekuting c).

YA YA YA YA
x x x x
a) b) ¢) d)

Obr.33. Charakteristiky reléovych prvki : idealni relé a), relé s pasmem necitlivosti b),

relé s hysterezi c), relé pii plisobeni suchého tieni nebo vile d).
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Zvlastni skupinu nelinedrnich charakteristik elektrickych i mechanickych prvki tvoii reléové
charakteristiky podle obr.33. Takovéto charakteristiky maji prvky, jejichz vystupni veli¢ina se méni
skokem (nespojité) pii spojité zmeéné vstupni veliCiny. Piikladem je relé. Obrazek 33a predstavuje
charakteristiku idedlniho relé, obr.33b relé¢ s pdsmem necitlivosti, obr.33¢ relé s hysterezi (proud
odpadu kotvy je mens$i nez proud ptitahu). Na obr.33d je charakteristika reléového prvku pii ptiso-
beni suchého tfeni nebo viile.

3.3.3. Aproximace nelinearnich charakteristik

Abychom mohli analyzovat dynamické vlastnosti pohonovych soustav matematicky, je tfeba,
aby charakteristiky jejich prvki byly vyjadieny analytickymi vyrazy. Vystihnout matematicky cha-
rakteristiky nelinedrnich prvkt byva velmi obtizné. Proto se je snazime vyjadrit alespon ptibliznymi
matematickymi vztahy, tzv. aproximaci. Tato aproximace ma byt dostatecné jednoducha i dosta-
te¢né piesné vyjadifovat skutenou charakteristiku. Vzhledem k tomu, Ze charakteristiky prvkia se
obvykle zjistuji experimentalné a vyjadiuji tedy jiz samy dost nepfesné skutecné vlastnosti prvku,
nema obvykle smysl hledat néjakou obzvlasté pfesnou aproximaci. Aproximace mizZeme rozdélit na
aproximace pifimkovymi Useky a aproximace analytickymi vyrazy.

Nejjednodussi aproximaci je nahrada nelinearni charakteristiky jedinou ptimkou. Ta vSak nedo-
voluje urcit kvalitativné odlisné jevy v nelinedrnich pohonovych soustavach. Tyto jevy lze urcit jen
aproximaci n€kolika pfimkovymi useky. Tak napft. charakteristiku diody podle obr.34a muizeme
nahradit dvéma pifimkovymi Gseky podle obr.34b.

i A i A LA

<

=Y
Y
=Y

a) b) ¢)

Obr.34. Aproximace charakteristiky diody pfimkovymi tiseky.

Aproximacni charakteristika, 1 kdyz jednoduse dana pfimkami, zachova vcelku nelinearni charakter
daného prvku. Takovato charakteristika, skladajici se z ptimkovych usekd, je ve skute¢nosti “neli-
nearn¢js$i” nez charakteristika ptivodni. Jeji analytické vyjadieni je totiz ddno nekonecnou tadou,
kdezto ptivodni charakteristika mize byt analyticky vyjadfena mnohoc¢lenem kone¢ného stupné.
Pouziti aproximaci piimkovymi Gseky dava mnohdy nejen kvalitativng, ale i kvantitativné dobré
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vysledky. Jestlize je tfeba stanovit charakter nelinearniho pochodu, pouzivame jesté¢ jednodussi
aproximace podle obr.34c.

Charakteristiky danych nelinedrnich prvki jsou zobrazenim funkce
y=f(x), (3.95)
kde nezavisle proménna x je vstupni veli¢inou a zavislé proménna y vystupni veli¢inou daného
nelinearniho prvku. Je-li funkce f (x) jednoznacna a spojita a ma-li také spojité derivace, miizeme
charakteristiku v okoli po¢atku (neni-li pracovni bod v poc¢atku, pak ho lze vhodnou transformaci
do pocatku prevést) analyticky vyjadfit MacLaurinovou fadou

df(x) d’f(x)| x° d'f(x) | x*
=1 (0)+| ——2| x+| ——="F | 44| ——5 | T+,
y=10 { dx L [ dx’ | 21 dx* | k! (3:96)
proto nejcastéji pouzivanou aproximacni funkei je mnohoclen
y=a,+a,x+a,x’ +...+a, x" +... +a,x", (3.97)

jehoz jednotlivé soucinitele @, az a, odpovidaji konstantam fady (3.96). Cim je stupeii mnoho-
Clenu vyssi, tim je aproximace lepsi. Nesmi vSak byt pfili§ vysoky, nebot’ potom by se s takovou
funkci nedalo snadno pracovat. Tak napfiklad : linedrni aproximace y =a,+a,x vyhovuje jen pro
malé oblasti charakteristiky v okoli pracovniho bodu. Kvadratick4 aproximace (aproximace mnoho-
¢lenem druhého stupng) y=a,+a,x+a,x’ se pouziva k vyjadieni pocate¢nich tsekli charakte-
ristik diod, triod apod. a kone¢né kubickd aproximace (aproximace mnohoclenem tfetiho stupn¢)

_ 3
y=a,+ta,xta;x

se nejCastéji pouziva k analytickému vyjadfeni symetrickych charakteristik
mechanickych i elektrickych prvkl. Aproximace mnohoc¢lenem vyssiho stupné (tj. pro n>3)
vyzaduje dosti slozité vypocty. Pro kvalitativni vySetfovani nelinearnich jevl je velmi cCasto
vyhodné rozdé€lit danou funkci na sudou a lichou. Z dané charakteristiky je muzeme graficky
vyjadfit podle této tivahy. V dané funkci, aproximované napi. mnohoc¢lenem patého stupné
y=f(x)=a,+a,x+a,x’ +a,x’ +a,x* +a;x’, (3.98)

je jeji suda cast

fs(x)=a0+a2x2+a4x4:f(x)+2f(_x), (3.99)
a licha cast
fL(x)za1x+a3x3+a5x5zf(x)_zf(_x). (3.100)
Podle pravych stran téchto rovnic lze snadno sestrojit f;(x) a £, (x). Plati
S (o) £ ()= LS EORADZTED ), G.101)

2

Kromé mnohoclent (3.97) lze ovSem pouzit k modelovani charakteristik prvki i jinych analy-
tickych vyrazi. Tak napf. charakteristiku diody uvedenou na obr.34a miZzeme aproximovat pomoci
nasledujiciho vztahu
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y:K-(eﬁx—I), K, B =konst., (3.102)
nebo charakteristiku triody lze aproximovat funkci
y=K-e?*, K, B =konst. (3.103)

Existuje jest¢ mnoho jinych aproximaci nelinedrnich charakteristik, se kterymi se lze seznamit ve
specializované literatute, pficemz pro nejcastéji se vyskytujici tlumici a tuhostni prvky v oboru
pohonovych soustav jsou aproximace piislusnych charakteristik uvedeny v nasledujicim ¢lanku.

3.3.4. Charakteristiky pruznych a tlumicich vazeb

Jak jiz bylo fe€eno, pro analyzu dynamickych vlastnosti pohonovych soustav je nutné, aby
charakteristiky jejich prvkil byly vyjadieny analytickymi vyrazy. Vzhledem k tomu, Ze charakteris-
tiky prvkl se obvykle, zejména u siln€¢ nelinedrnich prvki, zjistuji experimentalne, uvedeme si dale
aproximace charakteristik nej¢astéji se vyskytujicich prvka pohonovych soustav.

>  Sroubovi kroucend prufina — tah

.
F

tuhost pruziny v tahu :

Gd’

= lati pokud [>>R,
VT eqng s PP

kde G je modul pruznosti ve smyku, d je prumér dratu pruziny, n je pocet zaviti pruziny,
R je stfedni primér pruZiny.

>  Sroubovi kroucend prufina — ohyb

ohybova tuhost pruZziny :

Ed? G

0:

32nR E+2G°
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kde E je modul pruznosti vtahu, G je modul pruznosti ve smyku, d je primér dratu
pruziny, n je pocet zavitl pruziny, R je stiedni primér pruziny.

Sroubovd kroucend pruZina — torze

M ¥y
VAXANA

12 n

2R
RIS

tuhost pruziny v torzi :
_Ed’
" 64nR’

kde E je modul pruznosti v tahu, d je pramér dratu pruziny, n je pocet zaviti pruziny, R je
sttedni pramér pruziny.

Sériové razené dvé pruZiny

vysledna tuhost soustavy :

LA N L
k kK k, +1,

kde k,, k, jsou tuhosti jednotlivych sériové fazenych pruzin. Tak napf. pro vyslednou tuhost
v tahu, resp. ohybu, resp. torzi plati
G] d]4 GZ d24
3 3
VLI 64’1151 64n2Ri , pokud [,>>R,,l,>R,,
kN]+kN2 GId] + G2d2
64n,R;  64n,R;

N

resp.
E] d]4 GI E2 d24 GZ
ko ky, _ 32n,R, E,+2G, 32n,R, E,+2G,
¢ k01+k02 E] d14 G] + E2 d24 G2 ’
32n,R, E,+2G, 32n,R, E,+2G,
resp.
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E1d14 E2d24
kyp k;, _ 64m R, 64, R,

T:kT]+kT2 E]d]4 + E2d24
64n,R, 064n,R,

pricemz vyznam jednotlivych veli€in je stejny jako v pripadech osamélych pruzin.

5

Sériové Fazenych n pruZin

vysledna tuhost soustavy :

k,

1 J
j=1

1
k k| [ ’
| > I

i=1 | j=1j#i

1 1 1
=—+—+ - +— = k=
k, k

, k, jsou tuhosti jednotlivych sériové fazenych pruzin. Tak napt. pro vyslednou

kde k,, k,, ...
tuhost v tahu, resp. ohybu, resp. torzi plati
n n_ Gd4
k ) J J
L1 1_1 64n, R}
ky = = = /= - E pokud [, >>R,,
n . n n - n Gd -
kN' J 3
iZI: L j;li j:l I_Zl [/‘11‘ 64”]’ Rj
resp.
n n 4
k r E,d] G,
0
P - ! ~ T 32n,R, E;+2G,
o n i _n N n _n 4 ’
Z —[ ko, Z —[ 3§jd;g E G;G
i=1 | J=1,j%i i=1 J=1,j#i n; i j+ J
resp.
n n_ Ed4
kT]' J J
o S -1 64n. R,
kT _ J=1 _ j=1 7 .
n _n n _n Ed4
kT ) J J
; L jij}#i j] ; [ j:;‘[.i 64”1’ RJ’ ]

Strana ¢. 61



Uvod do vypo¢tového modelovani pohonovych soustav

»  Paralelné fazené dvé pruziny

vysledna tuhost soustavy :
k=k +k,,

kde k,, k, jsou tuhosti jednotlivych paraleln¢ fazenych pruzin. Tak pro vyslednou tuhost

v tahu, resp. ohybu, resp. torzi plati

G d/’ G,d/
ky =k, +ky,,=—++t—+—2"2_" pokud [, >>R,,I[,>>R,,
N NN = ", R]3 64n, R; p 1 15 b 2

resp.
4 4
ko = ko +koy = £,d, G + £, S )
32n,R, E,+2G, 32m,R, E,+2G,
resp.
Ed/ E,d}
ky =kp, +k., = +

" 64n,R, 64n,R,’

»  Paralelné iazenych n pruZin

((' k2 Vi
kn

vysledna tuhost soustavy :

k=k +k,+...+k, = k;
j=1

J

kde k,, k,, ..., k, jsou tuhosti jednotlivych paralelné fazenych pruzin.
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Tak napt. pro vyslednou tuhost v tahu, resp. ohybu, resp. torzi plati

4

G,d,;
Z Ky, —Z W’ pokud [, >>R,,
Jj=

resp.

. N E.d! G,
k — k = J J ,
¢ Z 07 Z 32n.R, E,+2G,
j=1 j=1 J J J

resp.

. y E.d!

— _ J
kr _Z s _Z 64n R,
j=1 j=1 J o

Kombinované iazeni pruZin

¢
d

vysledna tuhost soustavy :
k okt kK
k,+k,+k,
kde k,, k,, k; jsou tuhosti jednotlivych pruzin, pfi¢emzZ pruZiny 1 a 2 jsou fazeny paralelné a

s nimi do série je zafazena pruzina 3.

Nesymetrické uloZeni na dvou pruZindch

—r

k4 o

vysledna tuhost soustavy :
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kya’+k,b’ "’
kde k,, k, jsou tuhosti jednotlivych pruzin, pficemz se zfejmé jednd a paralelni fazeni dvou

pruzin vedle sebe.

Spirdlova pruZina ohyband — vetknuty konec

tuhost ohybané spiradlové pruziny s vetknutym koncem :
EJ

k==,
!

kde E je modul pruznosti vtahu, J je kvadraticky moment k neutralni ose a / je délka
spirdlové pruziny. Tak napft. pro kruhovy prifez plati
i = EJ Sz Ed !
/ 64 1

2

kde d je primér kruhové priifezu.

Spirdlova pruZina ohyband — kloubovy konec

¢

tuhost ohybané spiralové pruziny s vetknutym koncem :
k=082
/
kde E je modul pruznosti v tahu, J je kvadraticky moment k neutralni ose a / je délka

spirdlové pruziny.
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»  Prizmaticka ty¢ — tah

=

tuhost prizmatické tyce v tahu :

k:_:
/

kde E je modul pruznosti v tahu, A4 je plocha pii¢eného prifezu prizmatické tyce a / je
délka prizmatické tyCe. Tak napt. pro kruhovy, resp. obdélnikovy pti¢ny prifez prizmatické
tyCe plati

rEd’ _Eab

k=— , resp. k= s
4 1 P ;

kde d je primér kruhového pti¢ené¢ho prifezu a a, b jsou délky stran obdélnikového pric-
ného prafezu.

»  Prizmatickad ty¢ — torze

tuhost prizmatické tyce v torzi (krutu) :

GJ,
!

kde G je modul pruznosti ve smyku, J, je polarni kvadraticky moment pficené¢ho prifezu

k=

prizmatické tyCe a [ je délka prizmatické ty¢e. Tak napt. pro kruhovy, resp. obdélnikovy
pri¢ny prifez prizmatické tyCe plati

4 4
_mGd 4919
32 1 !

resp.
k—l Gab(a’+b?)
3 [
kde d je pramér kruhového pri¢eného prifezu a a, b jsou délky stran obdélnikového piic-
ného prifezu.

3
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»  KuZelova ty¢ — tah

o

- +—— — — 10—

F F
—‘——l——--

tuhost kuzelové tyce v tahu :

k:fE_Ddi()ngE_Dd,
4 1 [

kde E je modul pruznosti v tahu a / je délka kuzelové tyce.

»  KuZelovda ty¢ — torze

o

G- —J=0

tuhost kuzelové tyce v torzi (krutu) :
p-3%__ Gd’
32 1EI+E+EY]

kde G je modul pruznosti ve smyku a / je délka kuzelové tyce.

d
)

»  Torzni hiidele s pievodem

k N
g (]
Ky )

(]

Mt

vysledna tuhost soustavy :
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_ kK,
2 9
k,+k,n

kde k,,, k,, jsou torzni tuhosti hfidelti 1 a 2, n je pfevodovy pomér mezi koly 1 a 2.

»  Soustava torznich hiidelu s pievody

K Kig Ky
t3 n“
Loy )
Mt

vysledna tuhost soustavy :

-1
2 2 2
Loni iy Mo e En—’ , n =1,
kK k, k, k k

j=1 "tj

kde k,,, k,,, ..., k,, jsou torzni tuhosti hiideld 1, 2, ..., n a n; je pfevodovy pomér mezi koly

j—1aj.

»  Nosnik jednostranné vetknuty zatieny na konci

tuhost jednostranné¢ vetknutého nosniku :

k:3E3J
[

kde E je modul pruznosti v tahu, J je kvadraticky moment k neutralni ose a / je délka

b

nosniku. Tak napt. pro nosnik s kruhovym, resp. ¢tvercovym pii¢nym prifezem pro konstantu
tuhosti plati

157 Ed’ Ea’
k:W ERE resp. k= I

kde d je pramér kruhového piicného prifezu a kde a je délka strany ¢tvercového pifi¢ného
prufezu nosniku.
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»  Nosnik oboustranné prosté podepieny zatizeny osamélou silou

tuhost jednostranné vetknutého nosniku :

_3EJI

b
a’b’

k

kde E je modul pruznosti v tahu, J je kvadraticky moment k neutralni ose a / je délka
nosniku. Tak napt. pro nosnik s kruhovym, resp. ¢tvercovym piicnym prifezem pro konstantu
tuhosti plati

157 Ed’ _Ec’l

k= , resp. k=——
64 I P Ry

kde d je primér kruhového pricného prifezu a kde ¢ je délka strany ¢tvercového pricného
prufezu nosniku.

»  Nosnik oboustranné vetknuty zatizeny osamélou silou

F

NNNANNN

tuhost jednostranné¢ vetknutého nosniku :

kde E je modul pruznosti v tahu, J je kvadraticky moment k neutralni ose a / je délka
nosniku. Tak napt. pro nosnik s kruhovym, resp. ¢tvercovym piicnym prifezem plati
k_JyzEdﬁ3 res k_Ecﬁ3
64 a’b’’ P a’b’

kde d je pramér kruhového pricného prifezu a kde ¢ je délka strany ¢tvercového piicného
prufezu nosniku.
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»  Nosnik oboustranné prosté podepieny zatizeny momentem

tuhost jednostranné vetknutého nosniku :

_ 3EJI
3a’+bl-2al’

kde E je modul pruznosti v tahu, J je kvadraticky moment k neutralni ose a / je délka
nosniku. Tak napt. pro nosnik s kruhovym, resp. ¢tvercovym piicnym prifezem pro konstantu
tuhosti plati

157 Ed’l Ec’l
k= resp. k=—s
3a +bl-2al

64 3a’+bl-2al’

kde d je pramér kruhového pricného prifezu a kde ¢ je délka strany ¢tvercového piicného
prufezu nosniku.

»  Nosnik oboustranné vetknuty zatizeny momentem

tuhost jednostranné vetknutého nosniku :

EJI’

k= ,
a(l’=4al’+6la’-3a’)
kde E je modul pruznosti vtahu, J je kvadraticky moment k neutralni ose a / je délka
nosniku. Tak napf. pro nosnik s kruhovym, resp. ¢tvercovym piicnym prufezem plati
5x Ed’l’ 1 Ec’l’
ke=—" 3 2 2 7. resp. k= 3 2 2 3
64 a(l”"—4al”+6la -3a’) Ja(l’—4al"+6la” -3a’)

kde d je primér kruhového pricného priifezu a kde ¢ je délka strany ¢tvercového pticného
prafezu nosniku.
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»  Nosnik na jedné strané podepieny na druhé vetknuty zatizeny momentem

ﬁ
Mo wif y
- 2
\ 2
AS /
b [
a
S
|
~—
tuhost jednostranné vetknutého nosniku :
4EJ I’

k = s
4b1° -3(2a+b)’ b’

kde E je modul pruznosti v tahu, J je kvadraticky moment k neutralni ose a / je délka
nosniku. Tak napf. pro nosnik s kruhovym, resp. ¢tvercovym pifi¢nym prifezem pro konstantu
tuhosti plati

Sm Ed’l’ 4 Ec'l’

Y 3 75 Tesp. k= 3 272

16 4b1° -3(2a+b)" b 34bl°-3(2a+b)°b

kde d je pramér kruhového pricného prifezu a kde ¢ je délka strany ¢tvercového piicného

prufezu nosniku

»  Paralelni fazeni dvou vetknutych nosnikii

J}N

7 F

4

7 =

I

4

4

A

-——L—C-J
tuhost jednostranné vetknutého nosniku :

_I2E(J,+J,)

k

b

l 3
kde E je modul pruznosti v tahu, J, je kvadraticky moment nosniku 1 k neutralni ose, J, je

kvadraticky moment nosniku 2 k neutralni ose a / je délka nosnik.
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»  Paralelni Fazeni n vetknutych nosnikii

SN NNNNN NN

tuhost jednostranné vetknutého nosniku :

12E(J,+J,+...+J,) I12E Z

k= B IE

kde E je modul pruznosti v tahu, J, je kvadraticky moment j-t¢ho nosniku k neutralni ose a

[ je délka nosniki.

»  Spojka s n-pruZinami uspoiddanymi po obvodé

tuhost jednostranné vetknutého nosniku :
k=k R’+k,R°+...+k, R° =R’ k;,
x
kde R je polomér obvodu kruZnice, na které jsou uspofadany jednotlive pruziny a kde &, je

tuhost j-t€ pruZziny.
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Tuhost ¢elniho soukoli s evolventnim ozubenim

7w

Zuby ozubenych kol se u€inkem zatizeni deformuji, coz byva ptic¢inou fady negativnich, ale 1
pozitivnich duasledkd. Proto je znalost deformacnich vlastnosti ozubeni velmi dulezitd,
zejména pak pfi analyzach dynamickych vlastnosti pohonovych soustav, protoze par ozube-
nych kol pfedstavuje tuhostni prvek s kone¢nou hodnotou tuhosti a proto je tteba s tuhosti
ozubeni pocitat. Tuhost ozubeni je kvantitativnim vyjadienim deformace zubti a je definovana
jako pom¢ér zatiZeni (délkového nebo Sitkového) k deformaci.

Vzhledem ke sloZitému tvaru zubi je teoretické urceni deformaci a tuhosti velmi obtizné,
ale pomérné snaze je lze urcit experimentalné. Experimentalné se urcuje tuhost ozubeni nej-
Cast¢ji staticky méfenim deformaci ozubeni zatizeného konstantni silou nebo pii pomalém
otaCeni seismickym méfenim uchylek.

Vyzkumu tuhosti ¢elniho ozubeni je vénovana fada praci. StarSi prace, zhruba do konce
Sedesatych let, vétSinou vychdzeji z klasické teorie pruznosti a uvazuji zub jako vetknuty
nosnik. Zavaznym piinosem byla prace Jaromillo, ktery uvazuje zub jako vetknutou desku
zatizenou osamélou silou. V poslednich desetiletich je otazka tuhosti ozubeni stdle velmi
aktualni a je feSena na zaklad¢é novodobych metod vypoctl tuhosti (metoda kone¢nych prvki,
metoda okrajovych prvkl apod.) nebo s pouzitim nejnovejsi métici techniky.

V dal$im textu vysvétlime zakladni pojmy a poddme tvod do problematiky tuhosti
ozubeni. Uvazujme nejprve sdm zub (viz. obr.35a). Pisobenim normalové sily F se zub
deformuje, jak je naznaceno tlustou carou. Vysledna deformace v norméalovém sméru se
sklada z deformace ohybu, smyku, deformace v misté vetknuti a deformace dotykové.

p =
L Y

a) b)

Obr.35. Deformace zubu a), deformace paru pfimych zubti b), c).

Deformace paru zubii si miizeme piedstavit dvojim zptisobem. Podle prvni piedstavy (viz.
obr.35b) je tenkou Carou naznacen par zubl dotykajici se v bodé¢ X na zabérové piimce 7,

v nezatizeném stavu. Zatizenim zubd se profily myslené deformuji do tvaru znazonéného
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carkované a protnou zaveérovou piimku v bodech X, a X,. Ptislu§né deformace jsou &, a 9,.
Aby se deformované zuby dotkly opét v bod¢ X , jak tomu je ve skutecnosti, musi se jednot-
liva kola pootocit o thel ¢;, a ¢, .

Podle druhé ptedstavy (viz. obr.35¢) se nedeformované zuby dotykaji v bodé X' a po defor-
maci obou zubt dostaneme body X, a X,. K uvedeni deformovanych zubli do dotyku si nyni
predstavme, ze se znehybni jedno kolo (napf. kolo 2), a potom se musi druhym kolem otocit o
tihel ‘g, , aby doglo k dotyku deformovanych zubii v bodé X = X,.

Celkova deformace paru zubl je dana souctem celkovych deformaci &,, o, jednotlivych
zubi, tj. souc¢tem ohybové deformace o,.,, ., jednotlivych zubl (v€etné deformace vetknuti

a smykové) a deformace ohybové o, , takze

b

0=0,+06,=0;,+6,,+0y :| ¢51”b1|+| (”52’”1;2|:‘ I(sz”/ﬂ

kde r,,, r,, jsou poloméry zékladnich kruZnic paru ozubenych kol.

. 14 o . 14 14 wr r ro* 14 b /*
Tuhost jednoho paru zubt (jednoparova) primého ozubeni je definovana rovnici”

¢, :%, p=111,..,

kde index p je indexem paru zubli a w, je Sitkové zatizeni daného paru zubl. Deformace a
tuhost jednotlivych part zubl se méni po draze zabéru. Zub mé nejvétsi deformaci, plisobi-li
sila ve vrcholu zubu nasledkem velké deformace ohybu. Typicky pribéh dil¢ich deformaci
Or,» Op,y, 0, avysledné deformace a ji odpovidajici tuhosti pfimého ozubeni v zavislosti na
draze zabéru je uveden na obr.36a. Maximalni jednoparova tuhost je tedy ptiblizn¢€ uprostied
délky zabéru, znaci se ¢’ a lze ji stanovit z empirického vzorce

1_0’04723+0,]5551+0,25791

;= ~0,00635x,—0,11654 L —

c an ZnZ an

—0,00193x,—0,24188 22 +0,00529x. +0,00182x; ,

ZnZ

kde x,, x, jsou korekce ozubeného soukoli, je-1i dané ozubené soukoli korigovéano, a kde z,,,
z,, jsou pocty virtudlnich zubli ozubenych kol ptislusného soukoli, které se stanovi pomoci
nasledujiciho vztahu
z, z,
Zn Ima Zn2 Ima
kde z,, z, jsou pocty zubi ozubenych kol pfislusného soukoli a kde £ je thel sklonu zubt
(v pripad¢ ptimého ¢elniho ozubeni je f =0 a pocty zubu jsou totozné s pocty virtudlnich

zubl ozubenych kol ptislusného soukoli).

'V souhlase s normami ISO budeme piisluiné tuhosti ozubeni oznaGovat pismenem ,.c a piisluinym indexem. V ISO
normdch jsou konstantami ,,k*, kterymi se bézné v dynamice oznacuji tuhosti prvkd, vyjadieny korekéni soucinitele.
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Obr.35. Pribéh tuhosti a deformace ptimého ozubeni — jednoparové a), celkové b).

Deformaci jednoho paru zubtli je mozné si predstavit modelem sériového zapojeni dvou pruzin
(viz. obr.35a dole) s tuhosti jednotlivych zubli ¢,, a c,, nebo tii pruzin s tuhostmi c,.,,, ¢x,p
jednotlivych zubii v ohybu a tuhosti dotykové c,,. Vyslednd tuhost jednoho paru zubi je
potom ddna vztahem

Lot

Cp Cpy Cpy Cpip Cpop Cpp

a zavisi na tvaru obou zubi, tedy pfedev§im na poctech zubii ozubenych kol z, a z, soukoli,

uhlu profilu ¢, , souciniteli vySky ozubeni x a souciniteli posunuti x, a x, (vyjadiuje miru

n?d

korekce daného ozubeného soukoli).
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Jak jiZ bylo feceno, jednoparova tuhost ozubeni ¢, se méni po draze zabéru (viz. obr.36a),
pfi¢emz bylo zjisté€no, ze prubeh c,( &) je pro rlizné parametry ozubeni velmi podobny a lze
jej tedy vyjadrit Ajrapetovym-Genkinovym empirickym vzorcem
—\ 2
cp(E)=c'3 1-04 [ 2—"5j :

&

a

jehoZ grafické znazornéni, v zavislosti na souciniteli zabéru ¢, , je uvedeno na obr.36.

13

o

|

05 05 1

Obr.36. Zavislost pomérné tuhosti na souciniteli zabéru ptimého ozubeni.

Pro soucinitel zabéru &, a pomérnou drahu zabéru & plati

—:izﬁcosﬂ

g, =&+¢&, &
pbt ﬂ'-mn

kde B je thel sklonu zubii, m, je normalovy modul ozubeni, ¢, a &, jsou souCinitele zabéru

spoluzabirajicich kol, které vypocteme ze vztahii

Slzi[tgazaz_tgam]a 52:22—;[tgam2—tga,w],

pficemz plati

a tg an
a,, =arccos| —cosa, |, «a,=arctg ,
a, cos B
d,cosa, d,cosa,
a,,, =arccos ———,  a,,=arccos ——-,
al a2
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kde a je vzdalenost os pfimého nekorigovaného ozubeni, a, je skutecna vzdalenost os (pro
pfimé nekorigované ozubeni je a=a,), «,, je thel zabéru, «,, a «,, jsou hlavové uhly
profilu, d, a d, jsou priiméry roztecnych kruznic, d,, a d_, jsou priméry hlavovych kruznic,
a, je ¢elni thel profilu a ¢, je normalovy thel profilu (pro normalni ozubeni je o, = 20°).
V tseku dvouparového zabéru zabiraji soucasné dva pary zubtl, cemuz odpovida paralelni
model dvou pruzin v dolni ¢asti obr.35b. Vysledna tuhost je pak definovana jako soucet
dil¢ich tuhosti jednotlivych parti ozubeni. Typicky pribeh vysledné tuhosti pfimého ozubeni
po dréze zdbéru je zndzornén v horni Casti obr.35b a ve stfedni Casti odpovidajici pribéh
deformace o. V useku jednoparového zabéru m se vyslednd tuhost samoziejmé rovna
tuhosti jednoparové. V tiseku jednoparového i dvouparového zabéru se vysledna tuhost méni
pomérné malo. Vysledna tuhost ¢ a deformace 6 pfimého ozubeni se tedy po draze zabéru
periodicky méni s periodou rovnou ¢elni zdkladni rozte¢i p,. Pii pfibliznych vypoctech
pevnosti a zékladnich dynamickych analyzach pocitame se stfedni hodnotou vysledné tuhosti
¢, behem celeho zaberu, kterou nazyvame zdbérovou tuhosti, pticemz pro ni plati

Py
1+3¢, ,

cyzpiw!c@)df:jc(é‘)de?: e,

kde ¢, je soucinitel zabéru a ¢’ je tuhost jednoho paru zubi. V pfipadé ozubeni s jinou
dvojici materialti nez ocel-ocel je tfeba hodnoty tuhosti jednoho paru zubi ¢’ a zabérové
tuhosti ¢, nasobit soucinitelem 7, pro ktery plati

E 1 2EE,

n:E :Eocel E1+E2’

ocel

kde E

ocel

je modul pruznosti v tahu ocele, £, a E, jsou moduly pruznosti v tahu material

jednotlivych ozubenych kol soukoli (napt. pro ocel-Seda litina je n=0,74).
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4. Poruchy v pohonovych soustavach

Jako kazda technicka soustava i pohony mohou byt postizeny poruchami. Od jednoduchych,
provoznich, ptes poruchy fizeni (systémové) az po havarijni, Casto s vaznymi vysledky. Je proto
samoziejmé, Ze se touto problematikou museli a musi technici a inZenyii zabyvat. VétsSina pohont
obsahuje rotacni €asti jejichz provoz je doprovazen mechanickym chvénim. Na zéklad¢ analyzy
chvéni Ize ziskat cenné informace o provoznim stavu pohonovych soustav.

Hodnoceni provoznich vlastnosti pohonovych soustav podle tirovn¢ mechanického chvéni a
s tim spojena i prognostika poruch ma dlouhou tradici, jenz vychazi se znamé ,, poslechové “ metody
kdy kovova tycka (v krajnim piipadé dlouhy Sroubovak) byla pfilozena zaSpiCatélym ostiim
k lozisku nebo k plasti rotujiciho télesa a druhym koncem ke spankové kosti blizko ucha odbornika,
ktery na zaklad¢ svych zkuSenosti a technického citu byl schopen odhalit existujici nebo bliZici se
poruchu. Tato metoda byla tak ucinnd, Ze na jejim zdklad€ pfistoupili vyrobci zkuSebnich a
diagnostickych zatizeni k vyvoji a vyrobé odpovidajicich ptistroja.

Dnes mame k dispozici moderni analyzatory, zaloZené na rychlé Fourierové transformaci,
které spolu s pocitac¢i umoziuji zjistovani poruch a zadvad vétSiny béznych pohonovych soustav jiz
v jejich pocateCnim stadiu. Jsou schopné identifikovat poruchové signaly, typické pro konkrétni
typy poruch casto i velmi dlouho pfed jejich destrukénim plsobenim a v mnohych piipadech,
v kombinaci s expertnimi systémy, odhalit i jejich mozné pficiny. Je ale nezbytné poznamenat, Ze
zkuseny odbornik je i dnes schopen zjistit ptiznaky zavad mnohych pohonovych soustav diive, nez
mnohé méfice chvéni.

4.1. Technické pozadavky na diagnostické mérici soustavy

Pro diagnostiku poruch pohonovych soustav jsou dnes k dispozici u¢inné analyzatory chvéni,
které jsou schopné piimo v provozu rozhodnout, zda je ¢i neni sledované zatfizeni spolehlivé.
Technické pozadavky na tatové analyzatory lze ptiblizné¢ formulovat takto :

»  Analyzator chvéni musi umoznit zjisténi zavady v pocateénim stadiu. Pouzité pracovni
postupy, musi byt rychlé, jednoduché a uzivatelé nemusi mit zvlastni kvalifikaci.

»  Analyzator chvéni musi umoznovat podrobnou analyzu, potfebnou pii diagnostice zjisténych
zavad a jejich pficin. Pouzité metody v tomto piipadé mohou vyzadovat vysoce odborniky.

Tyto protichiidné pozadavky vedly k tomu, Ze moderni analyzatory jsou koncepéné i1 konstrukéné

feSeny se zietelem na moznost jeho pouziti ve dvou pracovnich rezimech, které umoznuji :

»  na jedné strané zjiStovat zavady na zaklad¢é spekter chvéni, které lze snadno zpracovavat a
porovnavat (spekter konstantni relativni §iikou pdsem) . Tato spektra umoziiuji v€asnou
identifikaci projevujicich se zavad s tim, Ze sledovand zatizeni mohou byt jesté ponechéna po
ur¢itou dobu v provozu (i nékolik mésicti a teprve poté jsou tato zafizeni podrobena udrzbé
nebo oprave),
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»  na strané druhé umoziuji vyhledavani zavad a jejich pfi¢in pomoci metod zalozenych na
rychlé Fourierové transformaci a vyuziti Sirokych moZznosti zpracovani dat pii diagnostice
strojnich zatizeni.

4.2. Vibrace v pohonovych soustavach

Vibrace v pohonovych soustavach, zplisobené z velké ¢asti poruchami jednotlivych struktur-
nich, zahrnuji :
»  oblast nizkych kmitoctu,
»  oblast stitednich kmitoctt a také
»  oblast vysokych kmitoctu.

Na obr.37 je znazornén piiklad jednoduché pohonové soustavy, kde jsou tyto oblasti ,,pfifazeny*
konkrétnim technickym prvkim jako jsou vystupni hiidele motord, spojky, ozubend kola a loziska.
Na povrchu téchto prvki pak jsou nejctastéji kmitoctova spektra snimana.

Amplltuda —

chvéni T T O o e e i

N N s

|

>
Kmitocet (Hz)

Obr.37. Schéma pohonu kulového mlyna.
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4.2.1. Oblast nizkych kmitocti

Kmitoc¢tova spektra mechanického chvéni, snimaného na télesech lozisek elektromotoru a
prevodovky, obsahuji slozky s nizkymi kmitocty, odpovidajicimi rychlostem otaceni htidelt. Tyto
slozky chvéni jsou zapti¢inény nevyvazenosti, pfesazenim, ohybem hiidel apod.

Slozky s kmitocty, odpovidajicimi dvojnasobku rychlosti ota¢eni hiidelt (druhym harmonic-
kym), jsou disledkem ptesazeni a/nebo ohybu htidelii. Sledovanim casovych zmén uvedenych
kmitoc¢tovych slozek je tedy mozno zjisStovat a vyhledavat zavady popsaného druhu.

Hlavnim problémem radialnich lozisek je hydrodynamickd nestabilita soustavy, tvofené
htidele v mezich viile loziska. Odpovidajici problém vzniké ¢asto u malo zatizenych htideld s vyso-
kymi rychlostmi otaceni. Kmitocty slozek priivodniho chvéni odpovidaji 40 az 49% rychlosti
otaceni, avsak slozky, vyvolané vifenim oleje, byly zjistény i1 na vyssich kmito¢tech. Vyskyt téchto
slozek zavisi na jakosti povrchi hiidelt a lozisek.

3 |- P — T R TN i ; oA SR e
Radialni kompresor &. 2 (a) Spektrum bez interharmonickych 019
: : . . (pfed montaznim zakrokem)
10 , L S ............ NG AN SO S S T DI i
20 ., i st ; ........ ; ., - 0.019
-m
32
0
©2
o
o C
£2
o%
. . ; NG
A . | (b) Spektrum s interharmonickymi S
bt MW 0 G : ® (po montaznim zakroku)
50 ST DRSS | N S 2 p }_0'19
60
70 | _ ' 1+ 0,01g
Lafl @ = rychlost otaceni hridele
805 w : : @ Q@ atd. = vyssi harmonicke :
0 200 b 400 600 800 10k 1,2k 14k 16k 18k
Yy ]
Kmitocet (Hz) ARD105

Obr.38. Vyskyt interharmonické rychlosti otaceni pti uvolnéni mechanickych vazeb.

Strana ¢. 79



Uvod do vypo¢tového modelovani pohonovych soustav

Hysterezni vifeni je jinym druhem samobuzené nestability, vznikajici pti pfekroceni kritické
rychlosti rotoru a udrzujici odpovidajici kmitocet nezavisle na dalSich zménéch rychlosti otaceni
rotoru. Tato nestabilita vznika v disledku mechanické hystereze soustav, konajicich to¢ivé pohyby.
Dalsi druh nestability ohebnych rota¢nich soucasti je vyvolavan proudénim, pfi¢emz piislusné
kmito¢ty odpovidaji kmitoctim hysterezniho vifeni (nehledé na rozdilny mechanismus vzniku).

Poslednim druhem zévad, projevujicich se slozkami v oblasti nizkych kmitocti, je uvolnéni
mechanickych vazeb. Tyto zdvady se projevuji vznikem subharmonickych a meziharmonickych
slozek, tj. ,,pulté* harmonické, ,,jedenaptlté” harmonické apod. (viz. obr.38).

4.2.2. Oblast strednich kmito¢tu

V oblasti stiednich kmitoctii se ve spektrech mechanického chvéni vyskytuji slozky, zptlso-
bené zdbérem ozubenych kol. Tyto slozky se nazyvaji sloZkami se stiednimi kmitocty. Kmitocty
uvedenych slozek odpovidaji nasobkiim rychlosti otaceni a poctu zubli ozubeného soukoli a nazy-
vaji se kmitocty zabéru.

a) b)
Ohyb v dusledku
mechanického
zatizeni

Idedlni
evolventni
profil

Typicky
profil pfi
opotiebeni

Idealni
evolventni
profil

Rozteéna
perioda

Cas

VoYV

Typicky prubéh pfi zabéru ozubenych kol

ATNI29

Obr.39. Ohyb zubi ozubeni v disledku mechanického zatizeni.

Chvéni zcela nového a nezdvadného ozubeného soukoli obsahuje slozku s kmitoctem zabéru.
Tato slozka vSak neni jedinou slozkou chvéni. Mechanické zatizeni vyvolava deformace zubf,
piicemz velikost téchto deformaci zavisi na poctu zubli v zabéru (viz. obr.39a). Zjednoduseny
signal, odpovidajici mechanickému chvéni nového ozubeného soukoli (pfevodovky), obsahuje
nejen slozku s kmitoctem zabéru, ale 1 vy$si harmonické (viz. obr.39).
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Postupné opotiebeni je provazeno pribéznymi pomalymi zménami profilu zubl ozubenych
kol, zptisobenych skluzem zubti v zabéru ve vSech bodech kromé rozte¢nych bodi (viz. obr.39b).
Z vyse uvedeného vyplyva, Ze se postupné opotiebeni pievodovky projevuje zejména zménami
slozek s kmitoCty, odpovidajicimi druhé harmonické kmitocti zadbéru. Jelikoz zmény, provazejici

opotfebeni, nejsou sinusove, spektra chvéni obsahuji také rostouci vyssi harmonické, jak je velmi
zjednodusSen¢ znazornéno na obr.40.

kmitotet zabéru

@ @ = vy$8i harmonické

Pocateéni hladiny

®

— — Zvyseni hladin, zpUsobené opotiebenim

Rychlost
chveéni

(log.)

Kmitocet

Obr.40. Spektrum ilustrujici zvyseni harmonickych slozek v disledku opetfebeni ozubeni.

Pocatecni stadium mistni zavady se vSak neprojevi riistem amplitud slozek s kmitocty zabéru
a odpovidajicih vysSich harmonickych. Predstavme si ozubené kolo s prasklym, avSak dosud
neulomenym zubem. Zavada tohoto druhu zcela jist€¢ unikne pozornosti persondlu, obsluhujiciho
odpovidajici strojni zafizeni. Praskly zub se vSak bude v disledku snizené pevnosti vychylovat
v zabéru vice nez ostatni neporusené zuby. Odpovidajici signal mechanického chvéni bude mit tvar,
znazornény na obr.41.

Uvedeny signal je mozno povazovat za signal, odpovidajici chvéni nezdvadné (mozna vSak
castecné¢ opotfebované) prevodovky, se superponovanymi impulsy, vyvolanymi nadmérnou
vychylkou poruseného zubu. Spektrum sledu takovych impulst obsahuje diskrétni slozky, jejichz
vzajemna vzdalenost ve kmito¢tové oblasti je urCena opakovacim kmitoctem impulst (viz. obr.42).
Obalka spektra sledu impulsi je totozna spektru jednotlivych impulsi (pochopitelné s vyjimkou
mefitka). Zavada uvedeného druhu se tedy jiz v pocCate¢nim stadiu projevi ve spektru mechanického
chvéni zvétSenim amplitud bo¢nich pasem, nachazejicich se pod a nad kmito¢tem zabéru a kmitoc-
tovym odstupem, odpovidajicim rychlosti otaCeni.
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Cas Kmitoget

Mistni zavada Spektrum s bo¢nimi pasmy
s nizkymi hladinami
870218
Obr.41. Projev zavady ozubeného pievodu ve spektru mechanického chvéni.
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Obr.42. Diskrétni kmitoctové spektrum odpovidajici sledu impulsti v ¢asové oblasti.
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V oblasti kmitoctti, nizSich nez kmitocet zab¢ru, se vSak také nachazeji slozky s nizkymi
kmitocty. Tyto slozky byly popsany vySe v souvislosti se zdvadami, provazejicimi nevyvazenost,
ohyb htideld, piesazeni apod., a v disledku vétsi energie maskuji méné intenzivni slozky, odpovi-
dajici prasklému zubu.

Slozky s kmitocty zabéru ozubenych kol a jejich harmonické jsou také intenzivnéj$i nez
slozky, vyvolané zavadou nebo zdvadami v poc¢ate¢nim stadiu. ZvétSeni amplitud slozek, vzniklych
v disledku zévady, je vSak vétSinou zfetelné mezi harmonickymi kmitoCty zébéru. Postupné zvét-
Sovani zavady, napiiklad rozsifeni lomu na vice zubli ozubeného kola, je provézeno postupnou
zménou povahy signalu, odpovidajiciho mechanickému chvéni zafizeni. Pivodné slaby signal se
superponovanymi impulsy se pozvolna zvétSuje a nabyva povahy amplitudové modulovaného
signalu (viz. obr.43). Spektrum tohoto signalu se méni odpovidajicim zplsobem s charakteris-
tickym ristem boc¢nich pasem, rozloZenych kolem kmitoctl zabéru a harmonickych. Odstup
bocnich pasem je urcen rychlosti (¢i rychlostmi) ota€eni.

Rozsifena zavada Spektrum s uZsimi bo¢nimi pasmy s
vyssimi hladinami

870217

Obr.43. Vliv postupného zvétsovani zavady ozubeni na amplitudy boénich pasem spektra.

Na obr.44 jsou znazornény Casové prub¢hy a spektra signalti, odpovidajich mechanickému
chvéni pfevodovky v nezdvadném a zhorSeném provoznim stavu. Celkové opottebeni prevodovky
se projevuje nevelkym zvétSenim amplitudy slozky s kmito¢tem, odpovidajicim kmitoctu zédbéru
ozubenych kol, a vyraznym zvétSenim amplitud slozek s kmitocty druhé a tieti harmonické.

V pasmu mezi kmito¢tem zab€ru a druhou harmonickou je patrné vyrazné zvétSeni amplitud
slozek s kmito¢tovym odstupem, odpovidajicim rychlosti otaeni. ZvétSeni amplitud téchto slozek
lze povazovat za ptiznak zavady v pocate¢nim stadiu.

Parazitni slozka spektra chvéni nezavadné prevodovky je zplsobena geometrickou nepies-

nosti ozubeného kola, vzniklou pfi vyrob¢ v disledku neptesnosti déliciho piistroje. Tato slozka se
zcela ztratila pii rostoucim opotiebeni pievodovky.
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Obr.44. Casové pritbéhy a spektra signalu mechanického chvéni nezdvadné a opotiebené pievodovky.

4.2.3. Oblast vysokych kmito¢tu

V oblasti vysokych kmitoc¢tli se ve spektrech mechanického chvéni vyskytuji slozky, které
jsou spojeny s projevy zdvad valivych loZisek. Tyto slozky se dale nazyvaji sloZkami s vysokymi
kmitocty.

Typickou pocatecni zavadou valivého loziska je trhlinka nebo jamka, zpisobend korozi.
Poskozenym prvkem mtize byt bud’ vnitini nebo vnéjsi krouzek anebo valecek ¢i kulicka. Prichod
kazdého valecku nebo kulicky poskozenym mistem provazi vznik impulsu s malou amplitudou.
Jednotlivé impulsy (podobné lehkym uderim kladiva) predavaji energii télesu loziska, které kmita
na vlastnim kmito¢tu (rezonanénim kmitoc¢tu). Kmity jsou tlumené a doznivaji podobné kmitim
mosazného zvonu (kmitoet mechanickych kmitli zvonu je urcen jeho dynamickymi parametry a
nezavisi na poctu a sile budicich razi). Je tedy mozno fici, Ze uvazovana mechanickd soustava se
v takovém piipad¢ chova jako mechanicky zesilovac.
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Mistni poskozeni vnitfniho nebo vnéjsiho Pfemist’'ovani mista poskozeni
!(rouzku je pti¢inou vzniku sledu impulsq, otacejiciho se krouzku do a ze zatizené
jejichz opakovaci kmito¢et odpovida poctu zény vyvoldva amplitudovou modulaci

dotekl kulicek nebo vale¢k( s mistem
zdvady za jednotlu ¢asu

Vysokofrekvenéni signal Vysokofrekvencni signal

JJUuuuJ o) JUUG

Obalka Obalka

Obdlka obsahuje informace o opakovacim kmitoétu
impulsu (razd) a o amplitudové modulaci

BE2A4/1

Obr.45. Projevy poskozeni vnéjsiho a vnitiniho krouzku valivého loziska.

V ptipad€ poskozeni upevnéného krouzku loziska (dale se predpokldda, Ze upevnénym je
vngjsi krouzek) maji impulsy shodné amplitudy. Naopak, pfi poskozeni pohybujiciho se krouzku
loziska (zde vnitiniho krouzku) se amplitudy impulsti méni, a to v zdvislosti na zménach zatiZeni
valecku ¢i kulicek. Impulsy jsou tedy urcitym zptisobem amplitudové modulovany (viz. obr.45).
Vliv této modulace na obalku si podrobnéji osvétlime v nasledujicim vykladu.

Projev zavady ve spektru mechanického chvéni, tak prikazny jako v pfikladu na obr.46, neni
v technické praxi Casty. Impulsy zplisobené zavadou valivého loziska, zpravidla nejsou doistatecné
intenzivni pro to, aby se odpovidajici diskrétni slozky vyrazné projevovaly i v oblastech nizkych a
sttednich kmito¢tli. Projev zavady je vSak jasn¢ patrny v oblasti vysokych kmitoétd (na obr.46
v oznaceném <> pasmu mezi 9,6 a 11,3 kHz), kde pfitomnost vétsiho poctu slozek spektra ukazuje
na poskozeni valivého loziska.

Uvedené slozky s vysokymi kmitoCty spolu s pfenosem energie impulsii na jiné soucasti
(t€lesa lozisek, opéry apod.) s mechanickymi rezonancemi v oblasti vysokych kmitoctl umoznuji
vCasné zjisténi zavady valivych lozisek monitorovanim mechanického chvéni v izkych kmitocto-
vych pasmech kolem rezonan¢nich kmitoctl sledované pohonové soustavy.
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Obr.46. Priklad spektra mechanického chvéni nezavadného a poruseného kulickového loziska

Velmi ostré a kratké impulsy, zptsobené zdvadou valivého loziska (zarodek trhliny, uvazo-
vané zde jako piiklad, téméf nelze pozorovat nevycvicenym zrakem), maji kmitoctové slozky
v oblasti vysokych kmitoc¢tl. Energie téchto slozek je vSak obecné mnohokrat mensi nez energie
vyse popsanych slozek s nizkymi a stifednimi kmitoCty. Proto je nutno hledat ptiznaky pocinajicich
zéavad valivych lozisek v oblasti vysokych kmitoctd.

Kmitocty, na kterych pohonova soustava zesiluje mechanické chvéni (tj. rezonanéni kmitocty)
lze snadno ur€it experimentalné pomoci jednokandlového kmitoctového analyzatoru, méficiho a
analyzujiciho odezvy na rdzové buzeni. Spolehlivou indikaci kmitoctl, v jejichz blizkosti je ve
spektru tieba hledat ptiznaky zavad valivych lozisek, je mozno ziskat buzenim téles téchto lozisek
lehkymi udery razového kladivka a urcenim spekter odezev. tj. signali, snimanych snimacem
zrychleni mechanického chvéni v mistech upevnéni snimacli pii monitorovani mechanického
chvéni celé pohonové soustavy.

4.2.4. Shrnuti projevi pocinajich zavad pohonovych soustav

Proved'me si nyni shrnuti typickych projevii pocinajich zévad tocivych casti pohonovych
soustav, zejména projevy téchto zavad ve kmitoctovém oblasti. Bylo uvedeno, ze
»  oblast nizkych kmitocti, uréenda dolni mezi, nachéazejici se pod rychlosti otaceni, a horni
mezi, tvofenou niz§imi (¢tvrtou az Sestou) harmonickymi, obsahuje informace o zavadach,
zpisobenych nevyvazenosti, ohybem htideli, pfesazenim hiideld, nestabilitou radialnich
lozisek a uvolnénim mechanickych vazeb,
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»  oblast vysokych kmitoctii, definovana jako oblast, ve které prevladajici slozky spekter mecha-
nického chvéni souviseji s mechnickymi rezonancemi, obsahuje informace o p¢inajicich zava-
dach valivych lozisek. Zavady lozisek (napt. poskozeni jednoho z krouzkii, malé trhlinky aj.),
projevujici se uzkymi a ostrymi impulsy, vyvolavaji rezonance jinych soucasti. Tyto zavady
1ze zjistit v oblasti vysokych kmitoctil, protoze odpovidajici slozky zde nejsou prekryty inten-
zivnéjSimi slozkami, které pievladaji v oblastech nizkych a stfednich kmitocti spekter mecha-
nického chveéni,

»  oblast stiednich kmitoctii, tj. mezi oblastmi nizkych a vysokych kmito¢td, obsahuje infor-
mace o zavadach ozubenych pfevodi a pievodovek. Opotiebeni ozubeni se projevuje na
kmitoctech zabéru ozubenych kol a jejich harmonickych. Zavady v pocate¢nim stadiu (napf.
praskly, avSak neulomeny zub ozubeného kola) jsou zpravidla ptic¢inou vzniku bo¢nich pasem
rozlozenych kolem kmitoctii zabéru a harmonickych. Amplitudy téchto slozek bocnich pasem
jsou vSak obycejné mensi nez amplitudy slozek, pfislusejicich kmitoctim zabéru a jejich
harmonickym.

4.3. Zjistovani zavad pohonovych soustav

V ptedchozim ¢lanku (tj. ¢lanku 4.2.) bylo uvedeno a dolozeno, ze signaly, odpovidajici
mechanickému chvéni pohonovych soustav, obsahuji cenné informace o provoznim stavu téchto
zafizeni, zejména o toCivych castech pohonovych soustav. Sledovani provozniho stavu pohonovych
soustav a zjiStovani jejich zédvad v pocateCnim stadiu, zalozené na podrobné analyze uvedenych
signaltl, je pro kazdodenni praxi ptili§ obtizné a drahé. Proto je nutno pouzit metodu, ktera
»  umoznuje v¢asné zjisténi vétSiny zavad,

»  conejucinngji zamezuje chybnym zaveérum,

»  je dostatecné jednoducha a neklade zvlastni naroky na kvalifikaci uzivateld,

»  zajistuje dostatetné mnozstvi informaci pro zjisténi pfiznaka zavad a pro rozhodnuti o dalsim
postupu, tj. o provedeni podrobné analyzy.

Vétsina metod, pouzivanych v minulosti ke zjistovani zavad pohonovych soustav, se zaklada
na porovnavani efektivnich hodnot rychlosti chvéni s vysledky ptfedchozich métfeni nebo s norma-
tivné stanovenymi meznimi hodnotami, napt. hodnotami, stanovenymi normami ISO 2372 a ISO
3945. Tyto metody byly zaloZeny na teoretickém piedpokladu, Ze mechanické chvéni stroji urcité
kategorie (dle velikosti a energie pfendSené hiideli) ma obdobné nebo dokonce totozné hodnoty
amplitud ¢i hladin rychlosti ve vymezeném pasmu od 10 Hz do 1 kHz (viz. obr.47).

Z vykladu ptedchoziho ¢lanku (tj. ¢lanku 4.2.) vSak plyne, ze pouziti uvedené metody pii
monitorovani provozniho stavu pohonovych soustav umoziluje zjisténi jejich pokrocilych zavad,
zpusobenych nevyvazenosti, velkym pfesazenim nebo podstatnym ohybem htideld a projevujicich
se diky velké energii odpovidajicich slozek spekter mechanického chvéni.
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Obr.47. Klasifikace strojii na zakladé celkovych hladin jejich mechanického chvéni.

Uvedena metoda naopak neumoziuje zjisténi mensich zavad a zdvad v pocatecnim stadiu,
napf. pocate¢nich vad valivych lozisek a ozubenych ptevodu. Pricina spociva v tom, ze odpovidajici
slozky spekter mechanického chvéni jsou maskovany intenzivnéjsimi slozkami v uvedeném kmitoc-
tovém pasmu a priznaky mohou byt zjistény az po ptislusném (avSak nezadoucim) zvétSeni ampli-

tud odpovidajicich slozek.

862100

Strana ¢. 88



Uvod do vypo¢tového modelovani pohonovych soustav

Na zékladé vysledkli méfeni v Sirokém kmitoctovém pasmu (napt. v pasmu od 10 do 1000 Hz
podle ISO) nelze zjistit zmény amplitud kmitoctovych slozek dokud amplituda rostouci slozky
nedosahne hodnoty, odpovidajici slozce s nejvétsi amplitudou v uvazovaném pasmu kmitocti (viz.
obr.48 vlevo dole). Naopak porovnanim odpovidajicich spekter je mozno zjistit jiz malé zmény,
projevujici se zvétSenim hladin o 3 az 6 dB v tizkych kmitoctovych pasmech, a tim ziskat i v€asné
upozornéni na projev zavady v pocate¢nim stadiu (viz. obr.48 vpravo dole).

Pasmo pro
1) Véasné zjisténi zavady = analyzu tendenci
vEasné upozornéni na zhorseni provozniho stavu Log. A A /</
- — — 4
-— 3
-— 2
-—1
—
Spektrum Log. f
2) Analyza tendenci = odhad zbyvajici doby
bezpeéného a spolehlivého provozu
Log. A A Log. A A
4 4
1 2 3
[
3
] 2
L
& « & B ® ® -« =
Analyza tendenci na zakladé Analyza tendenci na zdkladé zvoleného
Sirokého kmitoétového pasma uzkého kmito&tového pasma
870415

Obr.48. Casové zmény spektra chvéni a celkové hladiny mechanického chvéni.

Dalsi obtize s pouzitim normativné stanovenych meznich hodnot mechanického chvéni jsou
spojeny s pfenosovymi cestami, kterymi se chvéni $ifi z mista buzeni (krouzku valivého loziska,
bodu zabéru ozubenych kol apod.) do mista, ve kterém se snimd odezva (tj. signdl, ptedstavujici
vysledné mechanické chvéni). Jestlize charakteristiky téchto pfenosovych cest nejsou stejné pfi
vSech méfenich, tatdz zévada (trhlinka, jamka apod.) se projevi rizné v signdlech na vystupu
snimace nebo snimact chvéni. Disledkem je pak nespravna interpretace a casto i neplatny zaver.

Studie, provedena E. Downhamem a R. Woodsem (Uéel monitorovani chvéni to¢ivych stroji
v primyslovych zavodech s nepfetrzitym provozem), plné potvrzuje uvedend tvrzeni. Ktivky na
obr.49 ukazuji, Ze se charakteristiky pfenosovych cest (v tomto piipadé pritbéhy mechanické impe-
dance) obdobnych strojnich zafizeni mohou vzdjemné znacné odliSovat. Rozdily mohou byt na
nékterych kmitoctech az fadu 1:1000, tj. 60 dB.
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Obr.49. Rozsah zmén mechanické impedance riznych cest $ifeni chvéni.

Z vyse uvedeného tedy vyplyva jednoznacny zavér, ze pro zjiStovani zavad pohonovych
soustav je nezbytné
»  porovnani vysledki méfeni chvéni s vysledky ptfedchozich obdobnych méfeni, tj. méteni,
opakovanych v pribéhu urc¢itého ¢asového intervalu (vysledky méfeni jinych pohonti nebo
méteni v jinych bodech nemohou vcas odhalit projevy zmén provozniho stavu tocivych casti
pohonovych soustav),

»  porovnavani spekter mechanického chvéni, jehoz pomoci lze v¢as odhalit zmény i méné
intenzivnich kmitoctovych slozek.
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4.3.1. Analyzatory zaloZené na rychlé Fourierové transformaci

Po pfijeti zavéru o tom, Ze pro v€asné zjisStovani zavad pohonovych soustav je nutné porov-
navani spekter jejich mechanického chvéni, je tfeba zvolit vhodné metody a pfistrojové vybaveni.
Pfitazlivym se zda byt uziti jednokandlového analyzatoru, vybaveného paméti a umoznujiciho

r~vr

porovnavani spektralnich dat. Tato volba vSak miize zptsobit fadu obtizi, jak bude popsano dale.

I velmi malé zmény pracovni rychlosti (napf. rychlosti ota¢eni) sledovaného zatizeni zapftici-
nuji zmeény poloh kmitoctovych slozek spekter mechanického chvéni. Pfi porovnavani takovych
spekter potom nejsou vylouceny nespravné zavery o zdanlivych projevech pocinajicich zavad (viz.
obr.50). Mozné feSeni takového problému spoc¢iva v ptislusSném zpracovani dat, tj. v dané situaci ve
slozeni uzkych kmitoctovych pasem spekter, ziskanych rychlou Fourierovou transformaci, a vytvo-
feni SirSich pasem. Zmény poloh kmitoctovych slozek uvniti takto vytvorenych pasem pak neovliv-
nuji celkové hladiny, pfislusejici t€émto padsmim. Spektra, vytvafena popsanym zpiisobem, se
nazyvaji syntezovanymi spektry. Je pochopitelné, Ze kmitoctova pasma syntezovanych spekter musi
byt dostatecné Sirokd pro podchyceni ndhodnych zmén zpracovavanych signall, avSak soucasné
dostate¢ng tizka pro zjisténi i malych zmén zavaznych kmito&tovych slozek .

V poslednich deseti nebo vice letech se pfi analyze mechanického chvéni uzivaly oktavové
propusti. Ziskavané vysledky byly mnohem lepsi nez vysledky méfeni v Sirokych kmitoctovych
pasmech. Z ptedchoziho vykladu vSak plyne, Ze oktavova pasma jsou piili§ Sirokéd pro rozliSeni
zavad a obecného opotiebeni ozubenych pievodi a prevodovek (viz. pozndmka pod ¢arou). Poza-
davek vétsi rozliSovaci schopnosti ve kmitoctové oblasti v nékterych piipadech spliuji tietinookta-
vové propusti (Sitka pasem ptiblizné 23%).

Jiny problém vsak pretrvava nezavisle na §ifce kmitoétovych pasem. Uzké pasmo spektra,
ziskaného rychlou Fourierovou transformaci, s vysokou hladinou na okraji $ir§tho pdsma syntezo-
vaného spektra prakticky Gpln¢ urcuje celkovou hladinu, pfislusejici tomuto $ir§Simu pasmu, avsak i
nepatrna (fadu zlomku procenta) zména pracovni rychlosti zkoumané pohonové soustavy pii dal§im
urcovani spektra mechanického chvéni pro porovnavani s ptfedchozim syntezovanym spektrem
zpusobi pfesun uvedené slozky do sousedniho tzkého kmitoc¢tového pasma. Ptipadny ptesun do
sousedniho SirSiho pasma syntezovaného spektra je pak provdzen vyraznym zvysSenim piislusné
hladiny a mozna i chybnou indikaci projevu zavady sledované pohonové soustavy.

Popsanym obtizim je mozno zamezit rozsifenim kmitoc¢tovych pasem syntezovanych spekter.
Vychozi spektrum se stava referncnim spektrem, slouzicim jako zéklad pro vytvoteni referencni
masky. Kazdému pasmu referencni masky je pfidana maximalni hodnota z hodnot, pfislusejicich
bud’ tomuto padsmu nebo jednomu ze sousednich dvou pasem (vytvoreni referenéni masky lze
nazorné ukézat pomoci $ablony z pieklizky, vyfiznuté ve tvaru referenéniho spektra. Sablonu je
tteba polozit na tenkou vrstvu pisku na stole a pak posunout o jedno kmitoctové pasmo doleva a
doprava. Otisk v pisku po odstranéni Sablony je totozny s referencni maskou).

Y Vyse bylo uvedeno, e zavada ozubeného pievodu se jiz v pocateénim stadiu projevuje vznikem bo&nich pasem
kolem kmitoctu zabéru a vysSich harmonickych. Syntezovana spektra proto musi obsahovat nékolik kmitoctovych
pasem mezi kmitotem zabéru a druhou harmonickou, druhou a teti harmonickou atd. Jinymi slovy, nékolik uzkych
pasem v kazdé oktavé. Uzka kmitoStova pasma musi mit konstantni relativni $iiku, tj. kazda oktiva musi obsahovat
stejny pocet uzkych kmitoctovych pasem.
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Priklad referen¢niho spektra a odpovidajici referen¢ni masky je zndzornén na obr.51, ktery
soucasné ilustruje pouziti dolni meze dynamického rozsahu pfti konstrukci referenéni masky. Dolni
mez se zavadi za Gcelem vylouceni vlivii zmén slozek s nizkymi hladinami a tim i nepravych, tj.
klamnych, projevt a ptiznakll zavad, zpisobenych zdroji ndhodného Sumu, ruSenim apod. Nova
syntezovana spektra mechanického chvéni se pak v dal§im porovnavaji s referenc¢ni maskou, vytvo-
fenou popsanym postupem.

Referenéni spektrum

=l

Ptiklad referenéniho spektra, ulozeného v paméti

Referenéni maska

[ PR ——_

Dynamicky rozsah

m—————————

/

U

:"l
b Kess

-
]
!

- | S | Lo

| EpS—

Y

Referen&ni maska je vytvofena na zékladé referenéniho spektra s
rozdifenymi pasmy a omezeného zdola dynamického rozsahu

RRIRT/:

Obr.51. Vytvoreni referencni masky na zaklade¢ referencniho spektra.

Jakékoli prevyseni referencni masky slozkami novych syntezovanych spekter 1ze povazovat
za spolehlivy pziznak zvétSujici se zavady sledované pohonové soustavy. Jelikoz Sitka pasem refe-
rencni masky odpovida trojndsobku Sitky pasem referenc¢niho spektra a pozadovana Sifka pasem
nesmi byt vétsi nez 1/3 oktavy (23%), vychozi referenéni spektrum musi byt spektrem s pasmy,
jejichz Sitka neptesahuje piiblizné 7%.
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Pro zajisténi kmitoCtové rozliSovaci schopnosti, lepsi nez 1/3 oktavy, tj. rozliSovaci schop-
nosti, pti které se mezi dvéma vyraznymi slozkami s odstupem oktavy (napt. slozkou s kmitoctem
zabéru a druhou harmonickou) nachazi jen jedno nezavislé kmito¢tové pasmo, je nezbytné, aby
Sitka padsem vychoziho syntezovaného spektra byla mensi nez 7%. Za rozumny kompromis se pova-
zuje syntetované spektrum s pasmy o Sitce 4 az 6%.

Posledni nevyfeSeny problém souvisi s podstatnymi zménami provozni rychlosti sledované
pohonové soustavy. Jestlize se pracovni rychlost pii provozu sledované pohonové soustavy méni
natolik, Ze posuv kmitoctii spekter chvéni piesahuje meze uvazovanych kmito¢tovych pasem, ani
vyse popsana metoda nevylouci hrubé chyby a omyly pfi zjistovani zavad. Nastésti se jiz vSak od
pocatku ptredpokladalo, Ze syntezovana spektra jsou spektry s konstantni relativni Sitkou pasem (t;.
s konstantnim pomérem meznich kmitoCti jednotlivych pasem). Zmény pracovni nebo provozni
rychlosti sledované pohonové soustavy se projevuji stejné ve vSech takovych spektrech (viz. obr.52)
tj. relativni posuv kmitoctli zistava stejny. Napiiklad zvétSeni rychlosti otaceni hiideld pfevodovky
o 15% bude provéazet zvyseni kmitoctli zabéru a kmitoctl vSech odpovidajicich harmonickych o
15%. Odpovidajici syntezované spektrum je tedy mozné porovnat s referencni maskou, posunutou o
15% smérem k vys$sim kmitoctim. Takovy posuv zajisti potfebné vyrovnani kmitoctovych slozek a
zcela vylouci chyby a omyly pii porovnavani spekter za icelem zjistovani zavad.

| A Pasma s konstantni
absolutni $ifkou

Lin
1 t t t t t t t t 4 t t t | t t t t —
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 Hz
. X -
\"\\"“-.. i - \\ _—.-___'__..--'"
— =~ —-_—-—
A i) = b '} "} N r Pasma s konstantni
|

relativni sitkou

Log

1 1 1 1 1 | 1 1 = f
1 T T
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AvAnaA
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Obr.52. Ilustrace metody syntézy kmitoctového spektra s linearni a logaritmickou kmito¢tovou stupnici.
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Avsak ne vSechny slozky spekter mechanického chvéni pohonovych soustav jsou zavislé na
jejich pracovni ¢i provozni rychlosti. K takovym slozkam patii jiz zminéné¢ mechanické rezonance,
v jejichz blizkosti 1ze zjistovat zavady valivych lozisek. Mechanické rezonance vsak i v logaritmic-
kém kmito¢tovém meéftitku zpravidla pokryvaji pomérné Siroka kmitoc¢tova pasma, ¢asto pasma o

v

Sitce 1/3 oktavy nebo S§irsi. Nevelké zmény, provazejici kompenzaci zmén provozni rychlosti, tedy

Mrwe

zpravidla nejsou pri¢inou hrubych chyb a omyll pii zjistovani zavad pohonovych soustav.

Jiné slozky, napt. slozky s kmitoctem stiidavé sité¢ (50 nebo 60 Hz) a zejména druhé harmo-
nické sitového napéti, jsou ¢asto vyrazné zastoupeny ve spektrech mechanického chvéni pohono-
vych soustav s elektrickymi motory. Amplitudy uvedenych slozek Casto prevladaji ve spektrech
chvéni a neziidka pievysuji amplitudy slozky s kmitoctem otaceni a odpo-vidajicich harmonickych.
Je nutno zdiraznit, Ze slozky s kmito¢tem stiidavé sit€ a harmonickych neobsahuji viibec zadnou
informaci o provoznim stavu ptisluSnych pohonovych soustav.

Spektrum chvéni s rozsifenou kmitottovou stupnici

nf 1000k
30 : __99_,_?;__ -
40 ...........

Kmitocet (Hz) 110 870222
Obr.53. Priklad spektra mechanického chvéni dvoupdlového elektromotru s kotvou nakratko.

Z vySe uvedeného plyne, Ze pii zjiStovani zavad pohonovych soustav na zakladé porovnavani
spekter jejich mechanického chvéni nelze uplné vyloucit riziko chyb a omyld. Pfi porovnavani
spekter s dostatecné izkymi kmitoctovymi pasmy lze vSak zpravidla bezprostiedné zjistit a vyloucit
vétSinu moznych chyb. V opaéném piipad€, napt. v ptipadé malé kmitoctové rozliSovaci schopnosti
nebo malého odstupu mezi zdvaznou a problematickou slozkou (napf. slozkami s kmitocty sité a
otaceni elektromotoru s dvoupodlovym rotorem nakratko), je nezbytné nutné provadét podrobnou
kmitoc¢tovou analyzu mechanického chvéni. Pomoci vhodného analyzatoru, zalozené¢ho na rychlé
Fourierové transformaci, je mozné provadét podrobnou tzkopasmovou analyzu a Casto 1 analyzu
s roz$ifenim vybranych pasem, obsahujicich kritické kmitoctové slozky (viz. obr.53).
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Na obr.54 je znazornén piiklad se syntezovanym spektrem mechanického chvéni, tvoreny
pasmy o Sifce 6%, a se superponovanou referencni maskou. Tento ptiklad ukazuje, jak se zdvada
kulickového loziska jiz v pocateCnim stadiu projevuje v oblasti vysokych kmitocti. Je mozné si
vSimnout, Ze provedena kompenzace zmén rychlosti umoznila zachovat diskrétni slozky v kmitoc-
tovych mezich uzité referencni masky.

Kmitotet: 5,62 kHz Amplituda: 10,5 m/s?
m/s'

100

32

10

3.2

0,32

0,1

0,032 , . . 1

) T T T
20 50 100 200 500 1k 2k 5k 10 kHz
870208

Obr.54. Syntezované spektrum s pasmy o Sifce 6% a referencni maska, jejiz pasma maji Sitku 3x6%.

4.4. Diagnostika poruch a zavad pohonovych soustav

Zjisténi zvétSenych amplitud sloZzek mechanického chvéni (pomoci metod, popsanych vyse)
musi nasledovat podrobnéjsi analyza. Prvnim krokem je ziskani tzkopasmovych spekter, které
pokryvaji bud’ cely uvazovany kmitoctovy rozsah, nebo vybrané rozsifené useky tohoto rozsahu.
Tato spektra musi byt pak zhodnocena specialistou s potiebnou kvalifikaci a zkuSenostmi v oboru
udrzby pohonovych soustav. Po vylouceni moznych chyb a omyll (napt. v disledku zmén provozni
rychlosti apod.), je mozné pristoupit k vlastni diagnostice poruch a zavad pohonovych soustav. Jak
jiz bylo fe¢eno, kmitoctové pasmo, ve kterém byly zjistény slozky se zvétSenymi amplitudami samo
0 sob¢ napovida o tom, jaky druh zavady Ize oc¢ekavat, pticemz

» v oblasti nizkych kmitoc¢tli se projevuji zavady, vyvolané nevyvazenosti, pfesazenim nebo
ohybem htidelti apod.,
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» v oblasti stfednich kmitocti se zpravidla projevuje opotiebeni a po€inajici zdvady ozubenych
prevodl a prevodovek a ptipadné€ i projevy zavad, zpisobenych excentricitou, nerovnosti a
presazenim ozubenych kol apod.,

» v oblasti vysokych kmitoctl se projevuji zavady valivych lozisek (i v pocatecnich stadiich) a
jiné zavady, provazené vznikem sledli uzkych a ostrych impulst ¢i razi.

Pti vlastni diagnostice, slouzici k odhaleni zdvad a jejich pficin, je mozné vychazet z vySe uvede-
nych skute¢nosti a pouzivat metody, jejichz popisu jsou vénovany nasledujici odstavce.

4.4.1. Diagnostika poruch a zavad uzitim faze

Féze je dulezitd pro slozky s kmitocty, odpovidajicimi rychlostem otaceni. Staticka nevyva-
zenost je pri¢inou vyrazného radidlniho chvéni, projevujiciho se ve fazi na obou lozZiscich rotujici
soucasti (viz. obr.55 nahote). Dynamicka nevyvazenost je také provazena radialnim chvéném, které
se vSak na obou loziscich projevuje v protifazi (viz. obr.55 dole).

1. Staticka nevyvaZenost

T T Ve tazi

2. Dynamicka nevyvéaZenost

T ¢ V protitazi

Obr.55. Vliv druhu nevyvazenosti na faze slozek s kmitocty, odpovidajicimi rychlosti otaceni.
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Kyvavy pohyb, zpiisobeny jinym zdrojem, vyvolava radidlni a axialni chvéni s kmitoctem,
odpovidajicim rychlosti otaceni. Slozky radidlniho a axialniho chvéni vSak nejsou vzajemné ve fazi

(viz. obr.56 nahote). Ohyb hiidele je také pric¢inou vzniku radidlniho a axidlniho chvéni, pficemz
radialni chvéni je ve fazi na obou loziscich, kdezto axidlni chvéni ve fazi neni (viz. obr.56 dole).

Vyse uvedené zavady jsou také velmi Casto pfi€inou vzniku vysSich harmonickych slozek.
Vyloucena vsak neni ani nevyvaZzenost, zpiisobena nelinearitou konstrukce lozisek.

1. Kyvavy pohyb

T l S rozdilnou fazi

— - S rozdilnou fazi

2. Ohyb hiidele

\ | J Ve tézi

— S S rozdilnou fazi

Obr.56. Zjisténi kyvavych pohybt a ohybu hiideld na zakladé fazové informace.

4.4.2. Diagnostika poruch a zavad uzitim kepster

Pomoci kepster je mozné odentifikovat série harmonickych nebo bocnich pasem, obsazenych
ve spektrech, a hodnotit jejich relativni intenzity. Vykonova kepstra, uzivana pro diagnostické ucely
jsou v podstaté vysledky kmitoctové analyzy vysledkli kmitoctové analyzy ¢asovych pribéht (napf.
chvéni). Sledu pulsti v ¢asové oblasti odpovidaji ve kmitoctové oblasti diskrétni slozka s opakova-
cim kmitoctem tohoto sledu a vys$s$i harmonické, jejichz pocet a amplitudy jsou zéavislé na tvaru
opakujicich se impuls.
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Zcela analogicky, sad¢ diskrétnich slozek kmitoctového spektra odpovida série diskrétnich
slozek kepstra. Stupnice na ose soufadnic kepstra nese jednotky 1/Hz nebo s. Poloha prvni slozky
kepstra je uréena prevracenou hodnotou kmitoctového odstupu harmonickych slozek nebo bo¢nich
pasem v odpovidajicim spektru.

Spektra Kepstra
(a) VEetné slozek s nizkymi kmito&ty (fégs}.ﬂsz} fféog o
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Obr.57. Spektrum a kepstrum mechanického chvéni opotiebené prevodovky.

Ptiklad, ilustrujici kepstrum v kontextu s odpovidajicim spektrem, je uveden na obr.57, kde
spektrum mechanického chvéni opotiebené prevodovky obsahuje fadu diskrétnich slozek a harmo-
nickych. Prakticky nelze zjistit, Ze uvedené spektrum ve skutecnosti obsahuje dvé sady harmonic-
kych, souvisejici s riznymi projevy. Odpovidajici kepstrum vSak jasné indikuje pfitomnost dvou
sad harmonickych nebo bo¢nich pasem s odstupy 49,8 a 120,7 Hz (viz. obr.57a).

A4

Totéz spektrum, jehoz slozky s kmitoCty niz§imi nez polovina kmito¢tu zabéru byly doda-
te€n¢ odstranény, a odpovidajici kepstrum jsou znazornény na obr.57b. Kepstrum, ziskané na
zéklad€ upraveného soektra, neobsahuje slozku, odpovidajici kmitoctovému odstupu 120,7 Hz. Tim
je z praktického hlediska prokézano, ze tato slozka kepstra souvisi se slozkami spektra, nachaze-
jicimi se v oblasti nizkych kmitocti a pravdépodobné zplisobenymi zavadami s projevy prave
v tomto kmitoCtovém pasmu. Pfitomnost slozky, odpovidajici kmitoctovému odstupu 49,8 Hz, vSak
ukazuje na souvislost s oblasti stfednich kmito¢ti a se zdvadami, projevujicimi se v této oblasti. Je
tedy mozné usoudit na zdvadu ozubeného kola s rychlosti otac¢eni, odpovidajici kmitoctu 49,8 Hz.
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V piipad¢ hiidele s rychlosti otaceni, piislusejici kmitoc¢tu 120,7 Hz, se pravdépodobné jedna o
nevyvazenost nebo jinou zavadu, projevujici se v oblasti nizkych kmitoc¢t. Dalsi vyhoda kepster
spociva v jejich témét uplné nezévislosti na fazovych vztazich vychozich signalii a na charakte-
ristikdch prenosovych cest téchto signald. Naptiklad kepstra mechanického chvéni pievodovky,
ziskana na zaklad¢ vysledkli méteni na dvou riznych loziscich jsou prakticky shodna.

4.4.3. Diagnostika poruch a zavad uzitim obalky

V ptedchozim bylo uvedeno, ze zdvada valivého loziska se jiz v pocate¢nim stadiu projevuje
vznikem sledu ostrych impulsti s pomérn€ malou kinetickou energii (viz. obr.45). Zavadu tohoto
druhu lze vcas zjistit monitorovanim mechanického chvéni, zejména pak sledovanim zmén ampli-
tud slozek, odpovidajicich mechanickym rezonancim odpovidajici pohonové soustavy. Analyzu,
nutnou pro odhaleni poSkozeného loziska a pro vylouc€eni jinych moznych zdroji impulst (napf.
soustavy tlakového mazani), vSak nelze provadét pomoci jednoduchého analyzatoru, zalozeného na
rychlé Fourierové transformaci.

Mechanické rezonance, v blizkosti kterych se projevuji zavady uvedeného druhu, se velmi
Casto nachdzeji v oblasti kmitoctd fadu nékolika kHz. Kmitocty, odpovidajici rychlostem otacenti,
mohou mit naopak velmi malé hodnoty, napt. hodnoty kolem 1-2 Hz. Je pochopitelné, ze v takovém
piipad¢ vétSina béznych analyzatorii, zalozenych na rychlé Fourierové transformaci, nema dosta-
te¢nou rozliSovaci schopnost v potiebném Sirokém (zdkladnim) kmitoctovém rozsahu. Moznost
feSeni nabizi analyza vybranych a nékolikanasobné rozsifenych useki uvedeného kmitoctového
rozsahu. ZvétSend rozliSovaci schopnost pfi rozSifeni kmitoctové stupnice by teoreticky méla
umoznit vyhledavani harmonickych vychoziho sledu impulsi, zesilenych pii mechanické rezonanci.
Tento postup je prijatelny za podminky absolutni stalosti (stacionarity) analyzovanych signalt, coz
byva v praxi zfidka spléno. Zmény provoznich podminek, pracovni rychlosti apod. jsou zpravidla
pri¢inou ,,rozmazavani izkopasmovych spekter, ptisluSejicich rozsifenym usekim kmitoctového
rozsahu. Diskrétni slozky, odpovidajici vychozimu sledu impulsii, potom témét nelze najit ve shlu-
cich ostatnich kmitoc¢tovych slozek.

Uvedené obtize lze snadno piekonat uzitim obalky. Metoda detekce obalky analogovymi
prostiedky bude predmétem dalSiho vykladu. Signal v casové oblasti se filtruje pAsmovou propusti,
piekryvajici kmitoctové pasmo, ve kterém bylo zjisténo zvétSeni amplitud slozek monitorovaného
spektra (viz. obr.58). Signdl na vystupu pasmové propusti obsahuje jen slozky s vysokymi kmitocty,
ke kterym zarucené patii i chvéni, vybuzené impulsy v disledku zavady (napt. zdvady loziska).
Ostatni ,,maskujici* slozky jsou G€inné€ potlaceny.

Vystupni signal pasmové propusti se dale zpracovava pomoci usmérnovace s dolni propusti o
meznim kmitoctu, ktery odpovida piiblizné poloviné Sitky propustného pdsma pasmové propusti.
Takto zpracovany signal se v ¢asové oblasti do jist¢ miry podoba vychozimu signalu se sledem
impulst. Nejdilezitejsi je vSak skute¢nost, Ze ve zpracovaném signalu je bezpe¢né obnoven opako-
vaci kmitocet vychozich impulst. Tento kmitocet je pak mozné piesné stanovit pomoci analyzatoru
zalozaného na rychlé Fourierov¢ transformaci.
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Obr.58. Ilustrace zakladniho principu detekce a analyzy obalky.

Hodnoty opakovaciho kmitoctli impulsti, odpovidajicich zavadé vnéjsiho krouzku, vnitiniho
krouzku a kuli¢ky nebo valecku valivého loziska, Ize urcit vypoctem (viz. obr.59). Porovnanim
kmito¢tl, zjisténych analyzatorem a vypoctem, lze bezpecné odhalit poskozenou ¢ast valivého
loZiska. Poznamenejme pouze to, Ze v disledku skluzu jsou skutecné kmitocty vZdy o néco nizsi
nez kmitoCty, stanovené vypoctem pomoci analytickych vyrazi.

V ptipad¢ zavady otacejiciho se krouzku loziska je nékdy mozno bezprostiedné zjistit ampli-
tudovou modulaci, zpiisobenou zménami zatizeni v misté poSkozeni. Ve spektru mechanického
chvéni se amplitudova modulace projevuje bo¢nimi pasmy, rozlozenymi kolem slozek s kmitocty,
odpovidajicimi opakovacimu kmito¢tu impulst a harmonickym, pficemz kmitoc¢tovy odstup odpo-
vida rychlosti otaceni.
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Uhel dotyku 8

Prameér kuli¢ky
nebo véle¢ku (BD)
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NI MI3D

f, [1 + %cos ﬁ)

2
Zavada kulitky nebo vale¢ku: f(Hz) = —gg— f, [ 1 - (% cos ﬁ] ]

87041€

Obr.59. Vzorce pro vypocet opakovaciho kmito¢tu mechanickych impulsti valivého loziska.

4.4.4. Diagnostika poruch a zavad uzitim primérovani v ¢ase

Jina G¢innad metoda potlaceni nezaddoucich slozek zkoumanych signalt spo¢iva v primérovani
v Casové oblasti. Moderni analyzatory, zaloZzené na rychlé Fourierové transformaci, umoziuji
transformaci jednotlivych realizaci v casové oblasti, umocnéni ziskanych vykonovych spekter pro
ureni amplitudovych spekter a primérovani ur€itého poctu amplitudovych spekter (viz. obr.60
nahote). Signal, obsahujici urcité vyrazné slozky (napt. slozky s kmitocty 20 a 33 Hz), ma ve
vysledném spektru také zastoupeny uvedené slozky. Tento zavér plné€ odpovida zakladnimu ucelu
rychlé Fourierovy transformace.

Pti primérovani v ¢asové oblasti (viz. obr.60 dole), provadéné metodou synchronni registrace
realizaci (napf. synchronné se slozkou 20 Hz) a aritmetického primérovani jest¢ pred Fourierovou
transformaci do kmito¢tové oblasti, ziistavaji synchronni slozky a harmonické (zde slozka 20 Hz a
harmonické) ve fazi, zatim co ostatni slozky (zde slozka 33 Hz) jsou v dusledku riiznych fazovych
uhll postupné potlaceny.
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Primeérovani ve kmito¢tové oblasti:
rychla Fourierova transformace s nasledujicim pramérovanim

Primérovani v ¢asové oblasti:
prumérovani s nasledujici rychlou Fourierovou transformaci

Obr.60. Ilustrace principti a metod primérovani ve kmitoctové a casové oblasti.

Na obr.61a je zndzornéna slozka, ktera byla ziskdna synchronnim primérovanim (zde slozku
20 Hz), zatim co obr.61b ukazuje, ze asynchronni primérovani v ¢asové oblasti eliminuje vSechny
slozky. Jestlize porovnavani spekter mechanického chvéni (napf. pfevodovky) indikuje obecné
zvétSovani amplitud, avSak ani podrobné uzkopasmova analyzy nenabizi jednoznacné feseni, potom
primérovani v casové oblasti miize byt u¢innou metodou k nalezeni potiebné informace.
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Obr.61. Synchronni a asynchronni priimérovani v ¢asové oblasti.
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Primérovani v Casové oblasti je mozné povazovat za ,zvétSovaci sklo pro mechanické
na urcitou soucast (htidel, ozubené kolo, valivé lozisko apod.) pro

413

chvéni, umoznujici ,,zaostfeni
podrobné vySetteni. V ptipad¢, ze konstrukce pohonové soustavy nam neumoziiuje synchronizaci
s pohybem vySetfované soucasti (napt. vlozen¢ho htidele ptevodovky), spoustéci signal, synchro-
nizovany s jinou soucasti (napf. vstupnim hiidelem pfevodovky), je nutno vynasobit pfisluSnym
koeficientem (v naSem piipadé prevodovym pomérem). Takto ziskany spoustéci signal, synchroni-
zovany s pohybem vySetfované soucasti (zde vlozeny htidel ptevodovky), pak slouzi k ptislusnému
nastaveni analyzétoru, tj. k ,,zaostfeni* na vySetfovanou soucast.

Vyse popsand metoda primérovani v ¢asové oblasti prokdzala svou ucinnost pii zjiStovani
zavad a diagnostice pfevodovek, oddélovani signalt elektrického a mechanického plivodu, potla-
covani Sumu a analyze tvarti vln signdlii, napf. signald, odpovidajicich chvéni pohonovych soustav
s vratnymi pohyby.

4.5. Zjistovani tendenci ristu zavad pohonovych soustav

Metody zjistovani tendenci se Casto uzivaji pii monitorovani pohonovych soustav, i kdyz
n¢kdy jen za ucelem systematického sledovani zmén urcitého parametru, napiiklad tlaku oleje ¢i
teploty chladici vody. Uziti téchto metod pii monitorovani mechanického chvéni je ponckud slozi-
t&j$i. Vysledkem kazdodenniho rutinniho monitorovani provozniho stavu pohonové soustavy bez
zévad jsou prakticky neménna spektra mechanického chvéni. Vznik zavady se jiz v pocate¢nim
stadiu projevuje ndhlym zvétSenim amplitudy jedné nebo nékolika slozek uvedenych spekter. Zvét-
Sovani zavady je pak provazeno postupnym zvétSovanim amplitud mechanického chvéni. Takovy
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prabéh lze ocekavat v pripade zévad valivych lozisek a pfi normalnim opotiebeni sledované poho-
nové soustavy. Vyloucit vSak nelze ani jiny prabéh. Naptiklad, vznik vifeni olejev radialnich lozis-
cich se sice také projevi zvétSenim amplitud nékterych slozek spekter mechanického chvéni, avsak
takové zvétSovani zpravidla neni postupné. V tomto piipadé tedy nelze sledovat postupné zhorso-

vani provozniho stavu pohonové soustavy ani odhadnout zbyvajici dobu jejiho bezpecného a
spolehlivého provozu.

Jestlize se diagnostickymi metodami podati odhalit druh i pfi¢inu zavady a jestlize lze ptred-
pokladat jeji postupny ruast (s privodnim postupnym zvétSovanim amplitud mechanického chvéni),
potom a jen potom je mozné pristoupit k analyze tendenci a odhadu pribéhu dalsiho provozu sledo-
vané pohonové soustavy.

ER A R R B B B2 L B R 2]

TREND ANALYSIS

A AAAAR AR

First file number: 21
Last file number: 29
Data ID:

Frequency band: 2640 - 4240 H:z

#x2 Date ID (first 24 chars) Level Comp
21 18/07/81 38P2BT EH 113.9
22 24/08/81 38P2BT EH 117.8 1 CH
23 11/09/81 38P2BT EH 121.5
24 12/11/81 38P2BT1 EH 124.2 1 CH
25 24/11/81 38BP2RBT EH 124.,7
26 23/12/81 38P2BT EH 124.6 1 CH
27 04/02/82 38P2BT EH 125.1 1 CH
28 25/02/82 38P2BT EH 125.5 2 QH
29 05/04/82 38P2BT EH 122.4 2 CH
Level change  [repquency band: 26468 - 4248 Hz Corr: D.58
eax: 28.8 d8 ;5. 35p2BT EM
Estm. lead time: 7 months
2a — //—
.///
P
—-/
//N
18 4 xX "‘/K)‘/
’,./" x
x i -~
/’/x/’
e b —+——+— LI B

1 Years

Obr.62. Priklad vysledk analyzy tendenci po zjisténi a odhaleni zavady.
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Pro analyzu tendenci je tfeba zvolit kmitoctové pasmo, ve kterém zmény amplitud slozek
spekter spolehlivé indikuji tendenci riistu zdvady a umoziiuji odhad zbyvajici doby bezpecného a
spolehlivého provozu zatizeni. Poznamenejme, Ze takovych kmitoc¢tovych pasem miize byt vice.

Analyzu tendenci je mozné provadét pomoci pocitace, pouzivaného pii monitorovani a porov-
navani spekter mechanického chvéni. Jsou-li spektra, jejichZ slozky piekrocily urcité meze, uloZzeny
v paméti pocitace spolu s prislusnymi referencnimi spektry, pak programu analyzy tendenci v pfis-
lusném programovém vybaveni chybi jen informace o pfipustném, z hlediska bezpecnosti a spoleh-
livosti provozu sledované pohonové soustavy, pirevyseni uréenych meznich hodnot. Na obr.62 je
znazornén piiklad vysledkt analyzy tendenci. Tento ptiklad nazorn¢ ilustruje analyzu tendenci jejiz
vysledky jsou pochybné, protoze riist zdvady neni postupny ani spojity, tzn. ze odhad zbyvajici
doby bezpecného provozu (7 mésicit) nelze povazovat za spolehlivy.

Pti zjisStovani tendenci je pfirozené ucelné pouzit vSechny dostupné informace, zalozené na
zkuSenostech z minulosti. Nejsou-li takové informace k dispozici, potom i1 diive velmi rozsitené
normy a predpisy, urc¢ujici maximalné ptipustné celkové hodnoty mechanického chvéni, mohou byt
cennym podkladem. Takové normy a predpisy typicky stanovi, ze zvétSeni celkové amplitudy
chvéni na 2,5-ndsobek (zvyseni celkové hladiny o 8 dB) ptipousti dalsi analyzu a rozbor, zatim co
zvétSeni na desetindsobek (zvySeni hladiny o 20 dB) vyzaduje okamzity zasah. Uvedené hodnoty
jsou konzervativni a jejich pouziti je ucelné jen do doby ziskani redlnéjSich vlastnich zkuSenosti.

Poznamka : Tato kapitola byla zpracovana na zéklad¢ materialti fy Bruel &Kjaer
(zvlastni vydani Technical Review ¢. TR 1 —1987)
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5. Analyza dynamickych vlastnosti pohonovych soustav

Pohonové soustavy predstavuji v soucasné dob¢ slozité technické soustavy se slozitou struktu-
rou zpétnych vazeb, které obsahuji nejen mechanické, ale i elektrické, hydraulické ¢i pneumatické
¢asti. Bezporuchovy provoz takovychto soustav predstavuje problém, o jehoZ uspéSném feSeni se
velmi ¢asto rozhoduje zejména v etapé konstrukéniho nadvrhu dané soustavy. Tato skutecnost, spolu
s pozadavkem na co nejvyssi vykonnost a spolehlivost pfi sou¢asné minimalizaci rozmért a piivodu
a spotieby energii, vyvolava potfebu vytvoieni soustavné metodiky kvalitativni a kvantitativni
analyzy dynamickych vlastnosti pohontl, vhodnych zejména v etapé projektovani daného zatizeni.

Cilem této podkapitoly tedy je vytvofeni co nejobecnéjsiho vypoctového modelu projekéniho
navrhu pohonové soustavy a nésledna kvalitativni 1 kvantitativni analyza dynamickych vlastnosti
navrhového modelu pohonové soustavy. Z tématického hlediska bude tato podkapitola rozdélena na
Ctyfi ¢lanky, kde v prvnim ¢lanku bude odvozen pomérné obecny vypoctovy model projekéniho
navrhu pohonové soustavy, pfi¢emz bude ukazano, ze navrhovy model pohonu lze pouzit i v obec-
néjsich ptipadech za ptedpokladu splnéni urcitého kritéria, jehoz odvozeni bude také uvedeno.
Druhy ¢lanek bude vénovan problematice stability rovnovazného stavu pohonu v zdvislosti na
vybrané mnoziné¢ parametrii pohonu, pfi¢emz velkd pozornost bude vénovana kvalitativnimu
rozboru chovani pohonové soustavy na hranicich oblasti stability jejiho linearizovaného modelu,
kde mtze dochazet ke kvalitativnim zméndm v chovani pohonu, projevujicim se vznikem realnych
nebo komplexnich (Hopfovych) bifurkaci rovnovazného stavu. Ve tietim ¢lanku bude vySetfovana
odezva pohonu na harmonicky budici signal s konstantni amplitudou a s amplitudou Umérnou
kvadratu uhlové frekvence, pfi¢emz k feSeni bude vyuzita asymptotickd metoda znama pod ndzvem
»metoda stfednich hodnot“, kterd umoziuje ziskdvat i vyssi pfiblizeni pfesného feSeni a zaroven
poskytuje rovnice potfebné k posouzeni stability ustadlené odezvy pohonové soustavy na harmo-
nicky budici signal. Ctvrty ¢lanek pak bude vénovan kvantitativnimu rozboru piechodovych déji
probihajicich v pohonové soustavé, pficemz hlavnim cilem bude odvozeni praktickych analytickych
vztahll pro vypocet doby rozb¢hu a zastaveni pohonové soustavy na zakladé kvadratickych aproxi-
maci momentovych charakteristik motoru a pracovniho stroje, které umozinuji posoudit vliv pouZi-
tého typu motoru a pracovniho stroje na vyslednou dobu trvani ptechodovych déji. Je tieba pfedem
upozornit na skute¢nost, Ze zejména obsah tfetiho ¢lanku predstavuje skutecné zakladni uvod do
problematiky analyzy dynamickych vlastnosti pohonovych soustav, jelikoz se zabyva podrobné
odezvou pohonové soustavy pouze na harmonicky budici signal.

5.1. Vypoctovy model pohonu a jeho pouZzitelnost

Uvazujme pohonovou soustavu znazornénou na obr.63, kterd predstavuje pohon ,klasického
uspotradani® : motor — spojka — prevodovy mechanismus — pracovni stroj. Vezmeme-li dale v uvahu
skutecnost, Ze v etapé projekce pohonové soustavy, kdy mame pouze informace o typu pracovniho
stroje (tj. o momentové charakteristice zatizeni), ndm jde pfedev§im o navrh vhodného typu hnaciho
motoru, pak 1ze povazovat spojovaci a ptevodové prvky pohonu za tuh4 télesa.
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PREVODOVKA PRACOVNI STROJ

Obr.63. Schématické znazornéni pohonové soustavy klasického uspotadani.

Za tohoto predpokladu, ktery je ve skuteCnosti v etapé navrhu pohonu zplsobovan neznalosti
tuhostnich a tlumicich charakteristik jednotlivych spojovacich a ptevodovych prvki, pak lze pro
navrhovy model pohonu pouzit modelovou soustavu s tuhymi €leny, jejiz schématické znadzornéni
je uvedeno na obr.64.

1 red

(oaMM

Obr.64. Schématické znazornéni modelové soustavy pohonu s tuhymi Cleny .

5.1.1. Vypoctovy model pohonové soustavy

Jak jiz bylo feCeno, jsme viceméné nuceni v etap¢ navrhu pohonové soustavy (z ditvodu nezna-
losti tuhostnich a tlumicich charakteristik spojovacich a ptevodovych prvki) pouzit k analyze dyna-
mickych vlastnosti pohonu modelovou soustavu s tuhymi ¢leny (viz. obr.64). Pohybové rovnice,
popisujici vztah mezi zménou pohybu a silovymi ucinky pohyb ovliviiujicimi, modelové soustavy
pohonu s tuhymi ¢leny maji, vezmeme-li v ivahu dynamické vlastnosti motoru uzitim dynamické
momentové charakteristiky, nasledujici tvar
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. 1dl,, . .
Ired¢+_ d¢2:MM(t)_MZ(¢7¢)7
2 do (5.1)

Ty My () + M, (1)=M,(9.,9) ,

kde jednotlivé veli¢iny, vystupujici v téchto rovnicich, maji nasledujici vyznam :

Lieg ... moment setrvacnosti redukovany na htidel motoru,
My ... hnaci moment motoru,
Mys ... staticka charakteristika motoru,
M; ... zatézuji moment od rotacni pece redukovany na hiidel motoru,
Q... uhlova vychylka,
™ ¢asova konstanta motoru.

V pfevazné vétsiné technickych aplikaci jsou zavislosti 7, , (@), M, (@¢,9) a M ,(¢,¢) perio-

dickymi funkcemi thlu nato€eni ¢ s periodou 27 . Za tohoto predpokladu lze zavislosti 7,,,(¢),

M, (p,9)aM,(p,p) vyjadiit pomoci Fourierovych fad

Ired(¢):ired+7red(¢) ’
M (9, 0)=M,(¢)+M,s(¢,0), (5.2)
M, (9, ¢)=M,(p)+M,(¢.9) ,

tzn. jako soucet centrovanych a poruchovych (oscilujicich) slozek, pro které plati

2
7 1 T v red . red . =+
lmd:Z-!I,ed(co)d(ﬁ, Imd(co)=; A cos jo+ B[“ sin jo,
2 m
~ . ] . > . M . M . .
MMS(¢)=Z‘J‘MMS(¢,¢)GI¢, MMS(¢,¢)=Z A" cos jo+ B, sin jo, (5.3)
0 j=1

2r
a1 . ~ .. N\ . .
Mz(¢)=Z-IMZ(¢,¢) do, Mz((p,(p)=z A7 cos jo+B/ sin jo,
0 j=1

pricemz pro Fourierovy koeficienty jednotlivych tad plati

o 2r

re ] . re I i 7
A =;-j Ly(@)cosjo dp, B :;.I L (@) sinjo do,
0 0

2r 2
1 ) . 1 .
A =L [ Mo prcosjo do, B =L [ Mys(0.0)sinjo do. (54)
0 0

2 2
1 . . 1 o
A7 =;J‘ M,(p,p)cosjp dp, Bf =;-I M,(p.¢)sinjp do.
0 0

Dosadime-li nyni vyrazy (5.2) do vztahti (5.1) a pfevedeme-li centrované, resp. poruchové slozky

parametrd na levou, resp. stranu, dostaneme rovnice
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L9+ 3,(9) =M, T, (9) 5L LD o2 it (),
2 do (5.5)
Ty My + M, M, (p)=M,(9,0).
Uvazime-li vSak, Ze také hnaci moment motoru AM,, obsahuje dvé€ sloZky, potom ho lze s ohledem
na feSeni oscilujici kolem rovnovazného stavu
Q,=0,t = @,=0w, — @¢,=0, (5.6)
zapsat také jako soucet centrované a poruchové slozky, tj. ve tvaru
M, =M, (0)+M,(t) — M, =M,(t). (5.7)
Dosazenim vztaht (5.6) a (5.7) do pohybovych rovnic (5.5), poloZzenim poruchovych slozek
rovnych nule a po elementarnich upravach obdrzime vyraz

MMS(a)O):MZ(a)O) = @, (5.8)

jehoz analytickym nebo numerickym feSenim obdrZime thlovou frekvenci @, rovnovazného stavu

pohonové soustavy (viz. obr.65). Vyraz (5.8) ma fyzikdlni vyznam, protoze predstavuje podminku
rovnovahy zatézovacich a hnacich momentt v pribéhu jednoho pracovniho cyklu. Zaroven nam
rovnice (5.8) ptedstavuje hledanou matematickou formulaci definice rovnovazného stavu pohonové
soustavy. Podle této definice je tedy rovnovazny stav pohonové soustavy definovan jakozto
prusecik centrované slozky statické charakteristiky motoru a centrované slozky zatézujiciho
momentu pracovniho stroje (viz. obr.65).

M A
My
My
My(wy) f P,
P
w, o, >

Obr.65. Grafické znazornéni rovnice (4.8) urCujici rovnovazny stav pohonové soustavy.
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Reseni pohybovych rovnic (5.5) hledame ve tvaru
p=w,t+ty = @=0,ty — @=y , 59
MM:MM(w0)+MM(t) - MM:MM(t), .

pricemz vyuzijeme metody postupnych aproximaci, tj. dosadime do pravych stran soustavy (5.5)
fesSeni (5.6), (5.7) a do levych stran feSeni (5.9), tim obdrzime

L - o~ 1dI, ~
v-M,(0)+M,(0,+y)-M, =—— . a)az_Mz(wofaa)()) )

. 2 do, (5.10)
TMMM+MM((‘)0)_MMS(@0+'/7)+MM :MMs(a)otsa)o) .

A

1

Dalsi postup spo€ivd vtom, Ze si centrované slozky momentovych charakteristik motoru a
pracovniho stroje, tj. funkce M o,+y) a M us (@, +v ), za predpokladu, Ze jsou spojité a

hladké, nahradime v okoli rovnovazného stavu @, polynomickymi zavislostmi ve tvaru

My (@, +5) =M, (0)+ Y Bl (@) v, (5.11a)
M ys(@,+9) = Mys(0,)+ Y B (@) i, (5.11b)

kde koeficienty polynomi B/ (w,) a B,” (®,) uréime nékterym z nasledujicich postupti :

° Rozvinutim funkci M o, +y) a M ws (@, +y) do Taylorovych fad v okoli rovnovazného

stavu @, . V tomto piipadé jsou koeficienty B/ (w,) a B (®,) definovany vyrazy

2, _ 1 d"M,(p) v, 1| d"M, (@)
ﬂk(a)())_k_!|:d—¢k:|w’ By (wO)_k_.{d—(bkL ; (5.12)

:
které vlastné predstavuji strmosti k-tého fddu momentovych charakteristik pracovniho stroje
a hnaciho motoru.

° Koeficienty B/ (w,), resp. B (w,) stanovime z podminek totoznych hodnot momento-
vych charakteristik pracovniho stroje, resp. hnaciho motoru a jejich polynomickych zavislosti
ve vybranych funkénich bodech.

Nyni si uvedeme obecné vyrazy pro koeficienty polynomi S/ (w, ), resp. 3" (w,) za
predpokladu, Zze zndme smérnici te¢ny momentové charakteristiky pracovniho stroje, resp.
hnaciho motoru v rovnovazném stavu @, a hodnoty momentovych charakteristik pracovniho
stroje, resp. hnaciho motoru ve dvou funkénich bodech w, a w,, coZ byva nejcastéjSim piipa-
dem ve strojirenské praxi.

Necht’ ma momentové charakteristika strojniho zatizeni (pracovniho stroje nebo hnaciho
motoru) zavislost na thlové frekvenci @ znazornénou na obr.66. Ze vztaht (5.11) tedy plyne,
ze momentovou charakteristiku daného strojniho zatizeni 1ze psat v nésledujicim tvaru
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M (@, +§)=M (0)+ ) Bi(@,) " =M, (0,)+F (§), (5.13)

kde funkce F (¥ ) je nahradni polynomické zavislost (bez absolutniho ¢lenu). JelikozZ médme
v nasem piipad¢ k dispozici tii hodnoty o pribéhu momentové charakteristiky daného stroj-
niho zafizeni v okoli rovnovazného stavu o, (tj. v okoli y =0, musi funkce F () obsaho-

vat tfi neurCené koeficienty f,, S,, f;.

M (o) A M (y) A M () A
M () M (7))
M(a)o) >
v . v, >
M (o)) 7 0 v
M (y7,)
0 @, @, w, ajza),,ﬂ//
a) b)

Obr.66. Momentova charakteristika a), pribéh momentové charakteristiky v okoli rovnovazného stavu b).

To tedy znamena, ze funkce F () je polynomem tfetiho stupné, ktery lze zapsat ve tvaru
3

Fi)=) B@) ' =B+ By’ + B, (5.14)
k=1

pfi¢emz neznamé koeficienty S,, S,, [, stanovime z podminek stejnych funkénich hodnot
puvodni a ndhradni funkce ve dvou funkénich bodech ®,, @, a z podminky totoZné smérnice
tecny pivodni a nahradni funkce v rovnovazném stavu @, . Matematicky lze vySe uvedené

podminky vyjadfit v nasledujicim tvaru

w=w,: F'(0)=M'(w,), (5.15a)
w=0,:  Fp)=M(o,+y,)-M(a,), (5.15b)
o=0,:  Fy,)=M(0,+y,)-M (o), (5.15¢)

kde vyraz F'(0), resp. M'( ®,) ndm oznacuje derivaci funkce F () podle proménné y

v bodé =0, resp. derivaci funkce M (@) podle proménné @ v bod¢ w=w,.
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Podminky (5.15a) az (5.15¢) predstavuji soustavu tii linedrnich algebraickych rovnic, jejichz
feSenim pro koeficienty S,, f,, [; obdrzime vyrazy

. dM (o)
=M [0} = — .

B () { P L (5.16)
5 _AM]a)jO—AMza)fo_a)w+a)20{a’M(a))} 5.17
2 —_— b .
W, 0 Oy Wy Wy do o

AM, 0} —AM, o} 1 dM (o
B = 2 @i _ 21 20 [ ( )} ’ (5.18)
Wy By Wy @y Wy do o
ve ktery bylo pro zjednoduseni zapisu zavedeno nésledujici oznaceni
AM, =M (0)-M (@,), AM,=M (0,)-M (@), 519

W)y =0, =Wy, WOy =0, =W, @B =0,0,.

Nutno poznamenat, ze efektivita naznaceného postupu s rostoucim stupném polynomu velmi

A4

vyrazné klesa, takze se pro polynomy Sestého a vyssiho stupné prakticky neuziva.

V ostatnich ptipadech, tj. v ptipadech kdy zavislost momentové charakteristiky strojniho zafi-
zeni (pracovniho stroje, nebo hnaciho motoru) na thlové frekvenci mame urcenu tabulkou na
zaklad¢ experimentéalnich, resp. provoznich méfeni, lze k urceni nahradni funkce s vyhodou
vyuzit postupu zalozeného na metodé nejmensich ¢tvercli. Metoda nejmensich ¢tverct dava
aproximacni (nahradni) funkci, pfi niz soucet ¢tvercli odchylek funkénich hodnot nahradni
funkce od experimentalné namétenych hodnot je nejmensi, pficemz nahradni funkci maze byt
v podstaté libovolnd funkéni zavislost. V praktickych aplikacich se vSak v prevazné vétSiné
ptipadl za ndhradni funkci voli polynomicka zavislost.

M (o
(@) AM
M-_, AM_,
¢
M, | 0/AM, | Y, >
Vou Wy e 4
M, AM,
0 w_, , W, )
a) b)

Obr.67. Momentova charakteristika a), pribéh momentové charakteristiky po transformaci (4.21) b).
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Nyni si odvodime obecné platné vztahy pro vypocet koeficientli ndhradni funkce, ktera
ma tvar polynomu m-tého stupné, tj. je vyjadiena funkéni zavislosti

F(§)=) Bl it =B+ By’ +. + B, ", (5.20)

kde B,, 5,,..., B, jsou neurcené koeficienty, které stanovime metodou nejmensich ctverca.

M¢jme tedy momentovou charakteristiku strojniho zatizeni (pracovniho stroje nebo hnaciho
motoru) jejiz prubeh v okoli rovnovazného stavu mame popsan tabulkou ziskanou na zdkladé
experimentalnich, resp. provoznich méfeni (viz. obr.67a), kterd miize vypadat napt. takto

o a_, O_,.0 | w, | ... ,_, w,
M(a)) M—a M—a+1 ...... M() ...... Mb_1 Mb

Zavedeme-li si nasledujici substituci (viz. obr.67b)
AM, =M (0)-M (@), V¥, =0 -, (5.21)

pak tabulka namétenych hodnot o pribéhu momentové charakteristiky v okoli rovnovazného
stavu bude vypadat takto

W l/./—a l/)—a+1 ------ W{) ------ l/./b—l y'/b

AM AM_, AM_,., | ... AM, AM, , AM,

Definujme soucet ¢tvercti odchylek funk¢nich hodnot od experimentalnich dat vyrazem

5= [M(0)-F)] =

j=-a

b
= [ast,-p g, - B~ B0 T

j=-a

(5.22)

Koeficienty g,, B,...., B, pak ur¢ime z podminky nejmensiho souctu ¢tvercii odchylek. Aby
byl soucet ¢tvercti odchylek co nejmensi, tj. aby funkce S nabyvala minimalni hodnoty, musi

byt jednotliveé parcidlni derivace funkce S podle koeficientd g, 3,,..., B, rovny nule, tj.

0S oS oS aS _

op, op, of, 4B,

Provedeme-li pfisluSné parcialni derivace funkce S podle koeficientt f,, 5,,..., B, , pak po

0. (5.23)

dosazeni do (5.23) obdrzime nasledujici soustavu linearnich algebraickych rovnic
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ﬂ] Zb: l/./j2+ﬁz Zb: l/}.1'3+"'+18171 Zb: l/./jmﬂ =Zb: AM(/ l//z ?

j=—a j=—a j=a i—a
ﬂzzl//J +182sz -+ﬂmi§//j ZAM l//]a
(5.24)

j=-a j=-a j=-a j=-a

jehoZ feSenim obdrzime vztahy pro neznamé koeficienty f,, 5,,..., B, -

Vypocet koeficientl f5,, B,,..., B, se zjednodusi, plati-li a =b a je-li splnéna podminka

Z = k=12,....m, (5.25)

j=—a
ktera vyjadiuje skuteCnost, ze vzdalenost mezi dv€éma po sob¢ jdoucimi hodnotami méfeni o,

a w;, je konstantni, tzn. ze plati @,,, —w, =konst. pro j=-a,-a+1,...,a—1.

j+1

Vratme se vSak zpét k problematice sestaveni pohybovych rovnic modelové soustavy pohonu.
Dosazenim vztahti (5.3) a (5.11) do (5.10), zavedenim substituce @ =y a s uvazenim Ze v rovno-

vazném stavu @, plati M ,(w,)=M, (w,)=M,,(®,), obdrzime nasledujici systém rovnic

fy@+) Bl (@) @" ~i, =B (1)+ P, (1),
o (5.26)
TMAZM _Z ﬂkM(a)O) QN)k"'MM =P, (1),
k=1

ktery je vypoctovym modelem pohonu s tuhymi ¢leny, a kde poruchova funkce momentu setrvac-
nosti P (t), resp. zat€Zovacitho momentu P,(t), resp. hnaciho momentu P, (¢) je dana vyrazem

2 _m
P[(t)ZTOZ JA[ sin jo,t—jB* cos jw,t, (5.27)
j=1
resp. vyrazem
P _ = VA . VA .
Z(t)__z AA,' (w,) COS]a)()t_Bj (w,) sinjo,t, (5.28)
j=1
resp. vyrazem
_ o M . M ..
PM(t)—Z A" (@,) cos jo,t—B;" (@,) sinjw,t . (5.29)
j=1
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5.1.2. Kritérium pouzitelnosti modelové soustavy pohonu

Modelovou soustavu pohonu s tuhymi ¢leny, vhodnou pro etapu projekce pohonové soustavy,
lze v8ak pouzit i jinych praktickych piipadech. Pro stanoveni podminek praktické pouzitelnosti
modelové soustavy pohonu s tuhymi ¢leny, jakozto vypoctového modelu redlnych pohonovych
soustav, vyjdeme z kvalitativniho rozboru chovani dynamického systému o jednom stupni volnosti
pod ucinkem harmonicky proménného signalu, ktery je popsan obycejnou linedrni diferencidlni
rovnici 2.fadu ve tvaru

j+26¢+Q;q=Qcoswt, (5.30)
kde veli¢iny vystupujici v této rovnici maji nasledujici vyznam:
q ... vystupni signal,
o ... soucinitel doznivani,
Qp ... vlastni uhlova frekvence netlumeného kmitani,
o ... amplituda vstupniho harmonicky proménného signalu,
@ ... uhlova frekvence vstupniho harmonicky proménného signalu.

Z teorie linearnich diferencidlnich rovnic je znamo, Ze obecné feSeni rovnice (5.30) se sklada
z feSeni homogenni rovnice (s nulovou pravou stranou) a z feSeni partikularniho:

4=qy +9qp. (5.31)
Omezime-li se na v praxi nejcastéji vyskytujici se ptipad podkritického tlumeni, kdy plati 0 <Q,,
1ze obecné feSeni (5.31) diferencidlni rovnice (5.30) psat ve tvaru

"sin(Qt+@,)+Asin(ot—¢), (5.32)

5

g=Ce"
kde C, ¢, jsou integra¢ni konstanty, které se uréi z po¢atecnich podminek, a kde Q° =Q,; -5 je

vlastni thlova frekvence tlumeného kmitani. Amplitudu A4 a fazovy uhel ¢ ustidleného vynuceného

kmitani uréime ze vztahu:

A 1
= > 5.33
As (=0 +(2bn)’ 33
2b.1n
p=arcig 7, (5.33b)

kde soucinitel kritického Gtlumu b, a ¢initel naladéni 7 jsou definovany nasledujicimi vyrazy

h=L g2 (5.34)
’ QO QO .
Ze vztahu (5.32) vyplyva, ze pro 6 >0 se prvni vyraz na pravé stran¢ s rostoucim ¢asem zmensuje
k nule, tzn. ze po urcité dostate¢né dlouhé dob¢ je obecné feseni (5.32) diferencidlni rovnice (5.30)
prakticky uréenou pouze partikuldrnim integralem. Zndzornime-li si nyni graficky rovnici (5.33a),
obdrzime kiivku zndzornénou na obr.68 (tu¢nd pferusovand ¢éra je pro systém s tlumenim, tucna

plné ¢ara potom pro systém bez tlumeni) ktera se nazyva amplitudova frekvencni charakteristika.
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A I+¢
4 ®
3 e
2 ®
Ad
v
~ &
-
] —
A
. L ' . >

0 0,5 JI1-2b7 15 2,0 25 n

Obr.68. Pribeh amplitudovych frekvencnich kiivek definovanych rovnici (5.33a).

Z pribéhu amplitudovych kiivek je ziejmé, ze v blizkém okoli nulové hodnoty Cinitele naladéni 7
se chovani dynamického systému s pruznymi a tlumicimi vazbami prakticky nelisi od chovani
systému bez pruznych a tlumicich vazeb.

Zabyvejme se proto nyni otdzkou sestaveni urcitého kvantitativniho kriteridlniho vztahu, ktery
by nam slouzil k posouzeni praktické pouzitelnosti dynamického systému bez pruznych a tlumicich
vazeb jako modelu realného dynamického systému. Za tim tcelem si upravme vyraz (5.33a) pro
amplitudovou frekven¢ni charakteristiku do tvaru

A  Ag+AA 1

=]+e= , 5.35
Ay Ay \/(1—772)2+(2b,77)2 (5-35)

kde velicina ¢ vyjadiuje procentudlni odchylku amplitudy A ustalenych vynucenych kmiti vzhle-
dem ke statické vychylce A, . UvaZime-li navic, Ze pfitomnost tlumeni v systému ma za nésledek
snizeni amplitudy A ustalenych vynucenych kmitl,, pak nejméné ptiznivé okolnosti, vzhledem
k velikosti procentudlni odchylky ¢ pti dané frekvenci buzeni @ pro systém bez tlumeni a s tlume-
nim, nastavaji u systému bez tlumeni (tj. pro b, =0), jak je také patrné z obr.68. Z toho tedy plyne,

7e misto rovnice (5.35) budeme analyzovat rovnici
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Ay +A4 _ i

I+e=————. 36
A, [(1-n") (5.36)

Upravou rovnice (5.36) obdrzime bikvadratickou rovnici pro ¢initel naladéni 77 ve tvaru

n"-2n"+1-| — | =0,
I+¢

jejimz feSenim obdrzime pro Cinitel naladéni 7 nasledujici vyraz (zajima nas pouze feseni, které se
nachdzi v blizkém okoli nuly)

n= € (5.37)
I+¢

ktery zavisi pouze na velikosti procentudlni odchylky ¢ . Dosadime-li nyni do této rovnice za €ini-
tel naladéni 7 vyraz (5.34), pak po elementarni Upravé obdrZime vztah mezi frekvenci buzeni @,

velikosti procentudlni odchylky & a vlastni thlovou frekvenci netlumeného kmitani Q, ve tvaru

N T o Wy A (5.38)
Q, I+¢ I+¢

odtud pak obdrzime podminku praktické pouZzitelnosti modelu dynamického systému bez pruznych
a tlumicich vazeb, pro danou velikost procentudlni odchylky ¢, v nasledujicim tvaru

N T Ly (5.39)
Q, I+¢ I+¢

Vezmeme-li, ve strojirenské praxi bézny pozadavek, maximalné 5-ti procentni chybu (tj. £ =0,05),
pak po dosazeni do (5.39) dostaneme pro velikost budici frekvence podminku

Q Q

0<—==0,22Q,~—",

\/ﬁ 0775 (5.40)

ktera nam vlastné predstavuje hledané kritérium praktické pouZitelnosti modelu dynamického
systému bez pruznych a tlumicich vazeb.

Zcela analogicky lze ukéazat, Ze pro dynamicky systém o n-stupnich volnosti s vlastnimi thlo-
vymi frekvencemi netlumeného kmitani Q, <Q, <...<Q , na ktery piisobi m harmonicky pro-

meénnych signalt s budicimi frekvencemi o, < w, <...<®, , plati kritérium (5.11) ve tvaru

Q
w, <0,22Q, zTI : (5.41)

Na zaklad¢ vySe uvedeného rozboru lze vyslovit néasledujici tvrzeni o praktické pouzitelnosti
modelové soustavy pohonu s tuhymi ¢leny : Modelovou soustavu pohonu s tuhymi ¢leny Ilze prak-
ticky pouZit nejen pro modelovani redlné pohonové soustavy v etapé jejiho ndavrhu, ale ve vSech
PFipadech, kdy nejvyssi frekvence budicich ucinkii, které jsme se rozhodli jesté respektovat, je
vice jak pétkrdat menSi neZ nejnizsi (zdkladni) vlastni uhlova frekvence netlumeného kmitani
pohonové soustavy.
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5.2. Stabilita a bifurkace rovnovaznych stavu

Jelikoz obecné plati, Ze podminky stability rovnovazného stavu vlivem poruch pocatecnich
podminek byvaji totozné s podminkami stability rovnovazného stavu vlivem poruchovych funkci,
omezime se v dal$im na zkoumdani podminek stability rovnovazného stavu vlivem poruch poca-
tecnich podminek, tj. budeme vySettovat stabilitu rovnovézného stavu soustavy

ired5+2 ﬂkz(a’()) CT)k_MM =0,
k=1

n (5.42)
TMMM _Z :BkM(a)o) a" +MM =0,
k=1
pii odchylkéach pocate¢nich podminek od nuly, tj.
o(0)=0,#0,
(5.43)

M, (0)=M,#0.

K vySettovani stability rovnovazného stavu lze v zasad¢ pouzit dvou rozdilnych ptistupt. Prvni
pristup, nazyvany také piima Ljapunovova metoda, spoCivd v nalezeni tzv. Ljapunovovy funkce
systému, ktera je pozitivn¢ definitni a zarovei jeji Casova derivace je negativné definitni. Podati-1i
se nam takovou funkci pro soustavu (5.42) sestrojit, potom rovnovazny stav dané soustavy je
asymptoticky stabilni, pfi¢emz je tfeba zduraznit skutecnost, Ze nepodafi-li se ndm Ljapunovovu
funkci systému sestrojit, pak to nutné neznamend, zZe rovnovazny stav soustavy (5.42) je nestabilni,
ale mizeme pouze konstatovat, ze pokus o sestrojeni Ljapunovovy funkce systému se nezdafil.
Hlavni vyhoda pfimé Ljapunovovy metody urovani stability rovnovazného stavu lezi v jeji obec-
nosti, protoze omezeni na funkce vystupujici v pohybovych rovnicich jsou velmi slaba (existence a
jednoznacnost feSeni pohybovych rovnic). Nevyhodou této metody pak je, Ze neexistuje obecny
skute¢nost, Ze podminky stability podle pfimé Ljapunovovy metody, jsou pouze postacujicimi pod-
minkami stability, nikoli nutnymi a postacujicimi. To mé pfi praktické aplikaci za nasledek to, ze 1
kdyz se nam podafi sestrojit Ljapunovovu funkci systému a na zakladé¢ této funkce stanovit mezni
parametry zarucujici stabilitu rovnovazného stavu, pak to neznamena, ze pro parametry prekracujici
tyto meze bude rovnovazny stav nestabilni. Z tohoto divodu bude k posouzeni stability rovnovaz-
ného stavu soustavy (5.42) pouzito druhého piistupu, nazyvaného prvni Ljapunovova metoda, resp.
metoda charakteristickych exponentli. Tento pfistup, velmi Casto pouzivany v technické praxi, je
pouzitelny prakticky pro vSechny soustavy s analytickymi nelinearitami vyhovujici podmince

lim W =0, (5.44)

lIx||—>0

kde g(t,x) je redlna vektorova funkce, tj. vektor nelinearnich funkci soustavy. Princip prvni

Ljapunovovy metody, spoc¢iva v linearizaci nelinearnich diferencidlnich pohybovych rovnic v okoli
rovnovazného stavu. Pro linearizovany systém pohybovych rovnic pak sestavime charakteristickou
rovnici a podle povahy kofent charakteristické rovnice pak usuzujeme na stabilitu rovnovazného
stavu soustavy, pfi¢emz plati nasledujici tvrzeni: Rovnovazny stav soustavy (5.42) je asymptoticky
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Ljapunovsky stabilni, resp. Ljapunovsky nestabilni tehdy a jen tehdy maji-li vSechny kofeny
charakteristické rovnice zadporné, resp. kladné realné ¢asti. V ptipad€ kofent s nulovou redlnou ¢asti
nelze o stabilit¢ rovnovazného stavu na zakladé prvni Ljapunovovy metody rozhodnout. V tomto
ptipadé lze o stabilit¢ rovnovazného stavu rozhodnout na zékladé bifurkacni teorie. Hlavni vyhodou
prvni Ljapunovovy metody zalezi v tom, Ze jeji pouziti pro posouzeni stability rovnovazného stavu
je pomérné velmi jednoduché, protoze pro posouzeni povahy kotfent charakteristické rovnice byla
vypracovana celd fada efektivnich algebraickych kritérii (Hurwitzovo kritérium nebo Routhovo-
Shurovo kritérium stability) nebo frekvencnich kritérii (Nyquistovo kritérium nebo Michajlovovo
kritérium stability) bez nutnosti feSeni dané charakteristické rovnice. Nevyhodou vyse uvedeného
postupu pak je, ze ho Ize pouzit pouze pro spojité a hladké nelinearni funkce vyhovujici podmince
(5.44), pticemz ziskané vysledky maji lokdlni charakter, tzn. Ze plati v dostatecné blizkém okoli
rovnovazného stavu.

Podle prvni Ljapunovovy metody, nazyvané také metoda charakteristickych exponentd, je tedy
rovnovazny stav soustavy (5.42) asymptoticky Ljapunovsky stabilni tehdy, jestlize vlastni ¢isla cha-
rakteristické rovnice linearizovaného systému pohybovych rovnic maji zaporné redlné casti. Zaby-
vejme se proto nyni problematikou sestaveni podminek stability rovnovazného stavu podle prvni
Ljapunovovy metody pro modelovou soustavu pohonu s tuhymi ¢leny, jejiz pohyb je popsan sou-
stavou diferencialnich rovnic (5.42). Za tim ucelem si zavedeme nové promeénné

~

v, =0, y,=M,,, (5.45)

pomoci kterych si prevedeme soustavu pohybovych rovnic (5.42), ve kterych se omezime na ¢leny
prvniho az tietiho fadu (tj. polozime n = 3)", do nasledujiciho tvaru

y=B-y+f(y), (5.46)
kde jednotlivé matice jsou dany vztahy
B B B
y 1 [ red [ red [ red ! [ red 1
N e I T R R I L A
V> i _ 4 2 y12+ 3 y13
TM z-M z-M z-M

Nejdiive vysetiime linearizaci soustavy (5.46) v okoli pocatku (rovnovazného stavu). Matice linea-

rowr

rizace B ma4 vlastni ¢isla

. B 2
1 :_Ired+7MﬂJZ_ |:Ired+z-Mﬂ]Zj| _ﬂ]z_ﬂIM

1
2 7’-M I red 2 z-M I red z-M ] red

b

(5.47)

7 z 7 z? z M
1 __Ired"'TMIBI n |:Ired+TMﬂ1 } _181 -5
2_ ) A A

2 z-M Ired 2 z-M Ired 2-M Ired

se zapornou redlnou ¢asti tehdy a jen tehdy, jsou-li splnény nasledujici podminky

* vt e . Vv , v [, , .. . . ,

) Na tomto misté je vyuZito prakticky ovéfené skuteénosti, e momentové charakteristiky pracovniho stroje a hnaciho
motoru, 1ze v okoli rovnovazného stavu @, v pomérné Sirokém intervalu hodnot thlové rychlosti aproximovat velmi
presné polynomem tietiho stupné.
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Bl (@) A

M _ pnZ
OBLAST NESTABILITY B ()= B (w,)
ROVNOVAZNEHO I
STAVU .

7 e -~ OBLAST STABILITY
- : -~ ROVNOVAZNEHO

I;

Obr.69. Oblast asymptotické Ljapunovské stability rovnovazného stavu podle prvni metody Ljapunova.

. B .

Lo ¥ % Pr B >0 = B/ 7] , (5.48a)
2 TM Ired 2-M
Z _ oM

Pi=h Ly o p7spM, (5.48b)
z-M ]red

které lze pomérné jednoduse znazornit graficky, jak je patrné z obr.69.

Z matematického vyjadieni podminek stability rovnovazného stavu (5.48) je zfejma vzajemna
provéazanost mezi zdkladnimi vlastnostmi jednotlivych strukturnich jednotek pohonové soustavy a
vlastnosti pohonové soustavy jako celku, pficemz :

L podminka stability (5.48a) omezuje hodnotu strmosti momentové charakteristiky pracovniho

stroje B (w,) v zavislosti na centrované slozky redukovaného momentu setrvacénosti 7, ,,

ktera vyjadiuje odpor pohonové soustavy jako celku proti zméné jejiho pohybového stavu, a
na ¢asové konstanté motoru 7, , kterd reprezentuje dynamické vlastnosti motoru,

° podminka stability (5.48b) omezuje hodnotu strmosti statické momentové charakteristiky hna-

ctho motoru B," (w,) v zéavislosti na hodnoté strmosti momentové charakteristiky pracov-

niho stroje B/ (®,).
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ﬁ/M((o()) &
/
s
Py ¢
/
//
APERIODICKY PRECHODOVY DEJ 7
(REALNA VLASTNI CISLA) 7/
//
/
/
/
/
7/
. , . . .
red // I;ed 2[red 31}@(1
Tu 0 et Tu Tu Tu
RN NN s B (@,)

PERIODICKY PRECHODOVY DEJ
(KOMPLEXN{ VLASTNI CISLA)

Obr.70. Oblasti aperiodického a periodického prechodového déje

Grafického znazornéni v systému soutadnic B, a ", kterého jsme pouzili ke zndzornéni
podminek stability rovnovazného stavu (5.48), Ize také vyuzit k vyznaceni oblasti riznych typt
vlastnich ¢isel matice linearizace B (viz. obr.70), na jejichz zékladé lze usuzovat na kvalitativni
charakter pfechodového déje. Tyto oblasti jsou vzajemné od sebe oddéleny kiivkou C (na obr.70
vyznacenou tu¢nou ¢arou) o rovnici

_(jred ~7y B (@)’
4TM]red ’

C: ﬂ1M(a)0):

(5.49)

ktera je v soufadnicich B, B, rovnici paraboly. Je zndmou skute¢nosti, Ze redlnym vlastnim
¢islim odpovida aperiodicky ptfechodovy dé&j, kdezto komplexné sdruZzenym vlastnim ¢islim
odpovidé periodicky ptechodovy déj. Jelikoz je periodicky ptechodovy déj z provoznich divoda
vétsinou nezadouci, je v téchto piipadech nutné, aby vlastni ¢isla matice linearizace B byly realné
zaporné. Toho Ize dosdhnout tak, pfi dané hodnoté strmosti momentové charakteristiky pracovniho

stroje 3 (w,), Ze vybereme motor jehoz hodnota strmosti momentové charakteristiky 3," (®,)

bude lezet v intervalu
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(U -ty B ()’
4 7’-M Ired

<B" ()< B (®,), (5.50)

tj. mezi body P; a P, na ptimce & (viz. obr.70).

5.2.1. Moznosti vzniku bifurkaci rovnovazného stavu pohonu

Vysetfeme nyni podminky stability rovnovazného stavu nelinearni pohonové soustavy na hra-
nicich oblasti stability, zobrazenych na obr.69 kiivkami 77 a /5, kdy n€které z vlastnich ¢isel matice
linearizace B ma nulovou redlnou ¢ast, tj. budeme vySetfovat zda na hranicich oblasti stability
dochazi k bifurkaci rovnovazného stavu, ktera ma za nasledek kvalitativni zménu v chovani dané
nelinearni pohonové soustavy. Jak je patrné z obr.69, ktery znazornuje oblasti stabilniho a nesta-
bilnitho chovéani nelinearni pohonové soustavy v blizkém okoli rovnovazného stavu, ptichazeji
v tvahu nasledujici tf1 moznosti :

»  Hranice oblasti stability /7 : tato moznost nastava ve vSech piipadech kdy plati (viz. napt. bod
A; na obr.69)

A

ﬂf<w0>>—1;—ed, B (,)= B (o). (5.51)

M
coz po dosazeni do vztahli (5.47) pro vlastni ¢isla znaci, ze vlastni ¢islo A4, je zdporné realné,

kdeZzto vlastni Cislo 4, je nulové.

»  Hranice oblasti stability /7 : tato moznost nastava ve vsech ptipadech kdy plati (viz. napt. bod
A > na obr.69)

A A

ﬁJM(wo)<—I’—e”’, ﬂf(wo)=—1"—ed, (5.52)

™™ Tm
coz po dosazeni do vztahl (5.47) pro vlastni ¢isla znaci, Ze komplexné sdruzend vlastni ¢isla
maji nulovou redlnou ¢ast, tzn. Ze plati Re A, =Re 4, =0.

»  Prisecik hranic 77 a 7 oblasti stability : tato moznost nastava ve vSech piipadech, kdy jsou
splnény nasledujici podminky (viz. bod 4 ; na obr.69)

Bl (@) =12 pY ()= (o)), (5.5%)

™™
coz po dosazeni do vztaht (5.47) pro vlastni ¢isla znaci, Ze ob¢ vlastni Cisla jsou nulové, tzn.
zeplati 4, =4,=0.
Jelikoz soucasné splnéni podminek (5.53) je v praktickych aplikacich velmi nepravdépodobné,

omezime se dale pouze na podrobny rozbor podminek stability rovnovazného stavu na hranicich
oblasti stability /7 a I, kdy parametry soustavy vyhovuji podminkadm (5.52) a (5.53).
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5.2.1.1. Realna bifurkace rovnovazného stavu pohonu

Jak jiz bylo feCeno, na hranici oblasti stability /7, kde plati podminky (5.51), ma jedno vlastni
¢islo nulovou redlnou ¢ast a mize tedy dochazet k realné bifurkaci rovnovazného stavu, ktera se
projevuje kvalitativni zménou v chovani dané nelinearni pohonové soustavy. Otdzkou vzniku a typu
bifurkace rovnovazného stavu pro tento ptipad se budeme zabyvat v tomto odstaveci.

Dosazenim podminek (5.51) do vztahli pro vypocet vlastnich ¢isel (5.47) dostaneme pro jednot-
liva vlastni ¢isla matice linearizace B nasledujici vztahy

I +1, B (w,)
d M 1 0
A, =——" 4 , A,=0. (5.54)
TM ]red
Vlastni vektory v,, i=1,2, pfislusejici vlastnim ¢islim A4,, i=1, 2, jez stanovime feSenim rovnic

(B-4,E)v,=0,i=12,jsou

v—[TM} v—[ ! } 5.55
1_ _jred ’ 2 ﬁ]z(a)()) . ( )

Nyni si pfevedeme pomoci transformacni matice
Ty 1
Pl )
a nasledujici substituce
y=P-x = x=P.y,
soustavu diferencialnich rovnic (5.46) do tvaru,
Xx=A-x+g(x), (5.56)

kde matice A=P"'-B-P ma realny Jordaniiv kanonicky tvar (tomuto procesu transformace sou-
stavy diferencidlnich rovnic na normalni tvar se v matematické literatufe fika normalizace)

A0 —a 0 I z
= .= , kde a= "ed”MAﬂf (w"), (5.57)
0 A 0 0 z-M ]red

a kde vektorova funkce g (x) ma tvar

_ 2 3
g(x)=P" £ (P-x)= 52(TM)C1+X2)2 53(TMx1+x2)3 ’ (5.58)
=7, (T X, +x,)" =75 (7) X, +x,)

pric¢emz plati

5, _Tu /81 (a)o)ﬂz (w0)+1redﬂ2 (@) :ﬂfz(a)o)_ﬂzM(a)o)
Tm ]red (]red+TM B (0,)) ];ed+TM ﬂJM(wo) (5.59)
5B @) B0 L B 0) @)= B (w)

7’-ered(Ired-’_z.Mﬂ]Z(a)O)) Ired+TMﬂ]Z(a)0)
Jak je patrné z tvaru matice A, soustava diferencidlnich rovnic (5.46) se po transformaci y =P-x

rozpadé na soustavu dvou rovnic, které jsou pfi linearizaci vzajemné nezavislé, tj.

Strana ¢. 124



Uvod do vypo¢tového modelovani pohonovych soustav

X_ =A-x_+g (x),

5.60
XOZAO'XO"'gO(X), ( )

pric¢emz plati

x_=x,, g(x)=-0, (TMx]+x2)2_53 (TMx1+x2)3’

0 5 5 (5.61)
Xo=X,, g (xX)==p,(7,x,+x,)" —y; (7, x,+x,)".

Z kvalitativni teorie diferencialnich rovnic vSak vyplyva, ze soustava rovnic (5.60) je lokalné
topologicky orbitalné ekvivalentni v po¢atku se soustavou
X =—X_,

) 5.62
K, =A%x, +2"(h(X,),X,). ©.62)

Z véty o invariantnich varietdch a z véty o redukci na centrdlni varietu déale plyne (podrobné
definice invariatnich variet viz. [79]) : Je-li rovnovazny stav druhé rovnice v soustave (5.62) Ljapu-
novsky stabilni, potom rovnovazny stav soustavy (5.60) je také Ljapunovsky stabilni. K efektiv-
nimu rozhodnuti o stabilité rovnovazného stavu potiebujeme znat zobrazeni x =h(x,), které ndm

urcuje centralni varietu, coz byva velmi obtizné.

Pro praktické aplikace nam vSak staci znat pouze dostatecné pfesnou aproximaci zobrazeni, kterou
nalezneme pomoci nasledujiciho operatoru

(Mu) (x)=w'(x,) [A"x, +8"(u(x),x,) |- AT u(x)-g (u(x,), %)), (5.63)
ktery ma po dosazeni za jednotlivé veli¢iny tvar

(Mu)(x,)=-u"(x,)[7, (TM”(x2)+x2)2+73 (TMu(x2)+x2)3]+au(x2)+

5 5 (5.64)
+0, (T u(x,)+x,)" +0; (7 u(x,)+x,)",
Za funkci u (x,) zvolme
2
u(n)=-22 Ly (x)=-20% (5.65)
a
tim ve vyrazu (5.64) odstranime nejniz$i mocninu (tj. &, x; ) a dostidvame
2 3
(Mu)(xz)z—M-{ Z—M-xz ]xj +35, [ ]—M-xz } X5+
a a a
5 5 , 5 (5.66)
2
+ 2'|:]_TM 2-)62} .{724_7/3.[]_TM_2.xzj|j|:O(x23)’
a a a
takZe pro zobrazeni 4 ( x,) obdrzime vyraz
S, x22 3
h(x2)=u(x2)+(Mu)(x2)=—7+0(x2)- (5.67)
Dosazenim vyrazu (5.67) do druhé rovnice soustavy (5.60) dostadvame
X, ==y,%5 (1+0(x,)). (5.68)
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Stabilita nulového rovnovazného stavu soustavy (5.60) je tedy podle véty o invariantnich varietach
ur¢ena stabilitou nulového rovnovazného stavu rovnice (5.68). Pro y, #0 je ¢len O(x,) v okoli

pocatku mensi neZ jedna a proto nema na stabilitu rovnovazného stavu vliv, takze ho mizeme vyne-
chat, tzn. Ze budeme vySetfovat stabilitu nulového rovnovazného stavu rovnice

. 2

X,==y,x;, y,#0. (5.69)
Jestlize y, <0, potom pro x, <0 plati x, >0 a pro x, >0 plati x, >0. Fazovy portrét rovnice
(5.45) v okoli pocatku pro y, <0 je znazornén na obr.71a. Z tohoto obrazku je ztetelné vidét, Ze
pro x, <0 je rovnovazny stav stabilni, kdezto pro x, >0 nestabilni. Jestlize y, >0 , potom pro
x, <0 plati x, <0 a pro x,>0 plati x, <0. Fazovy portrét rovnice (5.69) v okoli pocatku pro
¥, >0 je znazornén na obr.71b. Z tohoto obrazku je ihned zfejmé, Ze pro x, <0 je rovnovazny stav

nestabilni, kdeZto pro x, >0 stabilni.

x,<0 0 x, >0 x,<0 0 x, >0
- . - — ¢
a) b)

Obr.71. Fazovy portrét rovnice (5.69) v okoli pocatku pro y» <0 a), 3 >0 b).

Nakreslime-li si nyni, na zédkladé vyse uvedeného rozboru rovnice (5.69), pribéh trajektorii veliiny
x, v blizkém okoli po€atku (rovnovazného stavu) v zavislosti na hodnoté parametru y,, obdrzime

situaci znazornénou na obr.72.

X A

Obr.72. Pribéh feSeni rovnice (5.69) v zavislosti na hodnoté parametru ;.
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Aby rovnovazny stav nelinearni pohonové soustavy byl na hranici oblasti stability /7 (viz. obr.69)
stabilni, je nutné aby pro x, <0 bylo y, <0 apro x, >0 bylo y, >0 (viz. obr.72), coz po dosa-

zeni za jednotlivé veli¢iny dava podminky

A

yy<—=L.y, resp. M,<-—L.3, pro B (w,)<p(w,)), (5.70a)
Ty Tm
ired v, Ared ~ z M
V,>— y,, resp. M, >—T—~a)0 pro By (@) > B, (@,), (5.70b)
M M

z nichZ je zfejma zavislost stability rovnovdzného stavu na pocateénich podminkach, coz je zndma
skute¢nost z kvalitativni teorie diferencidlnich rovnic.

X2 X2 X2
X; XJ X1
a) b) ©)
X2 X2 X2
X; XJ X1
d) e) f

Obr.73. Fazovy portrét soustavy (4.56) v okoli pocatku (rovnovazného stavu).

Nakreslime-li si prub¢hy fazovych trajektorii kanonickych soufadnic x, a x, v blizkém okoli
pocatku (rovnovazného stavu) pro pevné zvolenou hodnotu B,”( @,), vyhovujici podmince (5.48a),
a pro rtizné hodnoty parametru S3,” (®,), obdrzime vysledek zndzornény na obr.73, ktery si nyni

podrobné analyzujme :
»  Obr.73a znazornuje prubéh fazovych trajektorii v okoli rovnovazného stavu pro hodnoty
parametru B, (w,) vyhovujici nerovnosti B3," (®,) < P,, kde soufadnici bodu P, uréime

z rovnice (5.49). V tomto ptipad¢ je rovnovazny stav stabilnim ohniskem.
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»  Obr.73b znazoriuje prubéh fazovych trajektorii v okoli rovnovazného stavu pro hodnotu
parametru 3" (@,) vyhovujici rovnici B,"(w,)=P,, kde soufadnici bodu P, ur¢ime
z rovnice (5.49). V tomto ptipadé€ je rovnovazny stav stabilnim uzlem.

»  Obr.73c znazornuje prubéh fazovych trajektorii v okoli rovnovazného stavu pro hodnoty
parametru 3" (®,) vyhovujici nerovnici P, < 8" (w,) < P, = B/ (®,) , kde soutadnici bodu
P, ur¢ime z rovnice (5.49). V tomto piipad¢ je rovnovazny stav op¢ct stabilnim uzlem.

»  Obr.73d znézoriiuje pribéh fazovych trajektorii v okoli rovnovazného stavu pro hodnotu
parametru " (w,) na hranici oblasti stability 77 (j. pro B, (w,)= B (w,)) a pro piipad
kdy y, =B/ (®,)- B (w,)>0.V tomto piipadé je rovnovazny stav pro x, < nestabilnim
sedlem a pro x, >0 stabilnim uzlem.

»  Obr.73¢ znazornuje prubéh fazovych trajektorii v okoli rovnovazného stavu pro hodnotu
parametru 3, (w,) na hranici oblasti stability 77 (j. pro B, (w,)= B (w,)) a pro piipad
kdy 7, =87 (w,)- B (w,)<0.V tomto piipadé je rovnovazny stav pro x, <0 stabilnim
uzlem a pro x, >0 nestabilnim sedlem.

»  Obr.73f znazoriuje prubeh fazovych trajektorii v okoli rovnovazného stavu pro hodnoty
parametru 3, (®w,) vyhovujici nerovnici 3" (w,)> P, =B/ (w,). V tomto piipadé je tedy
rovnovazny stav nestabilnim sedlem.

Na zaklad¢ vyse uvedeného rozboru lze konstatovat, Ze na hranici oblasti stability 77 (viz. obr.69),

kde plati 8" (w,)=B/(®,), dochazi k redlné bifurkaci rovnovazného stavu, tzn. Ze neexistuje

takové blizké uzaviené okoli rovnovazného stavu ve kterém by nedochézelo, pro libovolné zvole-
nou hodnotu parametru y, = konst.# 0, ke kvalitativni zméné€ fdzového portrétu, jenz se projevuje
kvalitativni zmé&nou v chovani dané nelinedrni pohonové soustavy. Vzhledem k tomu, Ze pii malé
zméné€ kanonické soufadnice x, se méni charakter rovnovazného stavu (viz. obr.73d a obr.73e) ze
stabilniho uzlu na nestabilni sedlo nebo naopak (cozZ zavisi na tom, zda je nebo neni splnéna nerov-

nost B/ (w,)< B, (w,)) , byvé tento typ bifurkace v odborné matematické literature oznatovan

jako realna bifurkace typu sedlo — uzel.

Jestlize plati y, =0 (4. pro B/ (w,)—- B, (w,)=0), nelze pomoci rovnice (5.69) o stabilité
rovnovazného stavu rozhodnout. V tomto pfipadé musime hledat ptesnéjsi aproximaci zobrazeni
h(x,) nezje (5.67). Za tim ucelem hledejme funkci u (x,) ve tvaru

2
0% 4 (x) - w(xy)=-20%

u(x,)=- +v'(x,), (5.71)

ktery dosadime do vztahu (5.64). Po provedeni elemtarnich algebraickych uprav dostaneme pro
operator (M u )( x,) nasledujici vyraz
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2 3 2
(Mu)(xz):_%.[vf_MH,M.(V_ﬁjﬂz} m,(y_mz }
(04 (04 o

5 s (5.72)
5, x; 5, x;
+0,| 7| V- +Xx,| 40, )| V- +x,] .
a a
Za funkci v (x,) zvolme
2 ; 2 ;
v(xz)z—{é—sz]x; — v'(x2)=—3-{§—L2§2]x22 (5.73)
a a a a
, , , . euns ) ) 2z, 522 3 .,
tim ve vyrazu (5.72) odstranime nejniz8i mocninu (tj. | J; — -x; ) a dostavame
5, 21,6} 5, ]
(Muxxz):az-{w[j—%]%—ﬂ 2] H =0 (), (5.74)
takZe pro zobrazeni % ( x,) obdrzime vyraz
5, x5 S, 2r,6;
h(x;)=u (x2)+(Mu)(x2)=—27xZ{ j—%]xﬁ +0(x)). (5.75)
Dosazenim vyrazu (5.75) do druhé rovnice soustavy (5.60) dostavame
X, ==y,x; (1+0(x,)). (5.76)

Stabilita nulového rovnovazného stavu soustavy (5.60) je tedy, pro ptipad kdy plati y, =0, podle
vety o invariantnich varietach urcena stabilitou nulového rovnovazného stavu rovnice (5.76). Pro
v;#0 je €len O(x,) vokoli pocatku mensi nez jedna a proto nemd na stabilitu rovnovazného

stavu vliv, takze ho mizeme vynechat, tzn. ze vySetfujeme stabilitu rovnovazného stavu rovnice
X,=-y,x;,  y,;#0. (5.77)
Jestlize y; <0, potom pro x, <0 je x, <0 apro x, >0 plati x, >0. Fazovy portrét rovnice (5.77)
v okoli pocatku pro y, <0 je zndzornén na obr.74a. Z tohoto obrazku je ihned vidét, Ze pro y; <0
je rovnovazny stav nestabilni. Jestlize y, >0 , potom pro x, <0 je x, >0 apro x,>0 je x,<0.
Fazovy portrét rovnice (5.77) v okoli poc¢atku pro y; >0 je znazornén na obr.74b. Z tohoto obrazku

je ithned zfejmé, Ze pro y; >0 je rovnovazny stav stabilni.

x, <0 0 x, >0 x,<0 0 x,>0
S . — - —
a) b)

Obr.74. Fazovy portrét rovnice (5.77) v okoli pocatku pro ;<0 a), >0 b).
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X A

Obr.75. Pribéh feseni rovnice (5.77) v zavislosti na hodnoté parametru ; .

Nakreslime-li si nyni, na zédkladé vyse uvedeného rozboru rovnice (5.77), pribéh trajektorii veliiny
x, v blizkém okoli po€atku (rovnovazného stavu) v zavislosti na hodnoté parametru y,, obdrzime

situaci zndzornénou na obr.75.
Aby rovnovazny stav nelinearni pohonové soustavy byl na hranici oblasti stability /7 (viz. obr.41)
stabilni, je nutné aby parametr y, (pro ptipad kdy plati y,=0, tj. pro B/ (w,)— B, (w,)=0)
spliioval nerovnici y, >0 (viz. obr.47), coz po dosazeni za jednotlivé veli¢iny davd podminku

_ /B3Z(a’0)_ﬂ3M(w0)

}/3_ IAred+TMﬁIZ(a)0) >0 - IB3 (a)0)>/83 (0)0) (578)

Z podminky stability (4.78) rovnovazného stavu na hranici oblasti stability /7 je ziejmé, ze tato je
nezévisla na hodnotach pocatec¢nich podminek, resp. poruchovych funkci.

Nakreslime-li si prub¢hy fazovych trajektorii kanonickych soufadnic x, a x, v blizkém okoli
pocatku pro pevné zvolenou hodnotu B (,), vyhovujici podmince (5.48a), a pro rtizné hodnoty
parametru B3, (w,) , obdrzime vysledek zndzornény na obr.76, ktery si podrobné analyzujme :

»  Obr.76a znazornuje prubéh fazovych trajektorii v okoli rovnovazného stavu pro hodnoty
parametru B, (w,) vyhovujici nerovnosti B3, (®,) < P,, kde soufadnici bodu P, uréime
z rovnice (5.49). V tomto ptipad¢ je rovnovazny stav stabilnim ohniskem.

»  Obr.76b znazoriuje prubéh fazovych trajektorii v okoli rovnovazného stavu pro hodnotu
parametru 3" (@,) vyhovujici rovnici B,"(w,)=P,, kde soufadnici bodu P, ur¢ime
z rovnice (5.49). V tomto ptipadé je rovnovazny stav stabilnim uzlem.

»  Obr.76¢ znazornuje prubéh fazovych trajektorii v okoli rovnovazného stavu pro hodnoty
parametru 3" (®,) vyhovujici nerovnici P, < 8" (w,) < P, = B/ (®,) , kde soutadnici bodu

P, ur¢ime z rovnice (5.49). V tomto piipad€ je rovnovazny stav opéct stabilnim uzlem.
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X { X2 [ X2 f
X1 X Xq
a) b) ¢)
X X2 X2
E * E X] \'f xj \'f xl
d) e) f)
Obr.76. Fazovy portrét soustavy (5.56) v okoli pocatku (rovnovazného stavu).

»  Obr.76d znazornuje prabéh fazovych trajektorii v okoli rovnovazného stavu pro hodnotu
parametru 3, (w,) na hranici oblasti stability 77 (j. pro B, (w,)= B (w,)) a pro piipad
kdy plati B/ (w,)- B, (®,)=0 a B/ (w,)- B (w,)>0.V tomto piipadé je rovnovazny
stav op¢t stabilnim uzlem.

»  Obr.76e znazornuje prubéh fazovych trajektorii v okoli rovnovazného stavu pro hodnotu
parametru 3, (w,) na hranici oblasti stability 77 (. pro S," (w,) =B/ (®,)) a pro ptipad
kdy plati B/ (w,)- B, (®,)=0 a B/ (w,)- B (w,)<0.V tomto piipadé je rovnovazny
stav nestabilnim sedlem.

»  Obr.76f znazornuje prubéh fazovych trajektorii v okoli rovnovazného stavu pro hodnoty
parametru S, (w,) vyhovujici nerovnici 3" (w,)> P, = B (w,). V tomto ptipadé je tedy
rovnovazny stav nestabilnim sedlem.

Z vyse uvedeného rozboru vyplyva zavér, ze na hranici oblasti stability /7 (viz. obr.69), kde plati

ﬂ]M(a)()) :ﬂlz(a)())a 7> =0 (4. ﬂzM(a)()) :ﬂzz(w())) a7; >0 (tj-ﬂ3z(w())_ﬂ3M(a70) > () nedo-

chéazi ke vzniku redlné bifurkace rovnovazného stavu, tj. na hranici oblasti stability /; nedochazi

k porusSeni stability rovnovainého stavu pohonové soustavy, projevujici se kvalitativni zménou
v chovani dané neline4rni pohonové soustavy.
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5.2.1.2. Komplexni bifurkace rovnovazného stavu pohonu

Jak jiz bylo feceno, na hranici oblasti stability /5, kde plati podminky (5.52), maji komplexné
sdruzena vlastni ¢isla nulovou redlnou Cast a mize tedy dochdzet ke vzniku tzv. komplexni
(Hopfovy) bifurkace rovnovazného stavu, kdy se od rovnovazného stavu odvétvi periodické feseni.
V realnych pohonovych soustavach se tento typ bifurkace projevuje vznikem samobuzenych osci-
laci, tzv. limitniho cyklu. Otéazkou vzniku tohoto typu bifurkace rovnovazného stavu se budeme
zabyvat v tomto odstavci, pficemz k odpovédi na tuto otazku vyuZzijeme algoritmu uvedeného
v praci [79] na str.195-207.

Vlastni Cisla matice linearizace B jsou v okoli hranice oblasti stability /73 (viz. napt. bod 4 ;na
obr.41) komplexn¢ sdruzena, jak je také ziejmé z obr.70, na kterém jsou vyznaCeny oblasti riznych
typil vlastnich ¢isel. Pro dalsi feSeni je vyhodné tato komplexni vlastni ¢isla vyjadfit v nasledujicim
algebraickém tvaru

ﬂ“] :a(ﬂ1z)_iQ(ﬂJZ)a

. (5.79)
A, :a(ﬂjz)‘HQ(ﬂzZ)a
kde veliciny a (B) a Q( B) jsou dany nasledujicimi vyrazy
f +7 g F_pM f +7 27’
a(ﬂ]z):_w, Q(ﬂ]z): ,B] Aﬂ] _ red Afﬁ] ) (580)
2 TM [ red z-M [ red 2 TM ] red

Kritickd hodnota parametru S, , pii které se veli¢ina a ( 8,”) rovnd nule (tzn. Ze redlné &asti vlast-

nich ¢isel (5.79) jsou nulové) je

I  +7. B” I
a(pry=-tuF by o (pry L (5.81)

27y 1y Tu

coz je v plné shodég s rovnici (5.52).

Nyni musime ovéfit piedpoklady pouzitelnosti algoritmu pro vySetfovani vlastnosti Hopfovy
bifurkace (viz. [79], str.200), které maji v nasem piipad¢ tvar

akrit = 0 H dkrit 7 0 s riit * 0 ‘ (582)
Derivaci vztaht (5.80) podle proménné B, dostavame

]_jred—i_;[MﬂIZ
da 1 . dQ 21

= — = s Q = - red )
ap’ - 2l d B’ A \/ P { P e g T (5.83)

2 z-M ]red

a=

Dosadime-li nyni do vztahti (5.80) a (5.83) za parametr S, jeho kritickou hodnotu, definovanou

rovnici (5.52), resp. rovnici (5.81), obdrzime nasledujici vyrazy

. 1 I+ M
akrit :0 H akrit = _21" ’ riit :\/ _% . (584)
z.M red

red
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Porovname-li vztahy (5.84) s podminkami (5.82) vidime, Ze pfedpoklady pouzitelnosti algoritmu
pro vySetfovani vlastnosti Hopfovy bifurkace jsou v nasem piipadée splnény.

Vlastni vektor matice linearizace B, odpovidajici vlastnimu &islu A, =a—i Q, ktery stano-

vime feSenim rovnice (B—-4, E)v=0, je

Tm Tu . 0
vl . N ) : 5.85
|: _Ired _l z-M ]red riit :| |: _Ired :| |: _TM Ired riit :| ( )

Nyni si pfevedeme pomoci transformacni matice

P=[ Rev Imv]:[ Far N } (5.86)
Loy Ty L eq Qi
a nasledujici substituce
y=P-x = x:P_l-y (5.87)
soustavu diferencialnich rovnic (5.46) do tvaru
Xx=A-x+g(x), (5.88)
kde matice A =P~'-C-P ma realny Jordantiv kanonicky tvar
Reld, ImA, 0o -Q,.
A{ Imi, Red, Lt :[ Q. 0 } (5.89)
a kde vektorova funkce g (x) ma tvar
X,,X — VX =Y X]
g(x)=P ‘-h(P-x)z[Zix;xﬂ{ _gx_gx} (5.90)
pric¢emz plati

Nyni si stanovime vSechny parcialni derivace funkei g,(x,,x,) a g,(x,,x,), vbodech x, =x, =0

a B’ =(B7),.azdo tietiho fadu veetnd

2 2 2
aggjz_zj/Za ag;z ag[ =05

0x, 0x; 0x,0x,

3 3 3 3
ag31:_6]/3, ag;: 82g1 _ 5g12:0,
0x; 0x; Ox;0x, 0x,0x,

(5.92)
82g2=_25 azgz_ o’g,
2

ox/ ox; - 0x,0x,

=0,

83g2=—65 a3g2= 83g2 _ 83g2 _
ox/ 7 0x]  ox,0x] ox/ox,

a vypocteme nasledujici pomocné veli¢iny
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1 _ng o’g, .[0o’g, 0’g y,+i0
G =— 2]+ 21+l 22+ 22 =—==,
4| 0x; 0Ox; ox; 0x; 2
[ A2 2 2 2 2 2 ] .
G()z:i' agzl_a g21_2_ J°g, e agzz_a g22+2_ 0°g, :_72+152’
4| 0x; Ox; 0x,0x, ox; 0x; 0x,0x, 2

A2 2 2 2 2 2 ] .
Gz()—l' agzl_a g21+2_ 0°g, e agzz_a g22_2_ 0°g, :_72'”52’ (5.93)
4| 0x;  0x; O0x,0x, ox; 0x, 0x,0x, )| 2
A3 3 3 3
G, =L 2 81, 0 & 62g2 L9 82,
8| 0x; O0x,0x; O0Ox;0x, O0x;
3 3 3 3 .
e 0 g32+ 0 g22+ azgl +a g31 :_3_73‘”53 .
ox; 0x,0x, O0x;0x, O0x; 4
Zavedeme novou komplexni funkci ¥ (0,,y,,9;,7;) vztahem
i 2 1 2| G
\P(52,72, 53773):m'|: Gzo G11 _2'| G11| _§| Goz| :l—i_%) (594)
ktery ptejde, po dosazeni za jednotlivé veli¢iny, do nasledujiciho tvaru
28,7, +3y,Q,., 1057 +4y;+96, Q.
\I} 5 , ,5 , - _ 2/ 2 3 krit —i 2 2 3 krit . 595
(8,,75,05,75) 80, 240, ( )
Pomoci funkce ¥ (9,,7,,0;, ;) sinyni definujeme nasledujici parametry pomoci vyrazi
b,=2-Re¥ (6,,7,,65,75), (5.96a)
ReVY (0,,7,,0,,
1, =— ( 2 Y 373)’ (5.96b)
akrit
Im¥ Q,.
r,=- mY¥ (0,,7,,05,7;)+ 1, Q, , (5.96¢)
riit
z nichz po dosazeni obdrzime pro tyto parametry vyjadieni
20,7,+3y;Q,,
b —_ 272 3 krit ,
2 10, (5.97a)
_ 26,y,43759Q ;
/’12 - 4riit red > (597b)
7, :_]0 522 +4722 "2'953 Q. _252 Y +3733 Q,, (5.97¢)
24 Qp,, 87y Qp

Pomoci parametrit b,, u, mizeme vySetfit kvalitativni vlastnosti Hopfovy bifurkace (tj. typ bifur-
kace a stabilitu odvétvenych periodickych feSeni), plati nasledujici tvrzeni (viz. [79], str.195-207):
Jestlize plati «,,, <0, tj. dvojice imaginarnich vlastnich &isel A,, 4, =4, matice linearizace C

prechdzi pies imaginarni osu zprava doleva, a je-li x, >0 (tj. superkritickd Hopfova bifurkace),
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potom b, >0 a odvétvena periodicka feSeni jsou orbitaln€ nestabilni. Jestlize ¢, <0 a w, <0 (1.
subkritickd Hopfova bifurkace), potom b, <0 a odvétvena periodicka feSeni jsou orbitalné stabilni.
Jestlize plati a,,, >0, tj. dvojice imagindrnich vlastnich &isel 1,, A, =4, matice linearizace C
pfechazi pfes imaginarni osu zleva doprava, a je-li u, >0 (tj. superkritickd Hopfova bifurkace),
potom b, <0 a odvétvena periodickd feSeni jsou orbitalné€ stabilni. Jestlize ¢, >0 a u, <0 (4.
subkritickd Hopfova komplexni bifurkace), pak b, >0 a odvétvena periodicka feSeni jsou orbitalné
nestabilni.

JelikoZ v naSem konkrétnim ptipade, jak je zfejmé ze vztahu (5.83), vzdy plati ¢, , <0, mize
na hranici oblasti stability /> (viz. obr.69, bod 4,) dojit bud’ k superkritick¢ Hopfové bifurkaci (tj.
pro u, >0, tzn. pii piechazeni parametru S, pres kritickou hodnotu, definovanou podminkami
(5.52), zleva doprava), pfi niz jsou odvétvena periodickd feSeni orbitalné nestabilni (b, > 0), nebo
miize dojit k subkritické Hopfové bifurkaci (tj. pro u, <0, tzn. pfi ptechdzeni parametru B, pies
kritickou hodnotu, definovanou podminkami (5.52), zprava doleva), pfi niz jsou odvétvena perio-
dicka feSeni orbitalné stabilni (b, <0). Vidime tedy, Ze v naSem konkrétnim piipadé¢ miZze dojit
k odvétveni orbitalné stabilnich periodickych feSeni.

Proved’'me si nyni podrobny rozbor podminek vzniku subkritické Hopfovy bifurkace (2, <0),
kdy se od rovnovazného stavu odvétvi orbitalné stabilni (b, < 0) periodické feSeni. Podminka sta-

bilni subkritické Hopfovy bifurkace rovnovazného stavu lze vyjadfit vyrazem

ReY (9,,7,,0;,7;)<0,

ktery po dosazeni a elementarnich Gipravach piejde v kvadratickou nerovnici v proménné 3, , jenz
ma nasledujici tvar

3 n
(ﬂzz)z _ﬂzMﬂzz _ETM o kam ﬂ3z <0,

ktera je splnéna tehdy a jen tehdy, pokud absolutni hodnota parametru 3, vyhovuje podmince

|ﬂf(w»|>ﬁf(w»—l<-%, (5.98)

kde konstanta K je dana nasledujicim vyrazem

K:i‘rM ired Q/; _ 3 Lty :B1M(a’0)’

2 krit P

(5.99)

M
z n¢hoz je ziejmé, ze konstanta K je vzdy kladna, tj. K > 0.

Znazornime-li si podminku stabilni subkritické Hopfovy bifurkace rovnovazného stavu (5.98)
v soufadnicich B, (®,)- B/ (w,), obdrzime situaci uvedenou na obr.77, pfi¢emz obr.77a, resp.
obr.77b plati pro hodnotu parametru S, (w,) <0, resp. B (w,)>0.Z obr.77 je ihned patrné, Ze
podminka (5.98) rozdé€luje oblast parametrt A3, (w,)— B, (®w,) na dvé podoblasti, a to na oblast
stabilni subkritické Hopfovy bifurkace (na obr.77 je vyznacena teCkovang) a na oblast nestabilni
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superkritické Hopfovy bifurkace, pfi¢emz tyto dvé podoblasti jsou v roviné S, (w,)— B/ (®,) od
sebe vzajemné oddéleny hrani¢ni kiivkou C o rovnici

B 3Z (@,)
B (@)

ktera je rovnici zobecnéné hyperboly (na obr.77 je kiivka C znézornéna tucnou cervenou ¢arou),
)

C: ﬂzM(a)o):ﬂzz(a)o)_K' (5.100)

. v r 14 *
jenz ma asymptotu £ danou vyrazem

& Bl ()= B (w,), (5.101)
ktery popisuje ptimku se sklonem 45 ° a prochazejici pocatkem soustavy soufadnic.
Ze znézornéni podminky (5.98) v soutadnicovém systému B, (w,)- B/ (®,), viz. obr.77, je

dale patrné, Ze kvalitativni 1 kvantitativni pribéh hrani¢ni kiivky C, kterd od sebe vzajemné
oddéluje oblasti stabilni subkritické a nestabilni superkritické Hopfovy bifurkace rovnovazného

stavu, je velmi vyrazné zavisly na hodnoté parametru S, (@,) pracovniho stroje :

> Jestlize parametr B, (®,) vyhovuje podmince B/ (w,) <0, potom hrani¢ni kiivka C, defi-

novana rovnici (5.100), nabyva dvou extrémnich hodnot (viz. obr.77a), jejichZ polohu stano-
vime z podminky extrému funkce, tj. z rovnice

dﬁ;: =/+K- ﬂf 5=0,
ap; (5;)

(5.102)
jejimz feSenim obdrzime

3 .
|(:Bzz)ex |=+ _K:B3Z :\/ _ETM 1, kam ﬂ3z . (5.103)

Extrémni hodnoty, kterych nabyva hrani¢ni kiivka C v bodech *|( /)

|, pak urcime ze

ex

vztahu (5.100), do kterého dosadime za parametr S, (@,) vyraz (5.103), tim dostaneme

(B =2 =K B =\ =67, 1,9, B (5.104)
Ze vztahu (5.100) pro kiivku C, ve kterém polozime jeji levou stranu rovnu nule, tj.
B (@) _

C: /BzM(wo)Eﬂzz(a)())_K' 0, (5.105)

B (o)

") Obecna rovnice asymptoty je dana vyrazem &: 3, =a B +b , kde koeficienty a, b uréime z nasledujicich vztaht

M z
a lim ap; = lim |:1+K~ 5; },

B > dﬂzz pi e (ﬂzz)z

pisn | dBS piose (B)° .

Z téchto vztahti pak po provedeni limitnich operaci pro koeficienty vyplyva, ze a=1 a b=0, coz po dosazeni do

M z
b= lim {dﬂz -,HZZ—,HZM}: lim 2K p;

obecné rovnice asymptoty dava tento vyraz &: B, (w,) = B, (@,)
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ﬁzM ( 600) A

SUPERKRITICKA
BIFURKACE

SUBKRITICKA
BIFURKACE

M
(B, |
z e
- | (ﬁz )ex | ///
7o z
[(B)er |
e -1 |
SUPERKRITICKA
BIFURKACE
SUBKRITICKA
BIFURKACE
M
/82 (wo) A

SUPERKRITICKA
BIFURKACE

SRNyS

SUBKRITICKA
BIFURKACE

Obr.77. Oblasti stabilni subkritické Hopfovy bifurkace rovnovazného stavu pro B/ <0 a), B;° >0 b).

SUPERKRITICKA
BIFURKACE
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je ihned zfejmé, s ohledem na predpoklad B, (w,) <0, Ze neexistuje realné feseni dané rov-
nice vzhledem k proménné B, (®,). Z toho tedy vyplyvé, Ze hrani¢ni kiivka C nema zadny
spole¢ny bod se soufadnicovou osou ) (®,), tj. nikde ji neprotina.

Jestlize parametr B, (®,) vyhovuje podmince B, (w,) >0, potom za vztahu (5.105) plyne,

7e existuji dvé feseni dané rovnice vzhledem k proménné B, (@,), které lze zapsat pomoci

jediného vztahu takto

3 A
|(1322)0 |:\/ K:B3Z :\/ETM Ired kam ﬂ3z > (5'106)

coZ znamena, Ze hrani¢ni kfivka C ma dva spole¢né body se soutadnicovou osou A3, (®,),

tj. protind ji ve dvou bodech. Z podminky extrému funkce (5.102) dale vyplyva, s ohledem na
predpoklad B, (@,)>0, Ze dana rovnice nema Zadné feSeni v oboru realnych &isel. To tedy
znamena, Ze vyraz na levé stran¢ rovnice (5.102) neméni pro libovolnou hodnotu parametru
B (®,) svoje znaménko, takze hrani¢ni k¥ivka C m4 monotonni pribéh (tj. nikde nenabyva

zadného lokalniho extrému), ktery je patrny z obr.77b.

ﬂZM(a)()) )\

- SUBKRITICKA

-1 BIFURKACE

SUPERKRITICKA
BIFURKACE

________ ~

BHRHN C: " (wy) = B (@,)

Ny,

B (@)

SUPERKRITICKA
BIFURKACE

SUBKRITICKA -0
BIFURKACE -0

Obr.78. Oblast stabilni subkritické Hopfovy bifurkace rovnovéazného stavu pro S, =0.
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Jestlize parametr B, (®,) vyhovuje podmince B; (®,) =0, potom hrani¢ni kfivka C splyva
s asymptotou &, jak je patrné z porovnani vztahu (4.100), do kterého dosadime B, (w,)=0,

se vztahem (5.101). To znamena, ze hrani¢ni kiivka C je pfimkou se sklonem 45 °, jenz pro-

chéazi potatkem soutadnicové soustavy B, (@,)— B, (w,), jak je zndzornéno na obr.78.

Na zédkladé vySe uvedeného podrobného kvalitativniho i kvantitativniho rozboru vzniku stabilni

subkritické Hopfovy bifurkace rovnovazného stavu na hranici oblasti stability /3 lze konstatovat
n¢kolik zékladnich skutec¢nosti :

a)

b)

Jestlize hodnota parametru S/ (®,) je zaporna, tj. plati-li B, (w,) <0, potom jestlize abso-

lutni hodnota parametru 3, (®,) vyhovuje nasledujici nerovnici (viz. obr.77a)

(B <2y -Kp} =\ -67,1,9%, B/,

pak na hranici oblasti stability /7 (viz. obr.69) dojde vzdy ke vzniku nestabilni superkritické
Hopfovy bifurkaci rovnovazného stavu. To tedy znamena, Ze pii prekroCeni hranice oblasti

stability 77 se od rovnovazného stavu odvétvi periodické feSeni, které je vSak orbitalné€ nesta-

bilni, takZe sebemensi rusivy uc¢inek zplsobi piechod soustavy do né&jakého jiného i velmi

vzdaleného rovnovazného stavu.

Tvar a velikost oblasti stabilni subkritické Hopfovy bifurkace rovnovazného stavu v soutadni-

covém systému . (w,)— B/ (®,) je velmi vyrazné zavisly na hodnot& parametru S, (@,)

pracovniho stroje, jak je patrné z tvart oblasti jednotlivych typt Hopfovy bifurkace zndzor-

nénych na obr.77 a obr.78, ptiCemz plati :

L pro danou pohonovou soustavu je pfi zaporné hodnoté parametru S, (w,) oblast stabil-
ni subkritické Hopfovy bifurkace rovnovazného stavu vzdy mensi nez pti kladné hodno-
t& parametru S/ (®,), jak se lze snadno piesvédeit vzajemnym porovnanim obr.77a a
obr.77b,

e  pro danou pohonovou soustavu dochézi pfi rostouci kladné, resp. klesajici zaporné hod-
noté parametru B, (w,) ke zvétSovani, resp. zmenSovani oblasti stabilni subkritické

Hopfovy bifurkace rovnovazného stavu.

5.3. Odezva pohonové soustavy na harmonické buzeni

Reseni odezvy pohonové soustavy na harmonické buzeni pfedstavuje nejzakladnéjsi a také nej-

dilezitejs$i soucast analyzy dynamickych vlastnosti daného pohonu, protoze na zaklad¢ ziskaného
feSeni lze jiz v etap¢ konstrukéniho navrhu posoudit chovani dané pohonové soustavy v zakladnich
dynamickych rezimech v zavislosti na typu pohanéného pracovniho stroje a hnaciho motoru. Pro
ziskani odezvy pohonu na harmonické buzeni mizeme pouzit celé fady pribliznych metod (metoda
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harmonické rovnovahy, Poincaréova metoda malého parametru, Van der Polova metoda, metoda
ekvivalentni linearizace, metoda vazené stiedné¢ kvadratické linearizace apod.), pticemz jako
nejlepsi, pro feSeni daného ukolu, se jevi jedna z asymptotickych metod, a to tzv. ,,metoda stiednich
hodnot®. Tato metoda umozituje kromé stanoveni vztahd pro amplitudy a fazova posunuti ustale-
nych vynucenych kmitii, také posoudit jejich stabilitu a poskytuje rovnice pro feseni pfechodovych
déju, pricemz dosazené vysledky lze neustale zptesiiovat vypoctem vysSich piiblizeni. Abychom
mohli tuto metodu pouzit na matematicky model pohonu, reprezentovany rovnicemi (5.42), musime
nejdiive pfevést plivodni soustavu dvou nelinearnich diferencidlnich rovnic 1.fadu na jednu
nelinearni diferencialni rovnici 2.fadu. Za tim Gc¢elem si z prvni rovnice (5.42) vyjadiime porucho-

vou slozku momentu motoru M,
MM=i,edw*+Z": Bl(w) a", (5.107)
k=1
jehoz Casovou derivaci obdrzime
1\7M=fmd5+zn: kBl (w,) & @ . (5.108)
k=1

Dosazenim vztahti (5.107) a (5.108) do druhé rovnice (5.26), pak po elementarnich upravach dosta-
neme nasledujici rovnici

ﬂ] ﬂ] sz(t) ﬂ2 ﬂZ NZ ﬁj‘ ﬂ.? N

2-M red TM Ired 2-M [red (5 109)
Ired+TMﬁIZ+2ﬂZZ 0~)+3ﬂ3252 5
2-M I red I red ] red ’

kde jsme zavedli harmonicky budici signal P (¢), vyjadiujici poruchy momentu setrvacnosti, zaté-
zovaciho momentu a hnacitho momentu, ktery uvazujeme ve tvaru

P(t)=(C,0; +C,)cosm, t, (5.110)
tj. ve tvaru harmonického signalu s konstantni amplitudou a amplitudou umérnou kvadratu uhlové
frekvence o, , kterd odpovida rovnovaznému stavu pohonu (viz. rovnice (5.8)). Rovnici (5.109) 1ze

dale zjednodusit zavedenim pomocného parametru g vztahem

Q° -w, Q°
@, @,

a ¢asovou transformaci 7 =w, ¢, ¢imZ dostaneme pohybovou rovnice ve tvaru
o"+o=g(t)-ud—(a,+a,o+a,d’)o' -k, o’ -k, o’ (5.112)
kde funkce g (7) je dana nasledujicim vyrazem

g(r)chosr:{C +C—}cosr (5.113)

0

a kde jednotlivé pomocné veli¢iny jsou definovany vztahy
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Q2 ﬂ] ﬂ[ a _Ired+TMﬂIZ a, = ZIBZZ

v, 1 ’ N "I w,’

MZ red M “red *20 red ©70 ( 511 4)
a. = ,,3ﬂ3 k 182 :Bz k ﬂ3 ﬂ3 .
’ Ired 0)() , ’ z—M ]red 0)0 ’ TM Iled w()

Rovnice (5.112) nam tedy ptedstavuje hledanou pohybovou rovnici pohonu vhodnou pro feSeni
odezvy pohonu na harmonicky budici signal.

5.3.1. Amplitudy a fazova posunuti ustalenych vynucenych kmiti

Nyni, kdyz jiz jsme ziskali pohybovou rovnici pohonu vhodnou pro fesSeni ustalenych vynuce-
nych kmitt, aplikujme metodu stfednich hodnot na vysetieni odezvy pohonu na harmonicky budici
signal. Podle této metody 1ze feSeni rovnice (5.112) ptedpokladat ve tvaru

®=Acost+Bsint, (5.115)
piicemz amplitudy 4 a B nejsou konstanty, nybrz jsou funkcemi Casu, tj. A=A(7) a B=B(7).

Pozadujeme-li aby vyraz pro ¢asovou derivaci (5.115) nabyval co mozna nejjednodussiho tvaru, tj.
chceme-li aby bylo

@' =—Asint+Bcosr, (5.116)
potom musi platit rovnice
A'cost+ B'sint=0, (5.117)
ktera vyjadiuje vzajemnou vazbu mezi amplitudami 4(7) a B (7). Provedeme-li dalsi casovou
derivaci vyrazu (5.116), obdrzime vztah

NVI

@"=-A'sint—Acost+B'cost—B sinrt,
jehoz dosazenim, spolu s vyrazy (5.115) a (5.116), do vztahu (5.112) dostaneme rovnici
—A'sint+B'cost=g(r)+h(Acost+Bsint,—Asint+Bcost), (5.118)
kde plati
h(Acost+Bsint,—Asint+Bcost)=
=—u(Acost+Bsint)—k,(Acost+Bsint)’ —k,(Acost+Bsint)’ - (5.119)
—(a,+a,(Acost+Bsint)+a,(Acost+Bsint)’)(—Asint+Bcost).

Vztahy (5.117) a (5.118) vytvareji soustavu dvou vzajemné¢ vazanych nelinearnich diferencidlnich
rovnic prvniho fadu pro neznamé funkce amplitudy 4(7) a B (), kterou lze elementarnimi Upra-

vami prevést do nasledujiciho tvaru

A'Ed—A:—g(r)sinr—h(Acosr+Bsinr,—Asinr+Bcosr)sinr,
dr
JB (5.120)
B'—d——g(r)cosr+h(Ac0sr+Bsmr —Asint+Bcost)cost.
T
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Rozdélime-li pravé strany vyrazd (5.120) na monoténni slozky 4 a B nezavislé explicitng na Case
7 ana oscilujici slozky 4 a B s nulovou stiedni hodnotou, miizeme psat

A=A+A4, B=B+B. (5.121)
Vzhledem k tomu, Ze zkoumame dé&je, které jsou fadoveé delsi nez je perioda rychlych oscilaci, 1ze

rychle oscilujici ¢leny A a B zanedbat. Pohyb je pak dan rovnicemi, kde na pravych stranach jsou
sttedni hodnoty vyrazii (5.120)

2 2r 2r
A'sﬁzij (Z+Z)dr=ij Zdr+i_[ dde~1,
dr 2rx 2r 2r
0 0 ()~0
iB ] 2z ] 2z ] 2z (5122)
B'E—:—J. (§+§)d1=—J.§dr+—J.§drz§,
dr 2x 2r 2r
0 0 ()~0
pfi¢emz pro monotoénni slozky 4 a B plati
2
Z:—ZLJA[g(r)+h(Ac0sr+Bsinr,—Asinr+Bcosr)]sinrdr,
/4
0
; 27 (5.123)
E:Z—I[g(r)+h(Acosr+Bsinr,—Asinr+Bcosz')]cosrdr.
4 0
Uvazime-li nyni, Ze plati
2r 2r
Jg(r)sinrdrzO, jg(z’)cosrdr:ﬂD,
0 0
2r
Ih(Acosr+Bsinr,—Asinr+Bcosr)sianT:
0
_ a, 2 oy 3k 2 2
= aUA—yB+7A(A +B )—TB(A +B ) .
2z
jh(Acosr+Bsinr,—Asinz‘-i—Bcosr)cosrdr:
0
_ Y a, 2 2y, 3k 2 2
=—7| u +a0B+7B(A +B )+TA(A +B7) |,
pak pro monotonni slozky dostavame vyrazy
Z:—&A+EB—CZ—2A(A2+Bz)+&B(A2+BZ) ,
2 2 8 8
D 3k (5.124)
B=—-l g Sp L pig?ipy-20 447+ B,
2 2 2 8 8
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jejichz dosazenim do (5.122) obdrzime pro ¢asovou zménu amplitud 4 (7) a B () vztahy

P -y S L DL YL L
dr 2 2 8 8 (5.125)
p=dB_D 1 &y Gpoipny 3 ga0ipYy
dr 2 2 2 8 8
Pro dalsi feSeni je vyhodné zavést polarni soutadnice R, y vztahy
A=Rcosy, B=Rsiny, (5.126)
jejichz derivaci podle ¢asu 7 dostaneme
A'=R'cosy—Ry'siny, B =R'sinyw+Ry'cosy. (5.127)

Dosadime-li nyni vztahy (5.126) a (5.127) do rovnic (5.125) a uvazime-li, ze plati 4° +B° =R,
pak po elementarnich tipravach obdrzime systém rovnic ve tvaru
dR 1 a
R'=—==—| Dsiny—a,R——2R’ |,
P [ Y—a, 4 :l
(5.128)
dr

ktery se jevi jako nejvhodnéjsi pro feseni odezvy pohonu na harmonické buzeni.

Rw’st—l//zé{Dcosw—yR—%R3} ,

Vztahy pro amplitudu R, a fazové posunuti y, ustdlenych vynucenych kmitii, pro které plati
R, =konst. a y, = konst., stanovime z rovnic (5.128), do kterych dosadime R=R, a y =y, tim
dostaneme nasledujici systém nelinedrnich algebraickych rovnic
4Dsiny,=4a,R,+a,R; ,
4D cost//(; =4;R:+312c3 103; : 6.129)
ze kterych po elementarni upravé obdrzime vyrazy pro ur¢eni amplitudy R, a fazového posunuti

v, ustalenych vynucenych kmith ve tvaru

R06+8a0a2+3ﬂk3R04+16 a; +u’ _, 16D’

- =0, 5.130

a; +9k; a; +9k; ’ a; +9k; ( )

oy, = 4a,+a, R, = w, =arct 4a,+a, R, (5.131)
Vo =y +3k, R} ! g4,u+3k3R02 ‘

ze kterych je ziejmé, ze vyraz (5.130) je algebraickou rovnici Sestého stupné pro neznamou hodnotu
amplitudy R,. Uvazime-li v8ak, Ze v rovnici (5.130) se vyskytuji neznamé hodnoty amplitud R,
pouze v sudych mocninach, miizeme rovnici (5.130) povazovat za kubickou rovnici pro neznamou

hodnotu kvadratu amplitudy R, ustdlenych vynucenych kmitd.

Analyzujme si nyni podrobnéji algebraickou rovnici (5.130), kterd nam definuje hodnotu
kvadratu amplitudy R, ustdleného vynuceného kmiténi. Z linedrni algebry je zndmo, e kubick4
rovnice ma obecné tfi kofeny, pficemz jeden kofen je vzdy redlny. Za ucelem zjisténi povahy
kotent rovnice (5.130) si tuto rovnici upravme do nasledujiciho tvaru
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F(R; 2
2) (R;) A F,(R})
Fy(R;)
FI(Roz):Fz(Roz)
16 D’
a; +9k;
0 R} R}
2+Iu2
F,(R})=R]| R} +16 0 *H
1( 0) 0 0 (122+9k32
? +3uk
Fy(R}) = £6D 2_8‘10“22 /uzj' K
a, +9k; a, +9k;
2
b) F(R) A F,(R,,z)
— ——
///
B 2D’ ~ ~ / 2D’
asa, +3uk, //ROZ R} \\ aga,+3uk;
* * » >
/7 i N R/

rostouci hodnota vyrazu

Obr.79. Znazornéni feseni rovnice (5.130) pro : a)

a,a, +3uk,
2 2
FJ(Roz):Fz(Roz) a; +9k;
2
F(Ry)
a0a2+3yk3<0 b) a0a2+3,uk3>0.
al +9k; ’ al +9k;
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2 2 2
ROZ[R04+]6 a, +u } 16 D a,a,+3uk; _,

= -8 R/, 5.132
a; +9k; a; +9k; aj +9k} ' ( )

tj. feSeni definujeme jako prisecik dvou funkci, definovanych vztahy

2 2
E(R(f>=RO{R:+16M},

a; +9k;
(5.133)
16 D a,a,+3uk
F2(R02): 2 2_8 : 22 Iu23R04'
a;, +9k; a;, +9k;
Uvézime-li nyni, ze vzdy plati
a; +u’ >0, 16 D >0,
a; +9k; a; +9k;

potom kvalitativni priib&h funkce F,(R;), a tim i podet realnych koteni rovnice (5.130), je velmi
a,a,+3uk;

vyrazné zavisly na hodnoté¢ vyrazu > 5
a, +9k,

, ktery miize nabyvat libovolnych hodnot z oboru

realnych &isel. Znazornime-li si prib&hy funkei F,(R;) a F,(R;), v zavislosti na hodnoté& vyrazu

+3uk o
% , obdrZime situaci zndzornénou na obr.79. Ze znazornéni na obr.79a, ktery plati pro
a, +7k;
. , , a,a,+3uk; s 2 5
realné¢ zéporné hodnoty vyrazu T2a9kZ vyplyva, ze funkce F,(R,) a F,(R,) maji jen
a, +7k;

jeden jediny spole¢ny bod, coz znamena, ze existuje jedno redlné kladné feseni a dvé komplexné
sdruzena feseni rovnice (5.130), pfi¢emz fyzikalni smysl (kvadrat amplitudy musi byt kladné ¢islo)
ma pouze realné kladné feSeni. Ze situace znazornéné na obr.79b, které plati pro redlné¢ kladné
a,a,+3uk;

, pak plyne, Ze v zavislosti na velikosti vyrazu
a; +9k; a; +9k;

a,a,+3uk;

hodnoty vyrazu mohou

mit funkce F,(R;) a F,(R;) bud jeden spole¢ny bod, resp. dva spole¢né body, resp. tti spolecné
body, z¢ehoz vyplyva, ze rovnice (5.130) mlze mit bud jedno kladné realné feSeni a dvé
komplexné sdruzend feseni, resp. jedno redlné kladné feSeni a dvojnasobné realné zaporné feseni,
resp. jedno realné kladné feSeni a dvé redlnd zaporna feseni. Jelikoz vSak i v pfipad¢ tfech redlnych
feseni kubické rovnice (5.130) pro kvadrat amplitudy R, jsou dvé feSeni realna zdporna (viz.
obr.79b), a jelikoz druha mocnina amplitudy R, musi mit z hlediska fyzikdlniho smyslu realnou
kladnou hodnotu, potom i v tomto piipad¢ existuje pouze jedna hodnota amplitudy ustalenych
vynucenych kmitt.

Na zéklad¢ vyse uvedeného rozboru moznych feSeni kubické rovnice (5.130) pro nezndmou
hodnotu kvadratu amplitudy R, je zfejmé, Ze amplituda R, ustalenych vynucenych kmiti pohonu
pfi odezvé na harmonicky budici signal je jednoznacné definovana, pricemz analyticky vyraz pro
stanoveni hodnoty amplitudy R,, ktery lze ziskat pomérné jednoduSe metodami linearni algebry,

ma nasledujici tvar
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3 3
Ro=|o|=2| 1= |1+ 227 || 4] gy |t | 8@ 3uk sy
2 27q 2 27q 3 a; +9k;

kde veli¢iny p, g jsou dany vyrazy

2 2 2
p=d8 a20 +,L12_64 a0a22+3,u2k3 ’
a, +9k; a, +9k;
(5.135)

1024[ aya,+3uk, | 128 af +u’ a,a,+3uk, 16D’
27 a; +9k 3 a;+9k] a;+9ki  a]+9k]’

Uvéazime-li nyni, Ze velikost pomocnych veli¢in a,, a,, u, k; zavisi na velikosti tthlové frekvence

@y budiciho harmonického signdlu (viz. vztahy (5.111) a (5.114), potom nam vztah (5.130), resp.
(5.134) ptedstavuje amplitudovou-frekvencni charakteristiku v implicitnim, resp. explicitnim tvaru,
jejiz analyzou mizeme ziskat dulezité informace o chovéani pohonové soustavy pfi jeji odezvé na
harmonicky budici signal v zavislosti na velikosti thlové frekvence @y. Za tim Gc¢elem je vhodné
prevést rovnici (5.130) do nésledujiciho implicitniho tvaru

G(R,,w)=(a;o; +9k])R) +8(a,a,w;] +3(Q° -w)Kk;) R, +

5.136
+16 (o] o] +(Q° —w;) YR, -16 (C,0; +C,)* =0, ( )
kde veli¢iny ¢,, a, a «;, které jiz nezavisi na uhlové frekvenci o, , jsou dany vyrazy
iy, B 357 2 g
p — red AMﬂ[ a2 — Aﬂ.? , K3 — ﬁ3 Aﬂ.? . (5.137)
7’-M I red I red z-M ] red

Derivujeme-li totalné rovnici (5.136) podle thlové frekvence @y, pak uvazime-li, Ze R, =R,(®,),
potom pro tuto derivaci plati

dG (R, 0, = 0G(R),»,) +6G(R0,a)(,) dR,

dow, 0 w, OR, do,

=0,

odkud po jednoduché Upravé dostaneme nésledujici vyraz pro zménu amplitudy R, ustdleného

vynuceného kmitani v zavislosti na zméné budici tthlové frekvence ay
0G(R,,w,)

dR, 0 w, 5138
do, 0G(R,,m,) (5.138)
OR,
kde jednotlivé parcidlni derivace funkce G ( R,, ®,) jsou dany vztahy
2 2
0G (R, m,) =64(R?-C})w, w02_3K3R02 +4§2 R -

0 o, 4(R; -C))

(5.139)

¢ G, (a, R()Z +4a0)2 2
o 2 2 + 2 2 R() s
(R() _Cl) 32(R0 _C1)
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0G (R, m,)
OR,

£a02w02+(92_a)02)2

3 ajo] +9k;

=6(a220)02+97<32)R0{ +

(5.140)

2 22

+£aoa2wo 2‘*‘32(Q 20)0 ) K RI+R’ .
3 a,0;, +9 K,

Vezmeme-li nyni v uvahu, ze amplitudy R, ustdlenych vynucenych kmiti jsou redlné kladna ¢isla,

potom je ihned ziejmé, Ze vyraz (5.140) nabyva realnych kladnych hodnot, takze o pribéhu ampli-

tudovych frekvencnich kiivek rozhoduje znaménko Citatele v rovnici (5.138), tj. jakych hodnot

nabyva vztah (5.139). Provedeme-li ve vztahu (5.139) limitni pfechod @, — 0, vidime, zZe plati

lim 0G(R,,m,)

wy—0 aa)o

=0, (5.141)

tj. amplitudova frekvencni kiivka mé v bod¢ @, =0 vzdy vodorovnou tecnu, pfi¢emz odpovidajici

amplituda ustalenych vynucenych kmiti je dana vztahem

(5.142)

R,(0)= lim R,(®,)= i/ LA a +i/ wo_ |4V __8
>0 720\ 81 \729 \ 81 9K,

kde veli¢iny w, U jsou definovany témito vztahy

64 648C 16 s ¢ ( s Y
W:—3+ﬁ, U= 7 —— - ) (5143)
Ki QK K| 81k, 81K,

a kde konstanta K, je ddna vyrazem

K, :k3(Q):M'

A

z-M Ired Q ’
Zcela analogicky limitnim pfechodem @, — oo v rovnici (5.136) dostaneme

lim G(R,,w,))=16R; -16C; =0,

odkud pro amplitudu ustadleného vynuceného kmitani plyne
R,(0)= lim R)(@,)=C,, (5.144)

tj. amplituda ustalenych vynucenych kmitl se, pro rostouci hodnotu budici thlové frekvence nade
vSechny meze, priblizuje hodnoté amplitudy tmérné kvadratu budici tthlové frekvence. Uvazime-li
vsak, ze vztah (5.139) miizeme zapsat také ve tvaru

0G(R,,m,) a,0,+3 K,

5 =R’ +8 - R+
[0 (04
‘ , 292 , C il (5.145)
+16a0 (2 a)O)R02_32C1 10)02 2,
a, o,

potom je ziejmé, ze plati
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R
lim sz’g R} -32C;,
Wy —> 0 8 CUO
coz po dosazeni ze vztahu (5.144) dava

lim 0G (R, »,)

@) —> © aa)O

=0, (5.146)

tj. smérnice teCny k amplitudové frekvencni charakteristice se pro rostouci hodnotu budici thlové
frekvence nade vSechny meze ptiblizuje nulovym hodnotdm. Z toho Ize usoudit, Ze v oblasti vyssich
hodnot budici thlové frekvence méa amplitudova frekvenéni charakteristika asymptoticky prabéh.

Posledni ditilezitou hodnotou pfi zdkladni analyze odezvy pohonové soustavy na harmonicky
budici signal je velikost amplitudy ustalenych vynucenych kmith pifi budici thlové frekvenci o,
totozné s vlastni frekvenci pohonové soustavy Q, tj. pro @, =Q. V tomto ptipadé¢ pro amplitudu

ustalenych kmit dostavdme nasledujici vztah

3 3 — —
R(Q)= |3 L] 1= |1+ 4P2 N g 4P2 SLZ_Z, (5.147)
2 270 2 2707 | 3@ +9k

kde veli¢iny P, Q jsou dany vyrazy

b 483 _{ 8a,a, T

a; +9x; | @ +9k;
, (5.148)
Q_i s8a,a, 128 @)a, 16 D;
27| @ +9k; 3 (@, +9k]) @ +9k;
pfic¢emz plati
I ? 3
&, = - +ATMﬂ1 , @, = ﬂ3 K, = ﬂ3 -5y ~, D,=C, _|_C_22’ (5.149)
TM Ired Q ]red Q 7’-M ]red Q Q

kde vlastni frekvence pohonové soustavy Q je dana prvnim vyrazem v (5.114).

Analyzujme si nyni prabéh amplitudové frekvencni charakteristiky pohonové soustavy pfi jeji
odezvée na harmonicky budici signal. Za tim tcelem si tuto analyzu rozdélime do tii kroki, pficemz
v prvnim kroku provedeme analyzu pii odezvé na harmonicky budici signal o konstantni amplitudé
(. pro C, =0 a C, #0), ve druhém kroku pak na harmonicky budici signal s amplitudou itmérnou
kvadratu budici thlové frekvence (tj. pro C, #0 a C, =0) a konecn¢ ve tfetim kroku na harmo-
nicky budici signél o konstantni amplitudé 1 amplitudé umérné kvadratu budici thlové frekvence (t;.
pro C,#0 a C,#0):

a)  Harmonické buzeni o konstantni amplitudé. V tomto ptipadé€ plati C, =0 a C, #0, coZ po
dosazeni do (5.144) dava

R,()= lim R)(w,)=0, (5.150)

Wy —> 0
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b)

tj. amplituda ustalenych vynucenych kmiti se pro vysoké hodnoty budici thlové frekvence
asymptoticky pfiblizuje k nulovym hodnotdm. Analyzujeme-li si pro tento piipad harmonic-
kého buzeni vztah (5.139) zjistime, Ze tento vztah nabyva vSude kladnych realnych hodnot
kromé¢ bodli @, >0 a @, >, ve kterych je roven nule (viz. vztah (5.141) a (5.146)), coz
s ohledem na kladné redlné¢ hodnoty vyrazu (5.140) znamend, ze smérnice te¢ny k amplitu-
dové frekvencni charakteristice, definovana vztahem (5.139), nabyva vSude zapornych hodnot
s vyjimkou bodii @, — 0 a @, — o, kde nabyvéa hodnot nulovych (viz. obr.80).

Ry
Ry (0) Bo g
0" 50
Vo A
e
i
2
0 w, =0 (o)

Obr.80. Amplitudova a fazova frekvenéni charakteristika pro konstantni amplitudu harmonického buzeni.

Z prubéhu amplitudové frekvencni charakteristiky pohonu pfi odezvé na harmonicky budici
signal o konstantni amplitudé¢ znazornéné na obr.80 vyplyva, Ze amplitudova frekvencni
charakteristika je monotonné klesajici funkci budici thlové frekvence, pficemz pro o, — 0
nabyva amplitudova frekvencni charakteristika své maximalni hodnoty, definované vyrazem

(5.142), kdezto pro @, — o se asymptoticky pfiblizuje k nule (viz. vztah (5.150)).

Harmonické buzeni s amplitudou umérnou kvadratu budici uhlové frekvence. V tomto
ptipadé plati C, #0 a C, =0, coz po dosazeni do (5.142) dava

R,(0)= lim R,(@,)=0, (5.151)

tj. amplituda ustalenych vynucenych kmiti se pro nulové hodnoty budici tthlové frekvence
také rovna nule. Analyzujeme-li si opét pro tento ptipad harmonického buzeni vztah (4.139)
zjistime, Ze tento vztah nabyva témét vSude zapornych redlnych hodnot kromé bodid w, — 0
a w, — o, ve kterych je roven nule (viz. vztah (5.141) a (5.146)), coz s ohledem na kladné

realné hodnoty vyrazu (5.140) znamend, ze smérnice te¢ny k amplitudové frekvencni charak-
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Rp(o0)

teristice, definovana vztahem (5.139), nabyva skoro vSude kladnych hodnot s vyjimkou boda
®, =0 a w, = 0, kde nabyva hodnot nulovych (viz. obr.81).

Ry

Voo a
A e e Lttt L vo(@,)
z
2 >
Ay
0 W, =Q @9

Obr.81. Amplitudova a fazova frekvencni charakteristika pro amplitudu umérnou kvadratu budici frekvence.

Z prabéhu amplitudové frekvenéni charakteristiky pohonu pfi odezvé na harmonicky budici
signal s amplitudou imérnou kvadratu budici thlové frekvence @, , kterd je znazornéna na

obr.81, vyplyva, Ze amplitudova frekvencni charakteristika je monotonné rostouci funkci
budici thlové frekvence, pficemz pro w, — 0 nabyva amplitudové frekvencni charakteristika
nulové hodnoty (viz. vztah (5.151)), kdezto pro @, — o se asymptoticky pfiblizuje hodnoté
C,, jak plyne ze vztahu (5.144).

Harmonické buzeni o konstantni amplitudé i amplitudé umérné kvadratu budici uhlové
frekvence. V tomto piipad¢ plati jak C, #0, tak také C, #0, takZe amplituda ustalenych
vynucenych kmitl nabyva nenulovych hodnot jak v bodé¢ @, — 0, kde je definovana vyrazem
(5.142), tak také v bodé¢ @, — «, kde je dana vztahem (5.144), pfi¢emz v obou téchto bodech

je smérnice te¢ny k amplitudové frekvencni charakteristice rovna nule, jak plyne ze vztaht
(5.141) a (5.146). O pribéhu amplitudové frekvencni charakteristiky mizeme ptredpokladat,
ze bude mit néktery z tvari znazornénych na obr.82, tj. pijde o uréitou kombinaci pribehii
amplitudovych frekvencnich charakteristik pro harmonické buzeni o konstantni amplitudé
(viz. obr.80) a pro harmonické buzeni o amplitudé¢ umérné kvadratu budici thlové frekvence
®, (viz. obr.81), pfi¢emz o tom, ktery z téchto prib¢hti amplitudové frekvencni charakteris-

tiky se ve skute¢nosti bude realizovat, rozhoduje (pfi stejnych hodnotach parametri pohonové
soustavy) vzajemny pomér velikosti amplitudy imérné kvadratu budici uhlové frekvence C,

a konstantni amplitudy C, .
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Vo A
Th———————
z
2
0 a, =Q oy
Vo A
Tk ——_— .
i
2
0 W, =Q o)
R
" A Vo
Ry(0) e
R()(OO) L S p
R 2
0 @ ex @ 0 @, =Q g

Obr.82. Amplitudova a fazova frekvenéni charakteristiky pohonové soustavy.

Lze ocekavat, Ze v ur€itém intervalu hodnot jednotlivych amplitud C, a C,, bude pro urcitou
hodnotu budici uhlové frekvence @, =®, nabyvat amplitudova frekvencni charakteristika
extrémni hodnoty R, , tj. lokdlniho extrému. Polohu tohoto lokalniho extrému, pokud vSak

existuje, stanovime z nutné podminky existence lokalniho extrému amplitudové frekvencni
charakteristiky, coz je ekvivalentni nulové hodnoté¢ Citatele vyrazu (5.138), tj. z rovnice

0G(R,,w,)
0w,

3k,R +4Q° o,
4(R;-C}) "

_ €1C22 +(052R02;|'4a02)2 Roz 0,
(Ro _CI) 32(R0 _CI)

564(R02 _C12) @, { a)oz -
(5.152)

do které vSak musime za amplitudu R, ustdlenych vynucenych kmiti dosadit vyraz (5.134),

¢imz dostaneme transcedentni rovnici, jejiz feSeni je nutno provadét v pievazné veétSine prak-
tickych ptipadl pomoci numerickych metod.
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Pro ptesnéjsi vystizeni prubéhu ustaleného vynuceného kmitani je nutné, v dasledku ptitom-
nosti sudych ¢lent vratnych momenti na pravé strané pohybové rovnice (5.112), uvazovat také jev
usmériiovani, coz znamena, ze predpokladané feseni (5.115) pohybové rovnice (5.112) bude kromé
harmonickych ¢lenii obsahovat i ¢len konstantni, ktery zplisobuje posunuti stiedu kmitani, tj. feSeni
bude mit tvar

@=A+A,cost+B,sint=A+R,cos(t-y,), (5.153)

kde R, a y, jsou amplituda a fdzové posunuti ustaleného vynuceného kmitani, které jsou defino-

vany rovnicemi (5.130) a (5.131), a kde A je dosud neurcend konstanta, vyjadiujici asymetrii, resp.
posunuti sttedu odpovidajiciho ustdleného vynuceného kmitani. Pfi stanoveni konstanty A vyjdeme
z fyzikalné ovéfené skuteCnosti, ze prace vnitinich sil pisobicich v soustavé béhem periody jejiho
ustaleného pohybu je rovna nule”, tzn. Ze musi platit rovnice

2z

I {(1+,u)5+k267)2 +k,@° +(a, +a,5+a252)a’3’} dr=0,

0

kterou Ize, po dosazeni predpokladaného feseni (4.153), psat ve tvaru

2r 2r

(1+1)(A+R, cos(r—l//()))dr—j a, R, sin(7-v,)dr -
'0 0
2r

— | [a,(A+R, cos(t—w,))+a, (A+R, cos(t—y,))’ 1(—=R, sin(t—y,)) dr+

0
2r

2r
o[ & (a+R, cos (=) a’r+J. k, (A+R, cos (—y,))’ dr=0,
0

0

") Zapiseme-li si pohybovou rovnici pohonu (5.109) ve vykonovém tvaru
f;’edg;zp(wﬂt)+f(535)a
tj. vykon vyslednice sil je roven souctu vykonu vnéjSich a vnitinich sil, pak po zavedeni ¢asové transformace r=w, ¢,

kde w, je uhlova frekvence buzeni, dostaneme rovnici
2 ~n

I, 006" =P(t)+[(&,0,d).

Integrujeme-li tuto rovnici v intervalu jedné periody poruchové funkce P (7 ), potom plati rovnice

2 2z 2z
1., 0/ j 5)"dr=I P(Z')dT-i-J. f(@,0,&)dr.
0 0 0

Uvazime-li nyni, Ze poruchova funkce P (7) a ustalend odezva pohonu jsou periodické funkce s periodou 27 , potom

integral na levé stran€ rovnice a prvni integral na pravé strané rovnice jsou rovny nule, takze miizeme psat
2z
J. f(o,0,0")dr=0,
0

coz vyjadiuje skutecnost, Ze prace vnitinich sil béhem periody pohybu je rovna nule.
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odkud po integraci a po dosazeni za jednotlivé veliiny ze vztaht (5.114), obdrzime pro neznamou
konstantu A nasledujici rovnici

VBB [ﬁj -B" _R;}A 1B =P gy
BB Bl -p" 2 2 BB

kterd je vlastné kubickou rovnici, jejimz feSenim miizeme obdrzet bud’ tii redlna feSeni nebo jedno
realné a dvé komplexné¢ sdruzena feseni.

(5.154)

Analyzujme si nyni pocet moznych realnych feSeni kubické rovnice (5.154) v zéavislosti na hodno-
tach jednotlivych koeficientli v této rovnici. Za tim ucelem si rovnici (5.154) ptepiSeme na tvar

181 ﬂ] 2 p2|_ 1182 182 2
A{ 57— B +2Ro}_ 2 g7 g (R +2A%), (5.155)

tj. feSeni definujeme jako prusecik dvou funkci, definovanych vztahy

GI(A):A{ ﬂf ./ Lt B o B R }
ﬂ3 _ﬂ3 2
(5.156)

G,(A)=- ;%(R2+2A2)

Uvazime-li vSak skutecnost, Ze na zakladé druhé podminky stability rovnovazného stavu (5.48b) a
na zakladé podminky (5.78) zamezeni vzniku redlné bifurkace pti B,/ = ,”, se pozaduje platnost

nasledujicich nerovnosti mezi charakteristikami motoru a pracovniho stroje
V4 M zZ M
IHJ _/61 >0, :B3 _ﬂs >0,
potom je ziejmé, ze vzdy plati

ﬁ Z +2R >0. (5.157)

Znazornime-li si prubéhy funkei G,(A) a G,(A) v zavislosti na hodnoté A, obdrzime situaci jenz
je znazornéna na obr.83, odkud je zfejmé, ze funkce G,(A) a G,(A) se protinaji pouze v jediném
bodé¢, ktery lezi bud’ v levé nebo pravé poloroviné redlnych cisel, coz zavisi na tom zda plati bud’
Bl =B >0 nebo B - <0 . Ztoho tedy vyplyva, e kubickd rovnice (5.154) ma pouze

jedno realné feseni, takze velikost konstantniho ¢lenu A je urcena jednoznacné, piicemz analyticky
vztah pro stanoveni hodnoty tohoto ¢lenu, ktery lze ziskat metodami linedrni algebry, ma tvar

3 3
A=s| =& 1|1+ 4“2 UYL 1+4L2 15 =Py ﬂ? (5.158)
2 27 € 2 27 & 3B =B

kde veli¢iny ¢ a o jsou definovany vyrazy

] ,Bz /82 l :Bzz _IBZM i _IBJZ _IBIM
3 183 /83 {2{ 3 1832_/83M :| 1832 _:BsM } , (5'1593')
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O-:ﬂlj_ﬂjz _l{ ﬂzj_ﬂzz j| +2R02, (5.159b)
ﬂ3 _:H3 3 ﬂ3 _:H3

a kde R, je amplituda ustalenych vynucenych kmitli, kterou vypoc¢teme z rovnice (5.134). Analyza
vztahu (5.158), v zavislosti na uhlové frekvenci buzeni o, , se jevi z praktického hlediska pomérné
slozita, protoze zavisi na druhych a tfetich odmocninach z amplitudy R, ustalenych vynucenych

kmitd, kterd je sama o sobé ddna pomérné slozitym vyrazem (viz. vztah (5.134)).

G(A)A
G,(A)
G,(A) (pro ﬂ?Z_ﬂ7M<0)
G,(A)=G,(A)
A
£ ﬁZ ﬁZ R()
B =By
' A S
A 0 A A
VIEVIApe
B =B
e
/// \\\
- G(M)=G,(A) N
7
7 N
7 AN
/ \
7 \
G,(A) (pro ﬂzz_ﬂzM>0)

Obr.83. Znazornéni feSeni rovnice (5.154) jako prusecik kiivek G,(A) a G,(A).

Hledejme proto mozna zjednoduSeni rovnice (5.155), ktera by nam poskytla jednodussi, ale kvali-
tativné 1 kvantitativné dobte vyhovujici vztah pro konstantni ¢len A. Za tim ucelem je vhodné se
zamyslet nad velikosti jednotlivych ¢lenil v rovnici (5.155). Vezmeme-li v Givahu, na zakladé prak-
ticky ovéfenych zkuSenosti, ze amplituda R, ustalenych kmiti je pfiblizné vice jak pé&tkrat vétsi nez

konstantni ¢len A, mizeme psat nasledujici odhady
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2
R} +2A° =R} [ 1+2A—2}3R02 [ 1+i} = R/ +2A° =R/,
R 25

0

(5.160)
2
EROZ +A° :iR(f 1+ ZAZ siR(f 2] = iRo2 +A° ;iRj.
2 2 3R, 2 75 2 2
Vyuzijeme-li téchto odhada v rovnici (5.155), dostaneme zjednoduseny vztah ve tvaru
{ﬂz -8 +—R,f}= 1P =B po (5.161)
pi-p" 2 2 B/ =B,
z n¢hoz pro konstantni ¢len A vyplyva nasledujici vyraz
1B =B
2 0
A= 2B B (5.162)
L3BI-B
()
"2 B -B"

ktery lze vSak jesté dale zjednodusit, protoze v redlnych pohonovych soustavach mizeme, pomérné
s malou relativni chybou, polozit ve vztahu (5.162) jmenovatel ptiblizn€ rovny jedné. Timto dosta-
vame pro hodnotu posunuti sttedu kmitani A rovnici

1B =B
2 7 -pB"

ktera, poskytuje velmi dobré vysledky jak kvalitativniho, tak také kvantitativniho charakteru.

R/, (5.163)

A C,=0, C,=0 A C,#0, C,=0 A C,#0, C,#0
a)
Ay ¢ A, @——————————m———————— Ao
Ap Y ———=s
AEX
0 wy 0 @y 0 @ oy @y
@y oy @ ex oY)
b) 0.= 0 0
'Aex
A,
- Ay 6 Ay @ -Ap
-A -A -A

Obr.84. Zavislost konstantniho ¢lenu A na tthlové frekvenci o, pro: a) B, — B, <0, b) B - B,
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Znazornime-li si zavislost konstantniho ¢lenu A na velikosti budici uhlové frekvence w,,
dostaneme situaci uvedenou na obr.84. Ze vztahu (5.163), resp. srovnanim jednotlivych grafickych
zavislosti A (w,) na obr.84 s amplitudovymi frekvencnimi charakteristikami na obr.80 az obr.82
(pro odpovidajici charakter amplitudy harmonického buzeni), je thned ziejmé, ze z kvalitativniho
hlediska neni Zzadny rozdil mezi prib&hem zavislosti velikosti konstantniho ¢lenu A(w,) a

pribéhem amplitudovych frekvencnich kiivek. Z praktického hlediska to tedy znamenad, ze vSechny
kvalitativni informace (zji$téné at’ jiz analyticky, numericky nebo experimentaln¢) o prib&hu ampli-
tudovych frekvencnich kiivek lze pfenést na priibéh zavislosti velikosti konstantniho ¢lenu A (w,),

bez nutnosti tuto zavislost néjakym zplisobem zjistovat, coz plati zcela pochopitelné i naopak.

5.3.2. Stabilita ustalené odezvy pohonové soustavy

Pti vySetrovani stability ustalené odezvy pohonové soustavy na harmonické buzeni, vyjdeme ze
soustavy (5.128) obycejnych diferencialnich rovnic 1.fddu, popisujicich casovou zménu amplitudy
a fazového posunuti odezvy pohonové soustavy na harmonické buzeni, ve kterych si jednotlivé
proménné vyjadiime ve tvaru souctu ustaleného feSeni a poruchové slozky, tj. ve tvaru

R(z)=R,+r(7), w(r)=y,+o(7), (5.164)
kde R,, resp. v, je amplituda, resp. fdzové posunuti ustdleného vynuceného kmitéani, tedy veli¢iny,
které nezavisi na Case (tj. jejich Casova derivace je rovna nule), akde »(7), resp. ¢ (7) jsou poru-
chové funkce amplitudy, resp. fazového posunuti, které jsou vsak jiz ¢asove zavislé. Dosadime-li

vztahy (5.164) do rovnic (5.128), pak po jednoduchych upravach obdrzime soustavu diferencidlnich
rovnic pro poruchové funkce v nasledujicim tvaru

Vlzgsm(l//o+¢)_a_0(Ro+r)_a_2(Ro+r)3s
2 2 8
. ik (5.165)
(Ry+r) ' == cos (w, +9) =" (Ry+r)== 2 (Ry+r)"

jejichz feSenim dostaneme zavislost poruchovych funkci na ¢ase, tj. r=r(7)a ¢ =¢(7), coznadm
potom umoziuje posoudit stabilitu ustdleného vynuceného kmiténi. Jelikoz nalezeni feSeni rovnic
(5.165) v uzavieném tvaru neni pro libovolné velké poruchové funkce mozné, budeme tyto rovnice
resit pribliznym zptsobem. Ptiblizny zptsob feseni rovnic (5.165) spociva na piedpokladu, ze veli-
kost poruchovych funkci je dostatecné mald vzhledem k hodnotam parametra ustaleného stavu, tj.
plati-li R, >>r(7) a y, >> ¢ (7). Je-li tento predpoklad splnén, potom lze ptiblizné polozit

(R, +7r)9' =R, ¢,
sin(y, +@)=siny, + @ cosy,,

cos (y, +@)=cosy, —@ siny,,
(R,+7r)’=R;+3R;)r,

(5.166)
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coz po dosazeni do (5.165) dava linearizované rovnice pro rusivé funkce ve tvaru

, D
r =§sinl//0+Mp—a—oRo—a—2R;—é{a0+3a2 Roz}r,

2R, 2 8
, D Dsiny, = u 3k, 5 1 9k, _, (5.167)
PI?COS%_W _ERO_ 3 R, —3[u+ R, }r,
kde byla zavedena nova proménna p vztahem
pP=R, ¢ = p'=R ¢". (5.168)

Uvazime-li nyni platnost defini¢nich rovnic (5.129) pro ustdlené hodnoty amplitudy a fazového
posunuti, pak po elementarnich upravach rovnic (5.168) dostaneme

, 1 3a 1 3k
V=—3|:GO+TZR02}V+E|:/J+ 3R02j|p,

4

, 1 9k 1 a
p :_E[y+ 43 Roz}r—g{aojtjzRoz}p,

(5.169)

coz je soustava homogennich linedrnich diferencialnich rovnic 1.fadu s konstantnimi koeficienty,
jejiz feSeni predpokladame ve tvaru
r(z)=C,e*, p(r)=C,e"". (5.170)

Dosadime-li pfedpokladané teseni (5.170) do soustavy (5.169), potom po elementarnich upravach
dostaneme nasledujici soustavu linearnich algebraickych rovnic pro neznamé konstanty C,, C,

1 Ja 1 3k
R e e R

1 Qk 2 1 a 2
3[/” 43 R, :|Cr+{ﬂ+3[a0+72Ro HCP:O.

Jelikoz soustava linearnich rovnic (5.171) je homogenni, potom pro netrividlni hodnoty konstant C,

(5.171)

a C, musi byt determinant t€to soustavy roven nule, coZ znamend, ze neznamé konstanty C, a C,

musi byt linedrné zavislé. Z podminky nulové hodnoty determinantu soustavy (5.171) vyplyva, ze
hodnoty exponentu 4 musi spliiovat tzv. charakteristickou rovnici

FEN 2a,+a,R; A+
2

5.172)
1| 3a;+27k; (
+= MRO" +(a,a,+3uk,)R; +(a] +u’)|=0,
4 16
jejimz feSenim obdrzime vzdy dvé hodnoty exponentu A, jez jsou v obecném piipadé¢ komplexnimi
Cisly. Je zfejmé, ze maji-li exponenty A kladné, resp. zaporné realné ¢asti, potom poruchové funkce
r(7) a ¢ (7) srostoucim casem nabyvaji nekonecnych, resp. nulovych hodnot. To tedy znamena,
7e ustalena odezva pohonové soustavy na harmonické buzeni, definovand amplitudou a fazovym
posunutim ustalenych vynucenych kmitd, je asymptoticky Ljapunovsky stabilni tehdy a jen tehdy,

jestlize realné Casti exponentli 4 nabyvaji zdpornych hodnot. Pouzijeme-li k posouzeni charakteru
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redlnych casti exponent A, jakozto kofeni charakteristické rovnice (5.172), napi. Hurwitzova
kritéria, pak nutnou a postacujici podminkou zapornych hodnot redlnych casti exponentl 4 je, aby
parametry pohonu splilovaly nasledujici dvé nerovnice

2
2a,+a,R;

. 0. (5.173a)
2
2 2
IL 3a2 —;627k3 R04+(a0a2+3,uk3)R02+(6102+,u2)>0, (5.173b)

které nam vlastn¢ predstavuji hledané podminky stability ustdlené odezvy pohonové soustavy na
harmonicky budici signal.

Pokusme se nyni, pfeformulovat obé podminky stability (5.173) ustaleného stavu pohonu pii
odezvé na harmonicky budici signal tak, aby mély z praktického hlediska co mozna nejjednodussi
grafické vyjadteni, tj. aby bylo mozné pomérné rychle nakreslit pro urcité hodnoty parametrti poho-
nové soustavy a danou budici thlovou frekvenci @, oblasti stabilni a nestabilni ustalené odezvy. Za
tim ¢elem musime nejdiive pivodni nerovnice (5.173), pomoci vhodnych substituci, pfevést na co
mozna nejjednodussi analyticky tvar. Za¢néme nejdiive podminkou stability (5.173b) u které pres-
kupime ¢leny nésledujicim zpisobem

3a;}
16

2
3

2
R04+a0a2R02+a02}+[ 7k R04+3yk3R02+y2}>0.

Uvazime-li nyni, ze jednotlivé ¢leny v hranatych zavorkach na levé strané vyse uvedené nerovnice
je mozné zapsat ve tvaru

2
3a,

4 2 2
R, +a,a,R; +a, =

2
|:£a2R02+ia0:| ,
4 J3 3

3.3 2 1w
R04+3/"k3R02+;U2:{TksRoz"'_ﬂ:l _lu_,

NEl

potom lze podminku stability (5.173b) vyjadfit touto nerovnici

J3 2 T 343 2 1 i en?
VR —a, | | TR = | S TE (5.174)
y 73 y 3

Zavedeme-li nové proménné vztahy

\/?azROZ, =

(S

27k}

(5.175)
33, 2
S=——kR;, S=—"F=u,

4 J3
pak je zfejmé, Ze podminky stability (5.173) mtizeme, s pouzitim vztahu (5.174) a substituci (5.175)
zapsat v nasledujicim jednoduchém tvaru
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Obr.85. Oblast stability ustalené odezvy pohonu na harmonické buzeni
3
L. > (5.176a)
4
2 2
_l’_
I (=1 +(£=&)7> 25 (5.176b)

Ze vztahu (5.176) vyplyva, ze ustdlend odezva pohonové soustavy pii odezvé na harmonické buzeni
bude stabilni, pokud zastupujici bod o soufadnicich [ 77, & ] bude lezet napravo od hrani¢ni kiivky,

ktera je definovana jako prunik pfimky rovnobézné s osou soutfadnic & a protinajici osou soufadnic

3 . y L . 1
n v bodé ZS s kruznici se stfedem v bod¢ S o soutadnicich [ 774, &g ] a poloméru 51/ ne +&5,
jak je znazornéno na obr.85 tuCnou cCarou. Pii vySetfovani stability ustadlené odezvy pohonové
soustavy na harmonické buzeni o thlové frekvenci @, postupujeme nasledujicim zplsobem :

a)  pro dané parametry pohonové soustavy a pro danou velikost amplitudy a thlové frekvence
®, harmonického budiciho signalu vypocteme ze vztahu (5.134) amplitudu R, ustaleného

vynucen¢ho kmitdni a ze vztaht (5.175) vypocteme veli¢iny 7 a &,
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b)  ze znalosti veli¢in 775 a &g sestrojime v soufadnicovém systému (0, 7,& ) hraniéni kiivku,

odd€lujici od sebe vzdjemné oblast stabilni a nestabilni ustdlené odezvy pohonu, jako prinik

. . : 3 .
pfimky rovnobézné s osou soufadnic & a protinajici osou soufadnic 7 v bodé ZS s kruznici

se sttedem v bodé S o soufadnicich [ 7, ] a poloméru éd ns +&; (na obr.85 je tato

hrani¢ni kfivka zndzornéna tu¢nou carou),

c)  ze znalosti amplitudy R, ustalenych vynucenych kmitl pak ze vztaht (5.164) vypocteme sou-
fadnice 77, & zastupujiciho bodu a poté znazornime jeho polohu v soufadnicovém systému
(0,n,¢&) (naobr.85 je tento zastupujici bod oznacen jako P),

d) provedeme kontrolu zda se zastupujici bod nachazi v oblasti stability (na obr.85 lezi zastu-

pujici bod P vné oblasti stability, coz znamend, ze ustdlena odezva pohonu na harmonické
buzeni neni stabilni).

Grafického zndzornéni v systému soufadnic (0, 77, &), kterého jsme pouzili ke znadzornéni pod-

minek stability ustdlené odezvy pohonu (5.176), 1ze s vyhodou vyuzit také k vyznaceni oblasti riz-
nych typt kofenli A charakteristické rovnice (5.172), na jejichz zaklad¢ Ize usuzovat na kvalitativni
charakter ptechodového déje poruchovych funkei » (7), ¢ (7). Je zndmou skute¢nosti, ze redlnym
kofenim A odpovida aperiodicky prabeh piechodového déje, kdezto komplexné sdruzenym koie-
nim A odpovida periodicky pribéh prechodového déje, pticemz oblasti redlnych a komplexnich
kotenit A jsou v soutadnicich (0,7,<) od sebe vzajemné oddéleny kiivkou, jejiz rovnici ziskdme,

polozime-li diskriminant charakteristické (v naSem piipad¢ kvadratické) rovnice (5.172) roven nule

2
2 R’ 3a; +27k;
{ a0+2a2_0 } _{%R;+(a0a2+3,uk3)R02+(a02+,le)}:0,

coz po upraveé dava rovnici

2
3 3 2 aZ 2
BT

J3 16" 3

které ptejde s vyuzitim substituci (5.175) do tvaru

b

(&-2S5) ’ n ’
=== =], 5.177
e e (5.177)
coz je kanonicky tvar rovnice hyperboly se sttedem H =[n,,&,1=[0,&,], jejiz redlna osa je
totozna s osou & a kde imaginarni osa, ktera je v tomto pfipadé rovnob&zna s osou 77, protina osu

& v bodé€ o soutadnici &, pricemz pro délku redlné poloosy a a imaginarni poloosy b plati

a:@, b:M, (5.178)
2 2

na jejichz zaklad¢ 1ze stanovit délkovou excentricitu hyperboly
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e=+a’ +b’ :|§S

s jejiz pomoci mizeme urcit soufadnice ohnisek O, a O, hyperboly
0, :[UH’ §S+e]:[0’ §S+| §s|] ;
02 :[771{’ fs—e]=[0, §S_|§S|] .

Jednotlivé vétve hyperboly, definované rovnici (5.177), jsou dany vztahy

¢ :Cfs""éﬂ 5;"'%772 , & =6 _éﬂ 5524_%772 5 (5.179)

odkud po jednoduché upravé obdrzime pro soufadnice priusecikii hyperboly s osou 77 vztahy

3

: 772=—3|§s|- (5.180)

Dtlezitou charakteristikou hyperboly jsou jeji asymptoty. Obecné 1ze rovnice asymptot hyperboly,

b

3
n :E|§s

uvazime-li Ze asymptoty prochézeji sttedem hyperboly H =[0,&,], psat ve tvaru

éZJAS:é:S"'nga szS:é:s_kgna

kde k, je smérmnice asymptoty, ktera je dana vyrazem

dé, 1

k. =lim <L = —

n-* dn \/?’

coz po dosazeni do obecnych rovnic asymptot dava nasledujici vyrazy

§1AS:§S+%, &r =& _%' (5.181)

. . : 3
Stanovime-li si nyni &-ové soutfadnice jednotlivych vétvi hyperboly (5.177) v bodech n:%,

dostaneme pro tyto soufadnice vztahy

g=¢ N 377s2+4552
S — 4 )

coz odpovida ¢&-ovym soufadnicim priseciki hranic stability jednotlivych podminek (5.176), jak je
ziejmé z obr.85. Uvazime-li navic, Ze smérnice teCny na hranici stability podminky (5.176b), resp.
na jednotlivych vétvich hyperboly (5.177), je dana vyrazem

{ﬁ} =F2 2 727_778 27
dn | s \/55 +1n5 —4(n—ny)

{ﬁ} 1
dn o 3 4 2’

9852 +§77

resp. vyrazem
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3
pak po dosazeni 7 = % dostaneme

[ﬁ} I S
)y A& 30 | [ﬁ} {ﬁ} (5.182)
s dn | s dn H’ |

+

n |,  J4E+3n!
odkud je ihned ziejmé, ze v prusecicich jednotlivych vétvi hyperboly (5.177) s hranicemi stability
podminek (5.176) ustalené odezvy pohonové soustavy maji tyto kiivky také spolené tecny.

Znézornime-li si nyni graficky v soufadnicovém systému (0, 7, &), které¢ho jsme pouzili také

ke zndzornéni podminek stability (5.176) ustalené odezvy pohonové soustavy, oblasti redlnych a
komplexnich vlastnich ¢isel, kterym odpovidaji oblasti aperiodického a periodického piechodového
déje, pak na zakladé vySe uvedenych analyz obdrzime situaci znazornénou na obr.86.

PERIODICKY
PRECHODOVY DEJ

APERIODICKY
PRECHODOVY DEJ

)
v 3 77s2 +4 égsz

4
Y
HRANICE n
STABILITY

Obr.86. Oblasti aperiodického a periodického prechodového déje.
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5.3.3. Topologické vlastnosti trajektorii ustalené odezvy pohonu

Z hlediska analyzy dynamickych vlastnosti pohonové soustavy, poskytuje velmi cenné infor-
mace také znazornéni trajektorie pohonové soustavy, v soufadnicovém systému (0, @, M ), il

jeji odezveé na harmonicky budici signal. Na zakladé prabéhu téchto trajektorii 1ze potom usuzovat,
jaky vliv maji jednotlivé parametry pohonové soustavy na dynamické vlastnosti této soustavy, coz
lze zpétné vyuzit pro identifikaci parametrii pohonové soustavy na zaklad¢ experimentalné stano-
vené trajektorie daného pohonu pfi jeji ustalené odezve na harmonicky budici signal.

Dftive nez ptistoupime k podrobnému vySetiovani zakladnich topologickych vlastnosti ustalené
odezvy pohonové soustavy pii jeji odezveé na harmonicky budici signal, musime si nejdiive stano-

vit ¢asovy pribéh poruchové slozky momentu motoru M v = M 4w (t). Ktomuto ucelu vyuzijeme

vztahu (5.107), ktery si vzhledem k platnosti identity @ = ®, @' prepiseme do tvaru
MM :ired @ 5’+Z B (@) @"
k=1

coz v naSem piipadé dava rovnici
M, =1,0,0+p o+p/ & +p & . (5.183)

Dosadime-li do této rovnice za @ vyraz (5.153), dostaneme vztah

~

M, ==1,,0,R, sin(t—y,)+ B/ (A+R, cos (t—y,))+
+ﬂzz(A+R0 COS(T_‘//O))2 +ﬂ3Z(A+R0 COS(T_WO))3
ktery si miizeme, uvazime-li platnost nasledujicich identit

I+cos2(t-vy,)
2

Jcos(rt—y,)+cos3(t—-y,)
4 b

a vezmeme-li v vahy prakticky ovéfenou skutenost, ze velikost amplitudy vyssich harmonickych
slozek jsou fadové nizsi nez velikost amplitudy prvnich harmonickych slozek, ptepsat do nasledu-

cos’(1-y,) =

2

cos*(t-y,)=

jiciho ptiblizného tvaru
MMiAM+C1Mcos(r—l//(,)+D1MSin(r—l//0), (5.184)
tzn. jako soucet konstantniho ¢lenu a prvnich harmonickych slozek, pficemz pro posunuti sttedu

poruchové slozky momentu motoru AM plati

\r _ nZ 3 ﬂz ﬁz ,Bzz 2
AM = j; {A +ﬂ3 {ﬂ} +2R }A Zﬂf R, } (5.185)

a kde amplitudy prvnich harmonickych slozek jsou dany vyrazy

3 A
={ ’BIZ +2ﬂzZA+3ﬂsz A2 +Zﬂsz RUZ }RO » DIM =_Ired a)()RO‘ (5-186)
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Uvézime-li nyni platnost rovnice (5.154) pro vypocet konstanty A, potom se da ukézat, Ze hodnoty
konstanty A, stanovené feSenim rovnice (5.154), vyhovuji také rovnici

3+ﬂ—i {ﬂf += R/ }A ﬁZZZR,f:o,
B 2 2p

3 3 3

coz znamend, ze vyraz ve slozené zavorce ve vztahu (5.185) je roven nule, takze posunuti stfedu
poruchové slozky momentu motoru je také rovno nule, tj. mizeme psat

133 ﬂ3 2 ﬂ3

Pouzijeme-li navic k vyjadieni konstanty A ptiblizného vyrazu (5.163), potom Ize vztahy pro vypo-
¢et amplitud prvnich harmonickych slozek (5.186) ptepsat ve tvaru

C]M _ ﬂzj _/Bi ﬂzi _ﬂz R += 1+[ ﬂz ﬂz j R04 ﬂ32R0 ’
ﬂ3 133 ﬂ] _ﬂl 4 ﬂ] ﬂ]

AM:@Z{Auﬂ—iy{ﬂf +=R; }A+ by R} }:0. (5.187)

(5.188)

D—] w,R,,

red

které se jevi jako vyhodnéjsi z hlediska mozného vyuziti pti identifikaci pohonovych soustav.

Nyni, kdyZ jiz jsme si stanovili vyraz pro ¢asovou zavislost poruchové slozky momentu motoru
M W+ » muzeme piistoupit k podrobnému vySetfovani zékladnich topologickych vlastnosti ustalené
odezvy pohonové soustavy na harmonicky budici signal, kterd je zadana v soufadnicovém systému

(0, @, M ) parametrickymi rovnicemi

O=A+R,cos(t-y,),

MM=CIMCOS(T—l//(,)+D1MSin(T—l//(,). (5.189)

Zavedenim substituce ¢ =7 -, a elementarnimi Gpravami lze docilit nasledujiciho tvaru paramet-
rickych rovnic (5.189)

w—-A=R,cos¢,

C,(&-A)-R,M,, =—R,D} sing,
ktery Ize dale zjednodusit zavedenim téchto transformaci soutadnic

@—A M,

X = . :——,
R, Y D

(5.190)

do tohoto tvaru

X=cos@,
. (5.191)
xcotgS+y=—sing,
kde veli¢ina & predstavuje fazové posunuti poruchové slozky momentu motoru M v Vvzhledem na

poruchovou slozku uhlové rychlosti motoru @ . Kvadratickym umocnénim rovnic (5.191) a jejich
sectenim dostaneme nasledujici algebraickou rovnici
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(I+cotg”’ )x° +y° +2xycotg$—1=0, (5.192)
ktera je specidlnim piipadem obecné algebraické rovnice druhého stupné ve tvaru

a, x’+2a,xy+a,,y’ +2a,x+2a,,y+a; =0, (5.193)

pro tyto hodnoty koeficientl

a,=1+cotg’ 9, a,=coig¥, a,=I, (5.194)

a;=0, a,; =0, a;; =—1.
Z algebraické teorie kiivek je zndmo, ze obecnou algebraickou rovnici druhého stupné ve tvaru
(5.193) jsou matematicky vyjadieny vSechny kuzelosecky, pficemz o typu kuzeloseCky rozhoduje,
jakych hodnot nabyvaji invarianty kiivky druhého stupné 6,, 0, a J,, viz. tab.c.1.

0,#0 0,=0
sttedové kuzelosecky nestfedové kuzeloseCky
0,>0 0,<0
0;0,<0
0;#0 realnd elipsa
vlastni hyperbola parabola
kuzelosecky 0;0,>0
imaginarni
elipsa
dvojice protinajicich se primek dvojice rovnobézek
0,=0 ,
) a;;—4a; ds;
nevlastni ) L
kuzelosecky 1m;3§,g1narn1 realné piimky >0 =0 <0
piimky S ot |
dvé rizné dvé splyvajici | dveé imaginarni
rovnobézky rovnobézky rovnobézky

Tab.¢.1. Typ kuzelosecky v zavislosti na hodnotach invariantd 6, , 8, , J; kiivky druhého stupné.

Hodnoty invariantii kfivky druhého stupné 6,, 6,, o, jsou dany vyrazy

a;; d; dg
5 =a, + P L T
;=4 Ty, 2= ) 3= |4 4y Ay
a;, a4

;3 Ay A

coZ v naSem piipad¢ dava
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5, =2+cotg’ 9, 6,=1, &,=-1. (5.195)
Uvézime-li nyni, Ze plati

0,>0, 6,>0, 0,<0, 0,0,<0,
potom z tab.C.1 vyplyva, Ze algebraicka rovnice (5.192) je implicitni rovnici redlné elipsy. To tedy

znamena, ze ustdlena odezva pohonové soustavy na harmonicky budici signal, popsana parametric-
kymi rovnicemi (5.191), ma v soufadnicovém systému (0, x,y), z hlediska topologické klasifi-

kace trajektorii, vzdy tvar sttedové kuzelosecky, a to redlné elipsy. Jelikoz transformacni rovnice
(5.190) predstavuji posunuti soufadnicového systému (0, @, M v ), je thned zfejmé, Ze ustdlena
odezva pohonové soustavy mé v soufadnicovém systému (0, @, M ) také tvar elipsy, avSak stfed

této elipsy jiz nelezi v pocatku soufadnic.

a) y A b) v A

Obr.87. Pootoceni soufadnicového systému a), trajektorie ustalené odezvy v pootocenych souradnicich b).

Pro podrobnéjsi analyzu tvaru trajektorie ustalené odezvy pohonové soustavy v soufadnicovém
systému (0, x,y), si pfevedeme algebraickou rovnici (5.192) do normalizovaného tvaru. Toho
docilime zavedenim nového soufadnicového systému (0, &£, 77), ktery je vSak oproti plivodnimu
soufadnicovému systému (0, x,y) pootocen o thel « (viz. obr.87a), jehoz hodnotu stanovime
pomoci nasledujiciho vyrazu

2a, 2

tg 200 = = =21g9
g o —a, cogs ¢ (5.196)

Uvazime-li vSak, Ze pro hodnotu fazového posunuti ¢ mezi poruchovou slozkou momentu motoru

M w aporuchovou sloZkou thlové rychlosti motoru @ plati
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M

D
tg=—_—,

M
1

pak po dosazeni tohoto vztahu do (5.196), spolu s vyjadienim veli¢in C, a D, pomoci vztahli

(5.188), dostaneme pro hodnotu tthlu & rovnici

A

Ired 0)0
B
lg 20==2 NI (5.197)
ﬂ[z_ﬂZZ /Bzz_ﬂzM Rz—i—é I+ /Bzz_ﬂzM R?
z Z pZ M0 Z _ pM 0
ﬂi 183 IBI ﬂ] 4 IBI ﬂ]
Zavedenim novych soufadnic &, 7 (viz. obr.87a)
x=&cosa—nsina,
5.198
y=&sina+ncosa, ( )
ptejde rovnice (5.192) do tvaru
2 2
%+Z—2=1, (5.199)

coz je kanonicky tvar rovnice elipsy v tzv. normalni poloze, tj. elipsy jejiz stied lezi v pocatku
soufadnicovém systému (0, &, 17)a jejiz poloosy splyvaji se soutadnicovymi osami & a 7 (viz.

obr.87b), pricemz pro délku téchto poloos plati vztahy

2 M 2
+i + C’M 4+ ,
2 2D,

-0,5
2 2
1+£ | _¢& 4+
M M
2 D, 2D,

Tvar elipsy v souradnicovém systému (0, &, ) zavisi na velikostech jednotlivych poloos, jak je

-0,5
M

Cl
M

DI

cM

a=< 1
D/

(5.200)
cM
DY

b=

patrné z obr.88, pfi¢emz poloosa o vétsi, resp. mensi velikosti se oznacuje jako hlavni, resp. jako
vedlejsi poloosa elipsy. Ze vztahii (5.200) pro vypocet velikosti jednotlivych poloos elipsy vyplyva,
7ze a> b, tzn. hlavni poloosa splyva se soufadnicovou osou & (viz. obr.88b), tehdy a jen tehdy, je-li

pomér amplitud prvnich harmonickych slozek poruchové slozky momentu motoru M v Zaporné

¢islo. Neni-li tato podminka splnéna, tj. pomér amplitud prvnich harmonickych slozek poruchové
slozky momentu motoru je ¢islo kladné, potom plati @ <b a hlavni poloosa elipsy splyva s osou
soufadnic 7 (viz. obr.88a). Schématicky miizeme tedy vySe uvedenou skute¢nost zapsat takto

M a jehlavnipoloosa elipsy,
<0 = a>b = { ) o )

; b je vedlejsipoloosa elipsy,
M je vedlejsipoloosa elipsy,
1M>0:>a<b:>{aJV IStp psy

1

b je hlavni poloosa elipsy .
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a) v A b) y A

Obr.88. Tvar elipsy v zavislosti na velikosti jejich poloos: a) ptipad » > a, b) ptipad a > b.

Provedeme-li vzajemny soucin velikosti jednotlivych poloos elipsy, definovanych vztahy (5.200),
pak zjistime, ze plati

-0,5

2
x] I+= = (5.201)

-0,5

272 2
=4 I1+— ] =1,
D

tzn. Ze soucin poloos elipsy, jakozto trajektorie ustdlené odezvy pohonové soustavy na harmonicky

budici signal v soufadnicovém systému (0, x, vy ), je vidy identicky roven jedné a neni zavisly na
hodnotach parametrti pohonové soustavy. Diisledkem identity (5.201) je také skutecnost, ze plosny
obsah elipsy, ktery je dan vzorce S =7 ab, je v soufadnicovém systému (0, x, y), pro libovolné

hodnoty parametrii pohonové soustavy, vzdy roven hodnoté 7.

Znazornime-li si graficky pribéh trajektorie ustalené odezvy pohonové soustavy na harmonické
buzeni v soufadnicovém systému (0, x, y), obdrzime situaci uvedenou na obr.89, kde jsou také
zakdtovany soutadnice vyznacnych bodu této trajektorie, kterych lze s vyhodou vyuzit pii identifi-
kaci parametrii pohonové soustavy. Pro soutfadnice téchto vyznacnych bodu plati

, xB:ib|sina , yB:ib|cosa

xA:ia|cosa, yA:ia|sina ) (5.202)
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'X:O:i 1 s yOZi ] 5
\/(asina)2+(bcosa)2 \/(acosa)2+(bsina)2
(5.202)
xmax:i\/(acosa)2+(bsina)2 , ymaxzi\/(asina)2+(bcosa)2 ,
y== MMR
rea a)
d 00 )\
. X0 . X4 o
n \ &
A 4
A
B
Yo
Y4
[04
Y . Y >
A A S5_A
X =
R()
VB
ymax
B Y
A
7 |
. Xmax = | XB _

Obr.89. Vyznacéné body na trajektorii ustalené odezvy pohonové soustavy.

kde a, b jsou velikosti poloos elipsy, které jsou definovany vztahy (5.200). Ze vztaht (5.202) je
thned zfejmé, Ze mizeme psat

Xo Voar =25 X0, ¥, =%, (5.203)
tj. sou¢in soufadnice x, priseciku elipsy s osou x a jeji maximalni hodnoty y,  ve sméru soufad-
nicové osy y, resp. soucin soufadnice y, priseciku elipsy s osou y a jeji maximalni hodnoty x,

ve sméru soufadnicové osy x je vzdy v absolutni hodnot¢ roven jedné.
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Poznamka : Jelikoz struktura vztaht (5.200) az (5.203), popisujicich kvalitativné i kvantitativné
trajektorii ustalené¢ odezvy pohonové soustavy na harmonicky budici signal, velmi siln¢ zavisi na
pouzité teoretické metod¢ analyzy dynamickych vlastnosti pohonovych soustav, lze oc¢ekavat, ze
vztahy (5.200) az (5.203) budou zakladnim ,,prubifskym kamenem* pouzité teoretické metody, a to
bud’ v zéavislosti na vysledcich numerickych simulaci, nebo na zdklad¢ kvantitativnich udajt
stanovenych z experimentalné stanovené trajektorie ustdlené odezvy pohonové soustavy na harmo-
nicky budici signal.

5.4. Prechodové déje v pohonové soustavé

Dulezitou soucasti analyzy dynamickych vlastnosti pohonovych soustav je i problematika pte-
chodovych déji, zejména pak otdzka doby potifebné k rozbéhu nebo zastaveni dané pohonové sou-
stavy, coZ ma vyznam jak z hlediska ekonomického a technologického, tak také z hlediska vySetio-
vani negativnich u€inki na okolni prostiedi pfi havarijnich stavech pohonovych soustav.

Pti analyzéach ptechodovych déji probihajicich v pohonovych soustavach, zejména pak v etapé
jejiho konstrukéniho navrhu, vychdzime z pohybovych rovnic modelové soustavy pohonu ve tvaru
(5.1). Uvazime-li nyni, ze v pfevazné vétsiné praktickych aplikaci nabyvaji poruchové (oscilujici)
slozky redukovaného momentu setrvacnosti, statické momentové charakteristiky motoru a zatézu-
jictho momentu pracovniho stroje faddoveé mensi nez jejich centrované slozky, pak plati

Ly>>1,,(9), My(p)>M(0,0), M,(9)>M,(0,p),

a vztahy (4.2) miizeme zapsat ve tvaru

A
~
~

red

[ 4T : T
Ired(¢)zlred+Ired(¢):Ir€d|:]+ re;(¢)j|
red

N M,s(9.9) .
MMS , :MMS ]++ zMMS , 5.204
(9,9) (¢>){ M. () } (@) ( )
My (9.¢)
M,(¢)

tj. jako funkce, které zavisi pouze na hodnotach thlové rychlosti vystupniho hfidele motoru. Pouzi-
jeme-li vyse uvedeného ptedpokladu v pohybovych rovnicich (5.1), dostaneme soustavu diferenci-
alnich rovnic 1.fadu ve tvaru

Ireda'):MM(t)_MZ(a)) s

MZ<¢,¢)=MZ<¢>{1+ }Mz(m,

: (5.205)
T, M, (t)+M,(t)=M,,(®) ,
kde byla zavedena substituce
0=¢, O=§. (5.2006)
Upravou prvni rovnice (5.205) dostaneme nésledujici vyraz pro neznamou M,
M, (1)=1,0+M,(®), (5.207)
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Jejiz ¢asovou derivaci obdrzime
Z( ) )

MM(t):Ireda”)-i_
do

5

coz po dosazeni do druhé rovnice (5.205) dava

I [,Wsz(w)TM}MMZ(w)—MM(w):O’
TMIred da)

o+

(5.208)

TM 1 red
tj. jednu obyc¢ejnou nelinedrni diferencialni rovnici 2.fadu, kterd popisuje pirechodové d¢je probiha-
jici v pohonové soustavé vzhledem k proménné @ (tthlové rychlosti vystupniho hiidele motoru).

5.4.1. Doba rozbéhu pohonové soustavy

Pii1 vySetfovani doby rozb¢hu ¢, pohonové soustavy musime vychdzet z pohybové rovnice
(5.208), ktera je vSak nelinearni diferencialni rovnici 2.fadu. Jelikoz nalezeni feseni této rovnice
v uzavieném tvaru neni mozné, pokusime se nalézt alespon ptiblizné feseni, které by bylo dosta-
te¢né presné jak z hlediska kvantitativniho, tak také z hlediska kvalitativniho, pficemz jako nejrych-
lejsi cesta k tomuto cily se jevi zanedbani dynamickych vlastnosti hnaciho motoru, reprezentova-
nych ¢asovou konstantou motoru 7, , tj. polozenim z,, =0.

Dftive nez ptistoupime k pfibliznému feseni pohybové rovnice (5.208), tj. odvozeni vztahu pro
dobu rozbéhu ¢, pohonové soustavy, za predpokladu zanedbani dynamickych vlastnosti hnaciho
motoru, stanovime si podminky, za kterych je tento pfedpoklad opravnény. Za tim tcelem vyjdeme
z dynamické charakteristiky motoru, definované druhou rovnici v soustavé (5.205), ve které polo-
zime M, (@,9)=1, takze

T, M, (t)+M, (t)=1, M,(0)=0, (5.209)

tj. budeme vySetfovat ¢asovy priabéh momentu motoru pti odezvé na jednotkovou skokovou funkei.
Reseni rovnice (5.209) pii odpovidajici poateéni podmince ma tvar

MM(t)zl—exp(—i], (5.210)
jehoz grafické znazornéni je uvedeno na obr.90. V Casovém okamziku ¢=7,, nabyvd moment
motoru hodnoty

M, (r,)=1-e '~0,632,
takZe dosahuje 63,2 % své hodnoty v ustaleném stavu, tzn. Ze plati

M, (7,)=0,632 ZZZMMU) (5.211)

Sestrojime-li nyni pifimku m (¢) prochdzejici poc¢atkem a protinajici jednotkovou skokovou funkci

v Case ¢t =7,,, Ize pro ni odvodit nasledujici funkéni pfedpis
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My (1) ) ,m(t)

Iy ~0,632

~Y

0 by

0br.90. Casovy pribéh momentu motoru pii odezvé na jednotkovou skokovou funkci

t
m(t)=k, t=— = k =—. (5.212)

(Y Ty

Uvézime-li nyni, Ze smérnice tecny k ¢asovému pribéhu momentu motoru M, (¢) je dana nasle-

M:Lexp[_LJ

dt Ty

dujicim vyrazem

tj. exponencialné klesa s rostoucim Casem, pak v ¢ase ¢ =0 nabyva své maximalni hodnoty

{dMMU)} _ 1

T : (5.213)

Tm

kterd je totozna s hodnotou smérnice pifimky m (¢ ), coZ znamend, ze pitimka m (¢ ), dana funkénim
predpisem (5.212), pfedstavuje tecnu k asovému priitbéhu momentu motoru M ,,(¢) vbodé ¢=0.
Z toho tedy vyplyva, Ze te¢na k ¢asovému pribéhu momentu motoru M, (¢), pii jeho odezvé na
jednotkovou skokovou funkci, nabyva jednotkové hodnoty v €ase ¢ =r,,, pficemz v tomto ¢asovém
okamziku je hodnota momentu motoru rovna 63,2 % své ustalené hodnoty (viz. vztah (5.211)). To
znamena, ze ¢asova konstanta motoru rz,, piedstavuje charakteristickou dobu odezvy motoru a je

tedy vyznamnou charakteristikou motoru, specifikujici jeho dynamické vlastnosti pti pfechodovych
jevech probihajicich v motoru. Na zaklad¢ vysSe uvedeného rozboru dynamickych vlastnosti motoru
muzeme tedy pfistoupit ke stanoveni podminek, kdy lze pii vySetfovani ptechodovych jevl probi-
hajicich v pohonovych soustavach dynamické vlastnosti motoru zanedbat. Za tim ucelem vyjdeme
z rovnice (5.210), popisujici odezvu motoru na jednotkovou skokovou funkei, pficemz s ohledem
na asymptotické vlastnosti této rovnice (odezva motoru dosahne své ustalené hodnoty za nekonecné
dlouhy ¢asovy interval) pokladejme pfechodovy déj za ukonceny v takovém casovém okamziku ¢,

ve kterém odezva motoru na jednotkovou skokovou funkci dosdhne 95 % své ustalené hodnoty, tj.
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M, (t,)=0,95 lim M, (t)’

coz po dosazeni do (5.210) dava rovnici

ZL0 ZL0

M, (t)=1-exp| —— | = 095=1-exp| —— |,

Tm Tm

jejimz feSenim obdrZime pro hodnotu ¢, nasledujici vyraz
t,=1,In20 =3r,,, (5.214)

z néhoz vyplyva, ze odezva motoru na jednotkovou skokovou funkci nabyva z praktického hlediska
své ustalené hodnoty v ¢ase rovnajicim se trojnasobku ¢asové konstanty motoruz,, , tj. pFechodové
déje probihajici v motoru lze 7 praktického hlediska povaZovat za ukoncéené po uplynuti ¢asového
intervalu rovnajicimu se trojndsobku velikosti Casové konstanty t,, .

Ptfedstavme si, ze zndme Casovy prubeh thlové rychlosti @ (¢) vystupniho hiidele motoru
béhem doby ¢, trvani piechodového déje pohonové soustavy, potom rozdélime-li celkovou dobu ¢,
trvani pfechodového déje na deset intervaltl o délce 7, (. ¢, =10 t,) mizeme s dobrym pfibli-
zenim predpokladat, Ze béhem jednoho ¢asového intervalu z, se méni thlova rychlost @ linearné

s Casem ¢ a také statickd momentova charakteristika motoru linedrné zavisi na uhlové rychlosti @
(cely postup je schématicky zndzornén na obr.91). To tedy znamend, ze béhem tohoto jediného
casového inter-valu te(¢,, t,,,)=(t,, t,+t,)=(0, t,) je Casova zména momentu motoru vyjadiena

pomoci dyna-mické momentové charakteristiky (viz. druha rovnice soustavy (5.205)), kde vSak na
pravé stran¢ této rovnice je misto statické momentove charakteristiky motoru pouze konstanta, ktera
je rovna velikosti momentu motoru na konci tohoto casového intervalu, tj.

TMMM(t)+MM(t):Mi+19 M, (0)=M, (5.215)
pticemz M, =M, (w,), resp. M,,, =M ,(®,,,) je velikost momentu motoru na zacatku, resp. na
konci tohoto ¢asového intervalu. Vztah (5.215) nam tedy definuje rovnici pro uréeni odezvy motoru

na jednotkovou skokovou funkei o zesileni M.

ResSenim rovnice (5.215), napt. metodou variace konstanty, dospéjeme k vyjadieni ¢asové odezvy
motoru na skokovou funkci ve tvaru

t
M, (t)=M,,-AM, exp(——j, (5.216)
TM
kde AM, =M, ,-M,=M (o, ,)-M, (o, vyjadiuje pfirGstek momentu motoru béhem tohoto
¢asového intervalu te (¢, t,,,)=(t,, t, +t,) = (0, t,) .Casovy priibéh feseni (5.216) je zndzornén na
obr.63 a je prakticky totozny s ¢asovym pribéhem momentu motoru pii odezvé na jednotkovou
skokovou funkci, coz je pochopitelné, uvédomime-li si, Ze rovnice (5.216) vyjadiuje Casovy prabch
momentu motoru pti odezve také na jednotkovou skokovou funkci avSak se zesilenim o velikosti
M,,,. Vezmeme-li nyni v Givahu diive zji§t€ény poznatek, Ze pfechodové déje probihajici v hna-

cim motoru jsou z praktického hlediska ukonceny po uplynuti ¢asového intervalu rovnajicimu se
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trojnasobku velikosti ¢asové konstanty 7,, motoru (viz. vztah (5.214)), potom pro velikost ¢asové

konstanty motoru 7,, musi platit nasledujici podminka

t,231,

= t,2307,,

(5.217)

kterou miizeme povazovat za jisté¢ kvantitativni kritérium zanedbatelnosti dynamickych vlastnosti
hnaciho motoru pii vysetfovani prechodovych déji probihajicich v pohonovych soustavach.

A M A
____________________ ___
Wi+] Me i ]
i M i
i+l |
M,
w; . M(0)
0 t ; it . tr ,t 0 w; @O oy, w
My (1) A /,m(f)
My 1)-———————————————————/9/—/ —————————————————————————————————————————————
My (t
0,632 AM; A ()
> 0,865 AM, ;- 0.95 MM
AM; = Mys) — M,
M, & >
0 (27 2Ty 3ty t

Obr.91. K vysvétleni podminek zanedbatelnosti dynamickych vlastnosti hnaciho motoru.

Ptedpokladejme nyni, Ze podminka (5.217) je splnéna (tj. dynamické vlastnosti hnaciho motoru
maji zanedbatelny vliv na celkovou dobu trvani pfechodového déje), pak mizeme s velmi dobrym
priblizenim polozit

My (t)=M (o),
coz po dosazeni do (5.205) dava zjednodusenou pohybovou rovnici ve tvaru

Il ,0=M,(0)-M,(®),

kterou si separaci proménnych pfevedeme na tzv. kanonicky tvar
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do__dt

—= ) 5.218
MV(a)) Ired ( )

kde M,(w)=M,(®)-M,(w) je tzv. vysledna staticka momentova charakteristika pohonové

soustavy, kterd je definovéana jako rozdil statické momentové charakteristiky motoru a pracovniho
stroje. Je ziejmé, ze 1 v tomto ptipadé, kdy diferencialni rovnice (5.218) je pomérné velmi jedno-
duchd, je mozné nalézt feSeni v uzavieném tvaru pouze pro dosti omezenou tfidu funkci M, ().

Z tohoto diivodu budeme fesit rovnici (5.218) pfibliznym zpisobem tak, Ze ptivodni tvar statické
momentové charakteristiky pohonové soustavy nahradime jeji vhodnou aproximaci, kterd jiz
umozni ptimé feseni rovnice (5.218) a tedy stanoveni doby rozb&hu pohonové soustavy. My se
v této praci omezime pouze na aproximaci kvadratickou, jejiz zdkladni princip je zaloZen na zacho-
vani vykonového toku pohonovou soustavou béhem doby trvani piechodového déje a na shodnosti
funk¢énich hodnot pivodni a aproximované statické momentové charakteristiky pohonové soustavy
ve vybranych bodech. Pii aproximaci skute¢né vysledné statické momentové charakteristiky
pohonové soustavy jeji kvadratickou zavislosti, kterda mé& v obecném ptipad¢ tfi nenulové
koeficienty, tedy pozadujeme, aby tato kvadraticka zavislost spliiovala nasledujici tfi pozadavky :

»  statickd momentova charakteristika pohonové soustavy a jeji kvadraticka aproximace naby-
vaji totoznych hodnot v bodech w =0 a @ =w®,, pficemZz w, je thlova rychlost vystupniho
htidele motoru v rovnovazném stavu pohonové soustavy,

»  vykonovy tok pohonovou soustavou béhem doby trvani piechodového déje musi byt pro
skute¢nou vyslednou statickou momentovou charakteristiku a jeji kvadratickou aproximaci
stejny, tj. plocha pod skutecnou vyslednou statickou momentovou charakteristikou a jeji
kvadratickou aproximaci, jenZ je omezena hodnotami @ =0 a @ = ®,, bude v soufadnicovém

systému (0, @, M) totozna.

Vyse uvedené tfi pozadavky, kladené na kvadratickou aproximaci skute¢né statické momentové
charakteristiky pohonové soustavy, maji velmi ndzornou geometrickou interpretaci, ktera je
uvedena na obr.92.

MV MV

kvadraticka aproximace skute¢na charakteristika

Y

Obr.92. Princip kvadratické aproximace statické momentové charakteristiky pohonové soustavy.
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Odvod’me si nyni vztahy pro kvadratickou aproximaci vysledné statické momentové charakteristiky
pohonové soustavy. Predpoklddejme, bez Gjmy na obecnosti, ze vyslednd staticki momentova
charakteristika pohonové soustavy ma prib¢h nakresleny na obr.92. Kvadratickou aproximaci této
charakteristiky predpokladame ve tvaru

M, (w)=a,0°+a,0+a,, (5.219)
kde nezndmé konstanty a,, a, a a, stanovime na zdklad€ vySe uvedenych pozadavki, které

muizeme matematicky zapsat takto

L wo=0: M,(0)=M,,
1. w=0,: M,/ (0,)=0,

) ) (5.220)
1. R(0)=F(a): | M (w)do=|H,(0)do,

0 0

kde M, je hodnota vysledné statické momentové charakteristiky pohonové soustavy v bodé¢ @ =0,
tj. M,(0)=M,, pticemz veli¢ina B,(®,), resp. P,(w,) predstavuje vykonovy tok pohonovou
soustavou béhem piechodového déje pro skutecnou vyslednou statickou momentovou charakteris-
tiku pohonové soustavy, resp. pro kvadratickou aproximaci této statické momentové charakteris-
tiky. Dosazenim vztahu (5.219) za kvadratickou aproximaci statické momentové charakteristiky
pohonové soustavy do podminek (5.220), dostaneme pro nezndmé koeficienty a,, a, a a, tento

systém linedrnich rovnic

M,(0)=a,=M,,
M,(o)=a,0; +a,0,+a, =0,

I Z\7,,(a))da)Eéaza)03+éa1a)02+a0a)0 :J‘ M,(o)dow=P(w,),
0 0

jehoz feSenim obdrZime pro koeficienty a,, a, a a, nasledujici vyrazy

a,=M,,

6 “j AM, _3P(w)-M,o
a,=— | M,(0)do——"L=2"—"1L"2 00,
ot y(@) o, Py (5.221)
3M,

M,w,-2F, (w,)
a)oz 3 >

@y

a,

—ijj M, (@)do=3
a)o 7

¢imz je kvadratickd aproximace (5.219) vysledné statické momentové charakteristiky pohonové
soustavy jednoznaéné urcena.
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Dobu rozb¢hu ¢, pohonové soustavy pak stanovime feSenim diferencialni rovnice (5.218), do které
vSak dosadime misto statické momentové charakteristiky pohonové soustavy M, (@) jeji kvadra-
tickou aproximaci M, (@) danou vyrazem (5.219), tj. feSenim rovnice

t

T L =j i (5.222)

) a,+a,0+a,w . 1.,

Uvézime-li nyni, Ze plati

2
3P (w,))—M,w
Vv 02 0 0:| >0’

2 _
a; —4aya,=4
w,

potom po integraci rovnice (5.222) dostavame

Ja' —4a,a, ‘I 2a,w+a,—+ af —4a,a, a,++ a —4 a0a1|
Lred 2a2a)+a1+\/ a’—4a,a, a]—\/ a’—4a,a,

b

odkud po dosazeni za jednotlivé veli¢iny a elementarnich Gpravach obdrzime

3F (w,)-M,w, o

£ 2+3 i
_ (@) 0% D (5.223)
3B, (w,)-M,w, J—
@,
kde veli€ina E, (®,) je ddna vyrazem
1
Ey(w,)) = 5 Lo (5.224)

a predstavuje nam kinetickou energii pohonové soustavy v rovnovazném stavu.
Provedeme-li ve vztahu (5.223) limitni pfechod @ — @,, potom pro dobu rozb&¢hu ¢, pohonové
soustavy plati

3P (w,)-M,w, o

£ 2+3 v,
t, = lim « (@) In 0% @y — o,
o=o 3R (0,)-M,, -2
W,

coz znamena, ze rovnovazného stavu @ (¢ ) = w, dosdhne pohonovéa soustava za nekonecn¢ dlouhy

casovy interval, tj. pro ¢t — . V praktickych ptipadech vSak pohonova soustava dosdhne rovno-
vazného stavu béhem kone¢ného Casového intervalu a proto byla zavedena nasledujici konvence :
Rozb¢h pohonové soustavy povazujeme prakticky za ukonceny v okamziku, kdy thlova rychlost
vystupniho hiidele motoru dosahne 95 % hodnoty pozadované uhlové rychlosti @, rovnovazného

stavu pohonové soustavy. Zavedeme-li si na zéklad¢ této konvence pomérny koeficient vzdalenosti
o okamzité hodnoty thlové rychlosti @ (¢) od hodnoty uhlové rychlosti @, v rovnovazném stavu

pomoci vztahu

Strana ¢. 177



Uvod do vypo¢tového modelovani pohonovych soustav

w,—o(t
o= ”—(), (5.225)
@,
potom pii uko¢eném prechodovém déji plati
w,-0950, 1

s o 20 (5.226)

S vyuzitim pomérného koeficientu ¢, definovaného rovnici (5.225), 1ze vztah (5.223) pro vypocet
doby trvani ptechodového déje v pohonové soustave psat ve tvaru

i|:2+33PV(w0)_M()a)0 (1_5):|
o M

0@y

Ey(w,)

= -In
3B (w))-M,w,

, (5.227)

odkud na zakladé konvence (5.226) obdrzime pro dobu rozb&hu ¢, pohonové soustavy vyraz

Ey(w,) .In 1 |:2+33PV((0())_M()(0() (1_595)}

R

_3PV(0)())_M()0)() Ogs M,w,
(5.228)
— EK(O)()) .In 40+573PV(0)())_M()0)0 ,
3B (w)-M, o, M, o,

ktery poskytuje pomérné velmi dobré kvantitativni vysledky, jak je ukazéno v praci [79].

Poznamka : Jelikoz v soucasné dobé¢ je nejcastéji pouzivanym motorem asynchronni elektromotor,
jehoz statickd momentova charakteristika je popsana Klossovou rovnici

2M1< (a)S_a)K)(a)S_a))

Ms(w)= (0y—0) (0 —-0) (5.229)
kde : Mg ... kriticky (maximalni) moment,
O ... kriticka uhlova rychlost,
@ ...... synchronni thlova rychlost motoru,
o ... okamzita uhlova rychlost motoru,

pfi¢emz pro synchronni thlovou rychlost @y a ¢asovou konstantu 7,, motoru plati

W :2_77 f, T, :;,

p p(og-a)
kde p je pocet polovych dvojic motoru a kde f je frekvence napéjeciho napéti statoru. Vykon
P, (w,) asynchronniho motoru, ktery potfebujeme pro vypocet koeficientdl a,, a,, a, kvadratické
aproximace, mizeme geometricky interpretovat v soufadnicovém systému (0, @, M ) jakozto

obsah plochy pod statickou momentovou charakteristikou motoru, tj.

@y

Py(@)= [ M) do,

0
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coz po dosazeni dava

2My (05 —o) (0;—0)

do,
(05 —0g)’ +(0;-0)’

ﬂAww=T

odkud po integraci obdrZime pro vykon P, (@,) asynchronniho motoru vyraz

2 2
o5 +(0g -0, )

P, (w)=M, (o, -w,) In , 5.230
M( 0) K( N K) (G)S—a)o)2+(a)s—a)1<)2 ( )
ktery v§ak mizeme psat také v tomto jednodussim tvaru
1+87
PM(wo):MKSK (OF lnﬁ, (5231)

kde S, resp. S, je tzv. kriticky skluz asynchronniho motoru, resp. skluz asynchronniho motoru
v rovnhovazném stavu, pfi¢emz plati
O3 —@ Os—@ @
Sg=——"r=1-—F, §=——T=1-—. (5.232)
Wy W Wy Wy

Uvézime-li nyni, Ze zavislost odporového zatézujiciho momentu pracovniho stroje na uhlové rych-
losti pfi jednosmérném otaceni 1ze pomérné presné vyjadrit vztahem

X
MZ(a))zMT+(MN—MT)(£J : (5.233)
N
kde : M, ... zatézujici moment pii nominalni thlové rychlosti w,,,
M, ... moment tfeni v klidu,
@y oo nominalni thlova rychlost,
D ...... okamzita uhlova rychlost,
X ... exponent urcujici mechanickou charakteristiku zatiZzeni (nemusi byt celé ¢islo),

potom pro piikon P,(®,) pracovniho stroje, ktery také pottebujeme znat pro vypocet koeficienti

a,, a, a a, kvadratické aproximace statické momentové charakteristiky pohonové soustavy, plati
P(0y)= [ M,(0)do.
0

coz po dosazeni za zatéZujici moment M, (@) ze vztahu (4.233) a nasledné integraci, pro piikon

P,(w,) pracovniho stroje dava vyraz

X

M, —-M 10)

P(w,)= A1T+__?IGEJL(Z:L] ®,. (5.234)
N

Na zékladé znalosti statickych momentovych charakteristik a vykonu, resp. ptikonu motoru, resp.
pracovniho stroje pak obdrzime pro vysledny moment vztah
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2 My (05— o) 0 _

M, =M, (0)=M,;(0)-M,(0)=

((‘)S_(‘)K)Z"'a)s2 v

a pro vysledny vykonovy tok pohonovou soustavou vztah
F(w,) =P, (o) -F,(w,) =

X
1+87 M,-M
=M, S, o ll/l;_—SKz— M+ = 0L,
S, +8¢ I+ X @y

které mizeme vyuzit pfi vypoctu koeficientll a,, a,, a, kvadratické aproximace (5.219).

5.4.2. Doba zastaveni pohonové soustavy

Stanoveni doby zastaveni pohonové soustavy ma prakticky vyznam zejména v téch pripadech,
kdy hnaci motor pfestane z né¢jakého diivodu (napt. vypadek elektrické energie, znic¢eni spojovacich
elementt apod.) dodavat pottebny vykon pracovnimu stroji k zajisténi jeho pozadovaného provoz-
niho (rovnovazného) stavu a je tedy nutné dany pracovni stroj uvést co nejrychleji do klidového
stavu bez zbyte¢ného ohroZeni vnéjsiho okoli. Jedna se tedy o problém kdy na pohonovou soustavu
nepusobi zddny hnaci moment, coZ znamend, Zze pohonova soustava je vystavena piisobeni pouze
brzdného momentu nebo pouze zatézujiciho momentu pracovniho stroje ptipadné jejich kombinaci.
Z toho tedy vyplyva, Ze pohybové rovnice (5.205) se zjednodusi do tvaru

Ly ®=-My(0)-M;(@), (5.235)
kde M (w) je brzdny moment a kde M ,(w) je zatéZujici moment pracovniho stroje (staticka
momentova charakteristika pracovniho stroje), pficemz brzdny moment M ,( @) si mizeme vyjad-
fit v nasledujicim tvaru

My(o)=m,+m,o+m,o", (5.236)
tj. jako soucet tii slozek, pficemz mizeme konstatovat, Ze :
>  konstantni slozka m, vyjadiuje slozku brzdiciho momentu, kterd ma charakter Coulombova

(suchého) tteni,
»  linearni slozka m, ® vyjadfuje slozku brzdiciho momentu, kterd ma charakter kapalinného
tfeni,
>  kvadratickd slozka m,®’ vyjadfuje slozku brzdiciho momentu, ktera ma charakter odporu
téles pii pohybu tekutinami.
Separaci proménnych v rovnici (5.235), pfevedeme tuto na tzv. kanonicky tvar
do _ dt
M (o) o red

, (5.237)

kde M. (o)=M(w)+M,(®) je tzv. vysledny brzdny moment pohonové soustavy, ktery je

definovén jako soucet statické momentové charakteristiky pracovniho stroje a brzdného momentu
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pusobiciho na pohonovou soustavu. Ztejmé i v tomto ptipadé, kdy diferencialni rovnice (5.237) je
pomérné velmi jednoduchd, je mozné nalézt feSeni v uzavieném tvaru pouze pro dosti omezenou
tiidu funkci M .(@) . Z tohoto ditvodu budeme fesit rovnici (5.237) pfiblizné, a to tak, Ze piivodni

tvar vysledného brzdného momentu pohonové soustavy nahradime jeji vhodnou aproximaci, ktera
JiZ umozni pfimé feSeni rovnice (5.237) a tedy stanoveni doby zastaveni pohonové soustavy.
Analogicky jako v pfipadé vySetfovani doby rozbéhu pohonové soustavy, se pfi feSeni doby zasta-
veni pohonové soustavy omezime na kvadratickou aproximaci vysledného brzdného momentu
pohonové soustavy, jejiz zakladni princip je zaloZen na zachovéani vykonového toku pohonovou
soustavou béhem doby trvani pirechodového déje a na shodnosti funkénich hodnot pivodni a
aproximované¢ momentové charakteristiky vysledného brzdného momentu pohonové soustavy ve
vybranych bodech.

Pfi aproximaci momentové charakteristiky vysledného brzdného momentu pohonové soustavy
jeji kvadratickou zavislosti, ktera ma v obecném ptipadé tii nenulové koeficienty, tedy pozadujeme,
aby tato kvadraticka zavislost spliiovala nasledujici tf1 pozadavky :

»  momentova charakteristika vysledného brzdného momentu pohonové soustavy a jeji kvadra-
tickd aproximace nabyvaji totoznych hodnot v bodech w =0 a o = w,, pficemz ®, je Gthlova
rychlost vystupniho hiidele motoru v rovnovazném stavu pohonové soustavy (z tohoto stavu
dochazi k zastavovani pohonové soustavy)

»  vykonovy tok pohonovou soustavou béhem doby trvani piechodového déje musi byt pro
momentovou charakteristiku vysledného brzdného momentu a jeji kvadratickou aproximaci
stejny, tj. plocha pod momentovou charakteristikou vysledného brzdného momentu pohonové
soustavy a jeji kvadratickou aproximaci, jenZ je omezena hodnotami @ =0 a @ =w®,, bude

v soufadnicovém systému (0, @, M ) totozna.
Vyse uvedené tii pozadavky, jenz klademe na kvadratickou aproximaci momentové charakteristiky

vysledného brzdného momentu pohonové soustavy, maji velmi nazornou geometrickou interpretaci,
ktera je uvedena na obr.93.

Mc

A kvadratické aproximace Mc A vysledny brzdny moment

Obr.93. Princip kvadratické aproximace vysledného brzdného momentu pracovniho stroje.
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Odvod'me si nyni vztahy pro kvadratickou aproximaci momentové charakteristiky vysledného
brzdného momentu pohonové soustavy. Pfedpokladejme, bez ujmy na obecnosti, Ze momentova
charakteristika vysledného brzdného momentu ma pribeh nakresleny na obr.93. Kvadratickou
aproximaci této charakteristiky predpokladame ve tvaru

M. (w)=b,0’ +b,o+b,, (5.238)

kde neznamé konstanty b,, b, a b, stanovime na zdkladé vySe uvedenych pozadavki, které

muizeme matematicky zapsat takto

L o=0: M. (0)=M.(0),
1. w=0,: MJ(0,)=M. (o),

N . (5.239)
I1I. Pc(a)())zl_)c(a’o): _[Mc(w)dw=IMc(w)dw,

0 0

kde veli¢ina P.(®,), resp. P.(®,) nam piedstavuje vykonovy tok pohonovou soustavou b&hem

pfechodového déje pro momentovou charakteristiku vysledného brzdného momentu, resp. pro
kvadratickou aproximaci tohoto vysledného brzdného momentu. Dosazenim vztahu (5.238) do
podminek (5.239), dostaneme pro neznamé koeficienty b,, b, a b, tento systém linedrnich rovnic

Mc(O)Ebo =M.(0),
Mc(a’o)zbza)()2+b1a)o+bo =M (®,),

j Mc(a))da)Eébza)03+éb1a)02+boa)o =j M (w)do=P.(w,),
0 0

jehoz feSenim obdrzime pro koeficienty b,, b, a b, nasledujici vyrazy

bOZMC(O)a
6P.(w M. (w,)+2M.(0
by BP0 ) M(0)+2Mo(0) 5210
@y @,
b, :_6PC(30)0)+3Mc(wo)";Mc(O)’
2 2

¢imz je kvadraticka aproximace (5.238) momentové charakteristiky vysledného brzdného momentu
pohonové soustavy jednoznacné urcena.

Dobu zastaveni ¢, pohonové soustavy potom stanovime feSenim diferencialni rovnice (5.237), do
které vSak dosadime misto momentové charakteristiky vysledného brzdného momentu pohonové
soustavy M. (@) jeji kvadratickou aproximaci M () danou vyrazem (5.238), tj. feSenim nasle-

dujici rovnice
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—.of do____{ do (5.241)
b+bo+be’ ) by +bo+b,w’’ '

kde charakter integralu na pravé strané této rovnice zdvisi na hodnoté diskrimantu kvadratické
aproximace (5.238), ktery je dan vyrazem

(5.242)

Aebi—4bb, :[ 6F(,) Mc(a)o)+MC(0)Y_4Mc(a)O)MC(O).

2

2
2 @, @,

Jeslize diskriminant nabyva zapornych hodnot (tj. A <0), potom pro dobu zastaveni ¢, plati

21 2b,w,+b,
t, =L { arctg L2200 } (5.243a)

\/j \/_ —rctg\/—

kdeZto v ptipad¢ kladného diskriminantu (tj. A > 0) pro dobu zastaveni ¢, plati

2b,@,+b,~[A b+ A
2b, @, +b,+[A b= A |
V préci [79] je ukdzano, ze vztah (5.243a) resp. (5.243b) poskytuje velmi dobré kvalitativni 1 kvan-
titativni vysledky (relativni chyba neptesahuje 5 % jmenovité hodnoty).

(5.243b)
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Dodatek — prostredky vypoctového modelovani

V technickych védach a v inzenyrské praxi je zdkladnim zdrojem poznatkli o technickych
systémech a zafizenich experiment. V urcitém (omezeném) mnozstvi piipadii je mozné takovy
experiment uskutecnit se skutecnym technickym objektem, popf. sjeho fyzickym modelem. U
elektromechanickych pohonovych soustav (dale jen EMPS) se jen zfidka podaii experiment se
skutecnym pohonem, vystavba fyzického modelu je zpravidla velmi nakladna. Proto se k ziskani
poznatki o EMPS ¢asto pouziva analyza, zalozena na matematickém modelovani, jejimz zédkladnim
predpokladem je vytvareni ptislusnych matematickych modelt. Prakticka pouzitelnost matematic-
kych modelt vSak byla az do neddvné doby omezena pouze na ziskani analytického feSeni, a to
zejména u relativné jednoduchych EMPS nebo jeho cCasti. Teprve mohutny rozvoj vypocetni
techniky v poslednich dvou desetiletich, vCetné ptislusného programového vybaveni, v§ak umoznil
podstatné rozsifit meze feSitelnosti matematickych modell a postupné automatizovat feSeni rovnic
matematického modelu.

Technickou realizaci matematického modelu EMPS je tzv. pocitacovy model, umoznujici
sledovat a analyzovat chovani EMPS za riiznych podminek, odpovidajicich jeho skute¢nému nebo
predpokladanému provozovani. To znamend, ze pfi uziti pocitaového modelu se Uloha analytika
redukuje na dv¢ zékladni ¢innosti, pomineme-li vlastni spusténi automatizované¢ho vypoctu :

1)  vkladani ptislusnych vstupti do pocitacového modelu a

2)  zpracovani ziskanych vysledku a jejich analyza.

Pro ¢innosti, spojené s napodobenim redlnych déji v EMPS pocitacovym modelem, se vSeobecné
pouziva oznaceni simulace. Pod timto pojmem rozumime vSechny faze procesu ziskavani poznatkl
o EMPS, jehoz vysledkem je ekvivalence mezi pocitatovym modelem a vySetfovanym systémem
jak z hlediska jeho vlastnosti, tak i z hlediska jeho podstatnych projevl. Zde je vSak tfeba zdiiraznit,
ze tato ekvivalence je omezena presnosti postacujici pro dany ucel, tedy vysledky simulaci maji
pouze omezenou vypovidaci schopnost. Hlavnimi fazemi simulaci jsou nasledujici ¢innosti :
vymezeni dynamického systému na zkoumané EMPS,

sestaveni matematického a nasledn¢ pocitacového modelu,

ovéieni shody projevi pocitacového modelu s projevy zkoumané EMPS,

experimenty s pocitacovym modelem,

YV V V V V

analyza a aplikace vysledkl simula¢nich experimentli na zkoumanou EMPS.

Je zfejmé, Ze rozsah Cinnosti pfi simulacich je podstatné $ir$i, neZ pouhé sestaveni matematického

modelu a nasledné odladéni modelu pocitacového. Vénujme nyni pozornost zplusobim

matematického modelovani a dostupnym programovym prostiedkiim, jez lze vyuzit k simulacim
dynamickych dé&i v EMPS. Pohybové rovnice modelova-ného EMPS mohou byt odvozeny
riznymi zpisoby. Ve vyzkumné a inZenyrské praxi jsou nejroz-sifenéjsi nasledujici dva postupy :

1)  wziti fyzikélnich principi a zakonitosti k matematickému popisu déji, které se ve zkoumané
EMPS vyskytuji. Pro mechanickou ¢ast EMPS lze vyuzit pfedevsim D’Alambertdv princip a
Newtontiv druhy zdkon dynamiky, pro elektrickou ¢ast pak Ohmuiv zikon, Kirchhoffovy
zakony a Faradaylv zdkon elektromagnetické indukce,
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2)  uziti Lagrangeovych rovnic a Hamiltonova varia¢niho principu pro ob¢ ¢asti EMPS.

Takto ziskané pohybové rovnice EMPS maji obvykle tvar maticovych nebo obecné nelinearnich
rovnic pro vektory (matice) fyzikalnich proménnych nebo pro vektory (matice) tzv. zobecnénych
proménnych, pficemz jednim z velmi roz$ifenych zptisobi popisu dynamickych systému je tzv.
stavovy popis, skladajici se ze stavové rovnice a z rovnice odezvy systému. K feSeni uvedenych
typl rovnic lze pouzit rizné postupy. Do nedavné doby bylo obvyklé, Ze pomoci programovacich
jazykit FORTRAN nebo PASCAL byl sestaven jednoucelovy pocitacovy model pro zkoumanou
EMPS, jehoz vypoctova cast obsahovala nékterou z dostupnych a prakticky ovéenych procedur pro
feSeni soustav diferencialnich rovnic nebo algebro-diferencialnich rovnic (Newmark, Euler, Adams,
Runge-Kutta apod.). Programator v takovém ptipad¢é pouze sestavil prislusné procedury pro zada-
vani vstupt a pro zvolené zpusoby zpiistupnéni vysledkli vypoctl, véetné jejich vizualizace. Tento
piistup k simulacim velmi riznorodych konfiguraci EMPS byl ¢asové znaéné€ narocny a predevSim
vyzadoval zkuSeného programétora. V soucasné dob¢ jsou k dispozici simula¢ni programy, které
lze zatadit do dvou zakladnich skupin. Jsou to :

1)  obecné vypoctové, resp. simulacni programy a

2)  specializované simulacni programy.

Vétsina obecnych simulac¢nich programi je zaloZena na rovnicich, ¢ili jejich vstupy musi mit tvar
soustavy diferencidlnich nebo algebro-diferencidlnich rovnic. Naproti tomu specializované simu-
lacni programy nabizeji k okamzitému pouziti rizné knihovny pfipravenych modulid nebo Sablon
zakladnich prvkl pro piisluSnou aplikaci nebo si uzivatel mize takové moduly ¢i Sablony sam
vytvoftit, odladit a poté je pfidat do jiz existujici knihovny prvki. Je samoziejmé, ze tyto moduly
maji zpravidla tvar soustavy rovnic, popisujicich modelovany prvek. Z velkého mnozstvi vSech
dostupnych programt se jevi pro potiebu simulaci EMPS jako nejvhodnéjsi nésledujici programy :
MATLAB®, Simulink®, MathCAD® a DYNAST® a v zahrani¢i pouZivany program Simplorer®.

Matematicky program MATLAB®
Matematicky program MATLAB je obecny €islicovy vypoctovy program, uréeny pro védecké
a inZenyrské vypoclty. S jeho pomoci je mozZné fesit nasledujici okruhy problém :

1)  matematické vypoCty vSeho druhu v numerické i symbolické podobé,
2)  podpora méteni, simulaci, zpracovani signalti, analyzy dat apod.,

3)  vizualizace dat pomoci dvojrozmérné a trojrozmérné grafiky,

4)  programovani zvlastnich uzivatelskych procedur.

Svou podstatou je MATLAB vyssi programovaci jazyk, jehoz zédkladni datovou formou je matice,
ktery nevyzaduje dimenzovani datovych struktur, kompilovéni a zfetézovani (linkovani) program,
coz jsou operace typické pro vyssi programovaci jazyky. Veskeré vypocCty jsou v ném realizovany
pomoci aritmetiky komplexnich ¢isel se zdvojenou piesnosti (double precision), ¢imz je zarucena
vysokéa presnost vysledkt feSeni. Integralni souc¢asti MATLABu jsou grafické procedury, zabezpe-
Cujici jeho bohaté vykreslovaci schopnosti. Protoze z hlediska uzivatele predstavuje MATLAB
programovaci prostfedi, mize uzivatel rozSifovat jeho funkcéni schopnosti vytvarenim vlastnich
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procedur a pomocnych nastroji. Volitelnou souc¢asti MATLABu je rozséhla kolekce nastrojovych
prostiedki (tzv. toolboxy). Jsou to specialni aplika¢ni programy pro rizné oblasti uziti, napf. :

fidici a regulacni systémy,
identifikace systému,

>
>
»  analyza signalu,
>

zpracovani obraz,

»  symbolicka matematika a dalsi.

Z hlediska simulaci dynamickych systému a tedy i EMPS maji prvofady vyznam metody integrace
linearnich a nelinearnich obycejnych diferencialnich a algebro-diferencialnich rovnic, predstavu-
jicich matematicky model dynamického systému. Typy téchto metod zéavisi na konkrétni verzi
programu, zde uvedeme metody, které jsou soucasti programu MATLAB 5 :

a)  explicitni jednokrokovéd metoda Runge-Kutty patého tadu,

b)  explicitni jednokrokova metoda Runge-Kutty tretiho fadu,

c) vicekrokova Adamsova-Bashforthova-Moultonova metoda typu prediktor-korektor promén-
ného tadu s proménnym poctem krokii,

d)  vicekrokova Gearova metoda typu prediktor-korektor proménného fadu s proménnym poctem
krokd,

e) jednokrokova Rosenbrockova metoda druhého fadu.

Zatimco prvni tfi uvedené metody jsou uréeny pro bézné¢ dynamické systémy, jsou posledni dvé
metody vhodné predevsim pro dynamické systémy se silnym tlumenim (tzv. ,,tuhé* systémy), resp.
pro dynamické systémy s velkym rozptylem ¢asovych konstant.

Aby bylo mozné jednotlivé numerické fesice diferencialnich rovnic, zalozené na vyse charak-
terizovanych matematickych metodach pouzit, je tfeba kazdou diferencidlni rovnici matematického
modelu dynamického systému pieformulovat do tzv. normalniho tvaru (tj. soustavy obycejnych
diferencialnich rovnic prvniho fadu) a definovat pocate¢ni hodnotu kazdé proménné. Je tedy ziejmé
ze pro vyuziti MATLABu k simulacim je velmi vyhodné, aby byl dynamicky systém popsan
pomoci stavového popisu, tj. stavovou rovnici a odezvou. To ovSem muze vést v nékterych piipa-
dech k pomérné slozitym operacim, pti nichz nelze vyloucit moznost vzniku chyb. Navic mnohé ze
stavovych proménnych nemaji fyzikalni smysl. Proto byla snaha cely proces vytvaieni pocitaco-
vého modelu v prostiedi MATLABu zjednodusit, popt. usnadnit jeho naslednou kontrolu. Tomuto
&elu slouzi simulaéni program Simulink®.

Simulacéni program Simulink®

Jednim z nejuzivanéjSich prostredkil, jimz lze zndzornit strukturu dynamického systému je
tzv. orientovany graf, jimZ rozumime propojeni mnoziny tzv. uzli mnozinou orientovanych spojnic.
Orientované grafy mohou pfitom mit dvé podoby. Jsou to :

1) signalové schéma (Masonluv graf, signdlovy diagram), jehoz podstata spociva v tom, ze

v uzlech grafu jsou soustfedény promeénné systému a orientované spojnice predstavuji relace

mezi proménnymi,
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2)  blokové schéma, v némz uzly, Castéji nazyvané bloky, predstavuji relace mezi proménnymi
systému, reprezentovanymi orientovanymi spojnicemi. Pfitom kazdé z t€chto spojnic sméfuje
od bloku, pro né&jz je pfislusnd proménna vystupem, k nésledujicimu bloku, ve kterém plni
funkei vstupu.

Zatimco signalova schémata se vyhodné pouzivaji ke zndzornéni struktury linedrnich dynamickych

systémi (typické je jejich uziti v teorii linedrnich elektrickych obvodil), jsou blokova schémata

naprosto univerzalni, tedy mohou byt uzity pro linedrni i nelinedrni dynamické systémy.

Na principu modelovani pomoci blokovych schémat je zalozen simula¢ni program Simulink,
ktery je doplitkovym programem MATLABu, vyuzivajici jeho matematické, zobrazovaci a analy-
tické procedury. Svou podstatou je Simulink interaktivnim systémem, ur¢enym pro modelovani,
simulaci a analyzu spojitych, nespojitych a hybridnich linearnich i nelinearnich dynamickych
systémi. Pro ucely modelovani je vybaven grafickym uzivatelskym prostfedim, které umoziuje
sestavovat pocitacové modely dynamickych systému ve tvaru blokovych schémat pouhou manipu-
laci s pfisluSnymi bloky pomoci pocitacové mysi. Z toho vyplyva, Ze v tomto prostiedi je pocita-
c¢ovy model sestavovan obdobné jako pfi kresleni blokového schématu pomoci Sablon a tuzky. Tim
se vyrazné 1181 od MATLABu, protoZe po sestaveni blokového schématu se automaticky generuje
popis pocitatového modelu ve formula¢nim jazyce MATLABu. Knihovna grafickych programo-
vacich prostiedkli Simulinku zahrnuje nasledujici funkéni bloky :

1)  generatory, vhodné zejména pro generovani vstupti dynamického systému s nejCastéji se
vyskytujicimi ¢asovymi pribéhy (konstanta, skok, harmonicky pribéh, impulsni prub¢eh, série
nahodnych Cisel, spektralné omezeny bily Sum apod.),

2)  linearni spojité €leny, jakymi jsou napi. proporciondlni ¢len, derivaéni Clen, integracni Clen
apod. Tyto bloky jsou formulovany pomoci pienosti v Laplaceové transformaci,

3) nelinearni spojité ¢leny, jako jsou nasyceni, pasmo necitlivosti, Coulombovo a viskozni tieni,
vile, casové zpozdéni apod.

4)  linedrni nespojité (impulsni) ¢leny, formulované pomoci pfenosli v Z-transformaci,

5)  specialni funkéni bloky, zabezpecujici napt. spektralni a korela¢ni analyzu, regresni analyzu,
transformaci soufadnych systému apod.,

6) datové bloky, umoziujici napt. pribézné zobrazovani vysledka a tidicich povelu,

7)  propojovaci €leny, Cili orientované spojnice mezi bloky.

K teSeni soustav rovnic pocitatového modelu dynamického systému, jakoz i1 k zobrazeni vysledkt

feSeni Simulink vyuziva vSechny zdkladni nastroje, obsazené¢ v kmenovém programu MATLAB.

Z metod feSeni diferencidlnich nebo algebro-diferencidlnich rovnic je tfeba vybrat tu metodu, kteréd

feSenému problému nejlépe vyhovuje a déva nejspolehlivejsi vysledky. V této souvislosti je tieba

upozornit na to, ze v po¢itatovém modelu, sestaveném bud’ v prostiedi MATLAB nebo v prostiedi

Simulink, by mély byt odstranény vSechny tzv. algebraické smycky, které mohou pii aplikaci

n¢které z metod feseni soustavy vést ke zhrouceni celého vypoctu. K zobrazeni vysledki feseni l1ze

vzuzit ty grafické nastroje kmenového programu MATLAB, které maji nejvétsi vypovidaci schop-
nosti (plosné grafy v ¢asové oblasti, fazova rovina, trojrozmérné zobrazeni apod.). Z uvedené¢ho
vyplyva, ze program Simulink nemtiZze existovat samostatn¢, bez podpory programem MATLAB.
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Simulacni program DYNAST

Pocitacovy model dynamického systému lze sestavit nejen na zakladé matematického modelu,
tj. pfevedenim soustavy rovnic do formula¢niho jazyka pouzitého simula¢niho programem, ale také
pomoci tzv. metody mnohopo6lového modelovani, jejiz pouziti je znacné rozSifeno zejména v oblasti
elektrotechniky a elktroniky, ale nachdzi stale Sir$i uplatnéni i1 v jinych oblastech védy a techniky.

Jeji hlavni vyhody lze spatfovat zejména v nésledujicim :
»  vychazi z podrobné propracovanych metod analyzy elektrickych obvodi,

»  poskytuje moznost modelovat, simulovat a analyzovat dynamické systémy rtzné fyzikalni
podstaty (elektromechanické systémy, elektrohydraulické systémy apod.).

Podstatou metody mnohopdlového modelovani je chapani dynamického systému jako modelu
realného objektu, v némz probihd vyména energie (tzv. energetickd interakce) mezi jeho jednotli-
vymi ¢astmi v kone¢ném poctu styénych mist, tzv. poli. Aby bylo mozné tyto energetické inter-
akce modelovat a vySetrovat, je tfeba cely dynamicky systém dekomponovat do vhodného poctu
subsystému az prvkl v zavislosti na hloubce jeho predpokladané analyzy. Poté se kazdy z téchto
subsystému ¢i prvkll pomysiné obklopi uzavienou plochou, kterd prochdzi t¢émi misty, v nichz se
dany subsystém ¢i prvek stykd s ostatnimi subsystémy ¢i prvky a v nichz probihaji energetické
interakce. Kazdému polu subsystému ¢i prvku se pak pfifadi vzdy dvé zdkladni proménné, a to :

1) pficnd (spadovd) proménnd, vztazena k urcitému referenénimu podlu. V oblasti EMPS jsou
typickymi pfi¢nymi (spadovymi) proménnymi translacni ¢i tthlova rychlost nebo elektrické
napéti,

2)  podélna (pritokova) proménna, ktera prislusSnym polem ,,protéka*. Takovymi veli¢inami jsou
pro ptipad EMPS sila ¢i moment nebo elektricky proud.

V redlnych dynamickych systémech miize v jediném misté styku, tedy v jediném polu, probihat

vicenasobnd energetickd interakce rtizné fyzikalni povahy (napf. hiidel mize prenaset jak rotacni,

tak také translacni pohyb). V takovém ptipad¢ je samoziejmé tieba tyto riizné energetické interakce

v pocitacovém modelu od sebe oddélit, Cili pfisluSnému poélu prifadit potfebny pocet vzajemné

ruznych pfi¢nych a podélnych proménnych (v uvazovaném piipad¢ translacni a thlovou rychlost

jako pii¢né proménné a silu a moment jako podélné proménné). Z toho plyne, ze rozméry vektorti
pricnych a podélnych proménnych mohou byt vétsi, nez je pocet mist styku v pocitaCovém modelu.

Metoda mnohopolového modelovani se pouziva pii tvorbé pocitacového modelu v prostredi
simulaéniho programu DYNAST. Na rozdil od simula¢niho programu Simulink mé v sob& zabudo-
vany pouze zakladni prvky, z nichz lze vytvofit pocitacové modely libovolné slozitych dynamic-
kych systému. Jsou to nasledujici prvky :

1) prvek typu R, resp. RI, pfedstavujici nesetrvacny dynamicky ¢len. Takovy prvek miize byt
pouzit napiiklad k modelovani proporcionalniho tlumeni nebo elektrického odporu,

2)  prvek typu L, ptedstavujici setrvacny dynamicky ¢len. Tento prvek lze pouzit naptiklad pro
modelovani tuhosti linedrnich ¢i torznich pruzin nebo k modelovani elektrické civky,

3) prvek typu C, pfedstavuje dalsi setrvacny dynamicky ¢len. Tento typ prvku miliZe byt pouzit
k modelovani hmotnych setrva¢nych ¢lenti nebo k modelovani elektrického kondenzatoru,
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4)  prvek typu E, coz je model idealniho zdroje pfi¢né proménné se zadanou zavislosti na ¢ase €i
jiné veli¢iné. Mize byt pouzit k modelovani nefizeného nebo fizeného zdroje rychlosti nebo
elektrického napéti,

5)  prvek typu J, coz je model idealniho zdroje podélné proménné se zadanou zavislosti na ¢ase ¢i
jiné veli¢ingé. Miize byt pouzit k modelovani netizené¢ho nebo tizeného zdroje sily ¢i momentu
nebo elektrického proudu.

Z téchto prvkda, jejichz schématické znacky jsou v programu DYNAST k dispozici, se na stinitku

monitoru PC sestavi tzv. mnohopdlové schéma. ProtoZe v analyzovanych dynamickych systémech

se obvykle vyskytuji Casto se opakujici dily a subsystémy, mlze si uzivatel vytvofit vlastni
knihovnu makromodeld, které pak jdenoduchym zptisobem vkladd do mnohopolového schématu.

Na zaklad¢ sestaveného mnohopolového schématu je automaticky vygenerovéano jadro pocitaco-

vého modelu. Protoze DYNAST generuje vSechny ptikazy pocitacového modelu soucasné, odpadaji

potize s tzv. algebraickymi smyckami.

K feSeni soustavy popisujicich rovnic se v programu pouziva implicitni vicekrokova integ-
racni Gearova metoda, modifikovana Riibnerem a Petersonem. Pfitom tad metody v rozsahu od 1
do 6, délka integra¢niho kroku a pfislusné koeficienty aproximacniho polynomu se béhem vypoctu
automaticky optimalizuji v zavislosti na pribéhu feseni tak, aby si vypocet vyzadal co nejkratsi
dobu pfti respektovani piipustné zbytkové chyby integrace. Navic jsou koeficienty aproximacéniho
polynomu voleny vzdy tak, aby feSeni bylo numericky stabilni i pro pfipady dynamickych systému
s velkym rozptylem velikosti Casovych konstant ¢ili s velkym rozptylem tlumeni v jednotlivych
subsystémech. Vysledky numerickych vypocti ukladd program DYNAST do vystupnich souboril
ve formé¢ tabulek, které 1ze po pfislusné konverzi zpracovavat dalsimi programy. Krom¢ toho je
v ném zabudovana moznost vytvareni grafu zjisténych ¢asovych i jinych zéavislosti, k ¢emuz bohaté
vyuziva shcopnosti operacnich systémui rady MS WINDOWS.

Matematicky program Math CAD®

Matematicky program MathCAD je komplexni nastroj pro feseni riznorodych matematickych
uloh 1 ryze technickych vypocti, ktery umozituje provadét zcela profesionalni feSeni. Velkou didak-
tickou a uzivatelskou vyhodou je zplisob zapisu; veskeré vyrazy, konstanty, proménné, doprovodné
texty Ci grafy jsou zapisovany a zobrazovany na volné plose (a jejich jednotlivych listech), jako by
byly zapisovany na tabuli nebo do seSitu. Zasadnim pfinosem je tak nejen maximalni ptehlednost,
ale také funk¢éni ndvaznost. V8e, co je uvedeno a definovano ,,vy$e“ (na pfedchozich stranach ¢i
vyse na témze listé), je okamzité pouzitelné v dalSich vztazich. Z dokumentu je tak postupné jeden
velky funkéni celek, v jehoz vztazich diky ptehlednému zobrazeni neztracite orientaci, a pouziti
grafického rozhrani se tim stava ucelnym krokem. Zapsana uloha je potom zaroven vhodna piimo
pro tisk, takze bez poziti Ize ptimo vyrobit ,,papirovou’ dokumentaci. MathCAD umoziuje prak-
ticky veSkeré bézné matematické vypocty, jez jsou feSeny numericky. Lze jej tedy pouzit bud’ jako
velmi zdatny kalkulator, nebo s nim fesit tlohy z vys$s$i matematiky ¢i fesit velmi slozité soustavy
rovnic a matice. Velmi dilezité jsou moznosti ,,vizualizace* vypoctl, proto jsou k dispozici grafy
jak statické, tak animované (redlné zobrazeni funkci proménnych s ¢asem). Silny aparat je pfipra-
ven pro feSeni jak samostatnych soustav diferencidlnich, algebraickych ¢i integralnich rovnic, tak
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také pro smiSené soustavy algebro-diferencidlnich, algebro-integralnich ¢i integro-diferencialnich
rovnic. Velkou vyhodou je také automatickd prace s jednotkami, kterd je neocenitelnd v piipadé
fyzikélnich ¢i technickych vypocti, kdy MathCAD automaticky provadi rozmérovou kontrolu
vSech vztahll a automaticky prevadi zadané vstupni tidaje v urcitych rozmérovych jednotkach do
predem zvolené soustavy jednotek (napt. soustava jednotek SI).

Opravdu silny nastroj ¢ini z MathCADu schopnost pracovat symbolicky, tedy feSit ulohy
algebraicky. Jednd se napf. o roznasobovani zdvorek, rozvoj binomické véty €i feSeni soustavy
linearnich rovnic. Aplikace vSak umi také derivovat, integrovat, rozvijet fady ¢i pocitat determi-
nanty matic. Vysledky jsou samoziejm¢e opét zobrazovany symbolicky, a tim je uzivateli umoznéno
hledat principialné pfesné feSeni, pokud takové ovSem existuje.

V ptipadé vy€erpani moznosti interaktivniho ptistupu, nabizi MathCAD moZnost v samotné
aplikaci programovat. Tento piistup lze doporucit predev§im v ptipadech, kdy potiebujeme pfti
vypoctech pouzivat cykly ¢i vétveni, a také pii definovani komplikovanéjsich funkci. Samotny
zdrojovy text programu se opét zapisuje piimo do listu dokumentu a stdva se tak naprosti pfiro-
zenou soucasti fesené ulohy.

Pro tvorbu rozsahlych dokumentd, jez pro vypocet vyuzivaji napt. externi zdroje dat, je urcen
modul MathConnex. Jeho ukolem je propojit dokumenty samotné aplikace navzjem, pripadné
s jinymi zdroji (tabulky v Excelu, vypocetni dokumenty syst¢tmu MATLAB apod.), a umoznit
piehlednou spravu takto slozit¢ho systému, pii¢emz velkou vyhodou je, Ze lze vyuzit kvalitniho
grafického rozhrani.

Sam o sob¢ je programovy soubor MathCAD velmi schopnym nastrojem, jehoz zéklady se lze
velmi rychle naucit. Aby bylo mozné vyuzit maximum moznosti tohoto programového souboru, je
kromé¢ klasické napovédy k dispozici ,,studijni* pomiicka s odpovidajicim jménem Resource Center
(tedy ,,Centrum zdroji*). Zde je mozné nalézt fadu velmi uzitecnych informaci a piikladi, takze se
uzivatel miiZze seznamit s moZnostmi pouZiti aplikace v riiznych védnich oblastech. Ukazkové tlohy
jsou velmi dobtfe zdokumentované a nazorné (véetné grafi a ilustrativnich obrazkll) a ptredstavuji
tak kvalitni studijni materidl. Komplexnim zdrojem znalosti se mlze stat The Mathcad Treasury,
tedy ,,pokladnice matematickych védomosti. Jelikoz aplikace matematiky do riznych védnich
oblasti je prakticky bezbfeha, nabizi firma fadu specializovanych elektronickych piirucek, jez
zahrnuji §ifi témat od ryze matematického vykladu az po komplikované konstrukéni vypocty
(stavebnictvi, elektrotechnika, energetika apod.).

Aplikacni balik MathCAD Professional je velmi kvalitni a propracovany ndstroj ureny pro
vSechny uzivatele, ktefi narazi na feSeni matematickych problému. Jeho koncepce umoznuje nasa-
zeni jak v oblasti pfirodnich véd, tak v aplikacni sféfe. Je vhodny pro tvorbu vysoce profesionalnich
veédeckych a technickych feSeni. K velkym piednostem patii piredev§im vysoky vypocetni vykon,
kvalitni uzivatelské rozhrani, moznost propojeni s dal§imi aplikacemi a datovymi zdroji a velké
mnozstvi kvalitni dokumentace.
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