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1 Uvod.

Studium mechaniky téles zacina predmétem statika. Protoze se jedna o ivodni predmét me-
chaniky téles, pripomeneme nejdiive nékteré souvislosti mechaniky téles s predméty, na které
navazuje a jeji zaclenéni do inzenyrského teoretického zakladu. Na zacatku statiky uvedeme
také nékteré zakladni poznatky z jinych védnich oborti, které studentiim pomohou k snadné;jsi
orientaci v soucasnych pristupech mechaniky téles a inzenyrstvi viibec, ale také k snadnéjsimu
pochopeni vykladu v predkladaném skriptu.

1.1 Mechanika téles a fyzika.

Mechanika téles je souc¢asti mechaniky, ktera patii k nejstarsim
castem fyziky. I kdyz se studenti setkali s fyzikou na nizsich stupnich
skol a v prvnim ro¢niku na VUT, pfipomeneme si zéakladni problémy
a myslenky, se kterymi se ve fyzice setkavame.

Kazdy student vi, ze fyzika je prirodni véda. Kazda ¢ast prirody
se vyznacuje velkym mnozstvim prvka riznych vlastnosti a vztaht
mezi nimi. Prirozenou vlastnosti clovéka je snaha nalézt zakladni
prvky, vlastnosti a vztahy mezi nimi a tim pochopit a pokud mozno
i popsat mnohotvarnost ptrirody pomoci malého poc¢tu zakladnich
prvkl a vztahd mezi prvky.

Nazorné si muzeme tuto ¢innost priblizit pomoci sachové hry.
Clovek, ktery nezné Sachy a ocitne se v roli divaka Sachil vidi, ze
hra je velice rozmanita (hraje se uz nékolik tisic let a m4 lidem stéle
co Tici), ale soucasné zjistuje, Ze Sachovnice a figurky jsou stéle stejné Obr. 1.1:

a také pohyb figurek neni nahodily a figurky se vzajemné ovlivnuji.

Snahou ¢lovéka je poznat zakladni prvky hry (Sachovnici a figurky) a vztahy mezi nimi (pravidla
pohybu figurek a vzajemné ovliviiovani). Nemuseli jsme pouzit jako piikladu Sachd, ale tfeba
karetni hry nebo tenisu.

V ptipadé fyziky , ale ne jenom fyziky, je to podobné. Velkou hrou je piiroda (okolni svét).
Clovek si velice brzy vsiml jednotlivych ¢asti vzajemné odlisnych riiznymi znaky jako napiiklad
barvou, velikosti, materidlem, ale také charakterem pohybu. Odtud je uz jen kriicek k otazkam :
Co maji spole¢ného rtizné druhy zvukt? Pro¢ maji pfedméty rizné barvy a kolik je zakladnich
barev? Proc se jednou prvek pohybuje rychle, jindy pomalu a nékdy se vuci ¢lovéku nepohybuje
vubec? Zodpovézenim podobnych otazek se ¢loveék snazi z rozmanitych projevi pfirody ana-
lyzovat vyznamné ¢asti a vztahy mezi nimi s nadéji, ze opakovanim tohoto procesu se priblizi
k poznani zakladnich prvkt prirody a vztahtim mezi nimi.

Hledani odpovédi na diléi otazky na zakladé pozorovani, usuzovani a experimentu nazyvame

védeckou metodou. Vsechny tii c¢asti védecké metody maji velky vyznam, proto se s nimi
budeme blize zabyvat.
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1.2 Védecka metoda - pozorovani, usuzovani, experiment.

Pozorovani.

V predchozi ¢asti jsme si pripomnéli, ze piiroda se sklada ze vzajemné rozlisitelnych c¢asti,
fikdme, ze priroda je strukturovana. Jednou ze zékladnich schopnosti ¢lovéka je rozlisSovat ¢asti
prirody, pfirodu pozorovat. Pozorovani je prirozenou ¢innosti ¢lovéka, pfi niz ¢lovek védomeé
rozliSuje ¢asti prirody s cilem ziskat nové informace. RozliSovaci moznosti ¢lovéka jsou dany
prirozenymi schopnostmi c¢lovéka, technickymi prostiedky a znalostmi, které tiroven rozlisova-
cich schopnosti zvysuji. Uroveii rozlisovacich schopnosti je obsahem pojmu rozlisovact tirovers.
V souvislosti s timto pojmem si musime uvédomit, ze rozliSovaci troven je vzdy omezend
urovni rozvoje védy a techniky v dané dobé. RozliSovaci Groven omezenou soucasnou urovni
védy a techniky budeme oznacovat jako objektivni rozlisovaci uroven. Vedle objektivni rozliso-
vaci trovné je ucelné vymezit absolutni, oborovou, vécnou, individualni a efektivni rozliSovaci
uroven.

Absolutni - limitni rozliSovaci troven, ktera je prakticky nedosazitelna. Na absolutni rozlisovaci
urovni by c¢lovék rozlisoval vse.

Oborovd - rozliSovaci tiroven charakteristickd pro jisty vymezeny obor napf. strojirenstvi.
Vécnd - rozlisovaci iroven pro urcité konkrétni pripady daného oboru.

Individualni - rozliSovaci troven jedince nebo pracovniho kolektivu dané jeho schopnostmi
a moznostmi.

Efektivni - rozliSovaci troven, ktera je nejvhodnéjsi z hlediska feseného problému.

Nerespektovani rozliSovaci trovné pii feseni tloh nebo problémi je zakladni chybou se zasad-
nimi disledky. RozliSovaci aroven musime respektovat nejen u pozorovani, ale také pti usuzovani
a experimentu.

Usuzovani.

Usuzovani patii do procesii probihajicich ve védomi ¢lovéka. Myslet a usuzovat znamena
totéz. Zékladnimi prvky mysleni jsou pojmy a soudy. Soud je slovni vyjadieni vztahu mezi
pojmy, které bezprostfedné souvisi s okolim ¢lovéka. Usudek je pochod mysleni, jim# z danjch
soudl vyvozujeme soudy nové, poznatky. Mysleni probih& v pojmech a vztazich. Dtsledkem
pouziti nevhodného nebo nespravného pojmu je nesmysl, zmatecny tisudek, coz mtzeme poznat
okamité nebo az na zékladé zavaznych dtsledki, kterymi mohou byt i havarie. Zadn4 teorie,
tedy ani teorie mechaniky téles, se neobejde bez vymezeni pojmi. Vzhledem k chybam, kterych
se studenti v pojmech dopoustéji a disledktim z nich plynoucich (neslozeni zkousky), budeme
se pojmem v rozsahu nutném pro mechaniku téles zabyvat.

Z kazdodenni praxe vime, ze ¢lovék je schopen rozliSovat ¢asti okolniho svéta (véci, zvifata,
osoby;..... ,prvky) a vztahy mezi nimi. Ze zkuSenosti je zfejmé, Ze cela skupina odlisnych véci
mtze mit ke ¢loveku, pfipadné jinym prvkim, stejny vztah. (Kuchytisky, konferen¢ni, psaci,
operac¢ni - STUL). U takové skupiny véci existuje mnozina vlastnosti (zpravidla mald), kterou
ma kazdy prvek této skupiny a ktera je vyznamna z hlediska urcité funkce. Tuto mnozinu bu-
deme nazyvat mnozinou podstatnych vlastnosti a nazveme ji, ale také odpovidajici skupinu véci,
jménem. Urceni skupiny podstatnych vlastnosti a jeji pojmenovani jsme provedli ve védomi.
Vytvotili jsme POJEM.
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Pojem je pojmenovany objekt ve védomi cloveka, ktery obsahuje podstatné vlastnosti sku-
piny prvki. Pojem mé své jméno, obsah (mnoZinu podstatnych vlastnosti) a rozsah (mnozina
prvkii obsahujicich podstatné vlastnosti). Vytvéareni pojmi je pfirozenou vlastnosti ¢lovéka. Po-
jmy vznikaji na zakladé piimého nebo zprostiedkovaného odrazu objektivni reality a procest
ve védomi c¢loveka.

Pojem ma slozku:

objektivni - primy nebo zprostredkovany odraz objektivni reality.
subjektivni - je vymezen clovékem.

spolecenskou - Zivot ¢lovéka je spolecensky. Clovék sdéluje jinym lidem své myslenky prostied-
nictvim jazyka. Maji-li byt myslenky jinym lidem srozumitelné, pak jazyk i pojmy musi
byt spoleéné. U pojmu to znamend, ze ¢lenové spolecnosti pod uréitym jménem maji
ve védomi i stejny obsah.

Experiment.

Vedle pozorovani a usuzovani k védecké metodé patii i experiment. Vymezeni pojmu
experiment je velmi obtizné, protoze nazev experimentu byva spojovan s rtiznym obsahem.
Pojem experiment vymezime z hlediska védecké metody.

Cim se experiment vijrazné odlisuje od diive popsanich cdsti védecké metody?

A7 dosud jsme uvazovali, ze predmétem naseho zajmu je ¢ast samotné prirody na niz
¢lovék bud viibec neptisobil nebo ptisobil jen zprostiedkované. Cilem ¢loveéka je urceni zaklad-
nich prvki a vztahti mezi témito prvky z hlediska urcitého déje probihajiciho na vymezené ¢asti
prirody. Jestlize se snazime urcit zakladni prvky a vztahy mezi nimi ze samotné piirody je to
velmi obtizné, protoze vedle sledovaného déje probihaji ¢asto i jiné déje a procesy, které z hle-
diska naSeho cile piisobi rusivé. Proto ¢lovék dany déj, proces nebude vysetfovat v prirodnich
podminkach, ale podminky upravi tak, aby déj, ktery je predmétem jeho zdjmu na materialnim
objektu probihal, ale pokud mozno neprobihaly déje jiné, které ptisobi rusivé. Uprava podminek
muze byt velmi rozsahla a casto predstavuje vytvoreni nového materialniho objektu.

Tedy experimentem nazveme c¢innost, kterou ¢lovék provadi na materialnim objektu,

jenz je upraven nebo vytvofen z hlediska jeho zadjmu - poznani zédkladnich prvki a vztahi mezi
nimi - u vymezeného jevu, déje.

Vedle pojmu experiment se vyskytuji pojmy pokus a méreni. Pro tyto pojmy miizeme
opét uvést to, co bylo na poc¢atku fec¢eno o experimentu. Obsahem pojmu pokus budeme rozumét
experiment, ktery je provadén na pocatku zkoumani jevu, déje, kdy o jeho struktuie toho moc
nevime. Cilem pokusu je ziskat zakladni informace umoznujici uréit nebo upfesnit strategii
studia daného jevu, déje.

Meéreni je ¢innost pri niz se urcuji kvantitativni idaje.

Meérenim byva pojmenovan také experiment, ktery je charakteristicky tim, ze strukturu
sledovaného jevu, déje zname, nebo je alespon vytvorena hypotéza a cilem experimentu je ziskat
kvantitativni idaje k potvrzeni vytvorené hypotézy nebo k dalsimu studiu.

Pojem experiment se tedy pouziva v sirSim a uzsim smyslu, coz je schématicky znazornéno
v nasledujici tabulce.
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EXPERIMENT
Studium jevu, déje na materidlnim objektu za podminek cile-
védomé upravenych clovekem z hlediska sledovaného cile
POKUS EXPERIMENT MERENI
Cil ziskat vstupni Cil vypracovani, upfte- Cil ziskat kvan-
informace umoznu- snéni hypotézy struktu- titativni udaje,
jici upresnit stra- ry jevu, déje. V tech- zname-li alespon
tegii studia jevu, nické praxi reseni pro- hypotézu déje,
déje. blému. jevu.
Tab. 1.1

1.3  Srovnani predmétu prirodnich a technickych véd.

Zakladni vlastnosti prirody je jeji strukturovanost a zakladni schopnosti ¢lovéka je strukturo-
vanost poznavat, urcovat a popisovat. Strukturovanosti rozumime tu skutecnost, ze se priroda
sklada z prvkid, které jsme schopni rozeznavat stejné tak, jako vztahy mezi prvky, na kterych
zavisi pribéh riznych prirodnich déji. Konkrétni déj neprobihd v komplexu celé ptirody, ale
omezuje se na urcitou c¢ast, pricemz pribéh daného déje neovliviiuji vSechny prvky, ale pouze
¢ast prvki a vztahti, které jsme nazvali podstatnymi prvky a vztahy z hlediska daného déje.
Podstatné prvky a vztahy mezi prvky vymezené z hlediska urcitého déje tvori strukturu pfi-
rodniho déje.

Predmétem prirodni védy je vymezeni, poznani a popis struktury urcité skupiny ptirod-
nich déji, jevi na objektivni rozliSovaci trovni. Vedle véd pfirodnich méame védy technické.
Predmét a odlisnost predmétu technickych véd od predmétu véd prirodnich souvisi s poslanim
techniky. Poslanim techniky je ptiprava, navrh, vyroba, provoz a likvidace technickych objekti,
technickych dél. Technické dilo je objekt materialni povahy vytvoreny c¢lovékem - skupinou lidi,
kterou nazveme pracovnim tymem, na zakladé spolecenské potieby technického dila. Je vytvo-
fen v konkrétni dobé, které odpovida tiroven poznatkt védy a techniky. Realizace technického
dila je z ¢asového a ekonomického hlediska omezena.

Pti tvorbé technického dila c¢lovek tvircim zptisobem vyuziva poznatkt prirodnich véd,
tedy znalosti struktury pfirodnich jevli a déjt souvisejicich s tvorbou technického dila a po-
znatkil technickych véd. Presto musi pracovni tym zpravidla fesit fadu problémii. Regeni téchto
problémil na rozliSovaci irovni odpovidajici nalezeni a popisu struktury neni z ekonomického
a Casového hlediska mozné, proto snahou pracovniho tymu je vyfeseni problému na rozliSovaci
urovni odpovidajici tvorbé daného technického dila. Vyresenim problému ziskd pracovni tym,
pripadné jeho zvefejnénim spolecnost, novy technicky poznatek.

Uceleny, usporadany a systematizovany soubor poznatki prirodovédného ¢i technického
oboru nazyvame teorii oboru. Teorie ptirodovédnych obort je vytvarena na objektivni rozliso-
vaci trovni. Vytvoreni teorie technickych obori odpovida charakteru fesenych problémii daného
oboru. U teorie technickych obori musime vzdy uvazovat rozliSovaci tiroven, na které byla te-
orie vytvorena a pii feSeni problému souvisejicich s tvorbou technického dila je nutné vyuzivat
teorii rozliSovaci irovné vedouci k efektivnimu feSeni.
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1.4 Problémy, feseni problému, inZenyrstvi.

Pojem problém jsme v predchozim textu jiz pouzili bez bliz§iho vymezeni. Prestoze o pojmu
problém ma kazdy student intuitivni predstavu, budeme se timto pojmem bliZze zabyvat, protoze
souvisi se situacemi, kdy ¢lovék prokazuje své schopnosti a v pripadé technickych problémi
inzenyrsky pristup.

Jestlize analyzujeme lidské ¢innosti, pak v fadé pripadt vznika situace, kdy po urcitém
poctu krokt, které jsou typické vykonnym charakterem, kdy ¢lovék provadi ¢innost na zaklade
znamého postupu, dochazi k situaci, kdy dalsi postup neni znamy nebo neni jednoznacny.
Vznika problémova situace, kterou ¢lovék musi fesit na zakladé rozhodnuti. K rozhodnuti mutize
cloveék pristoupit rtizné. Muzeme rozlisit tyto ptistupy:

Administrativni - zavold $éfa, at $éf fekne co dal, $éf vytahne smérnice a fekne co dal - postupuje
podle zpracované smérnice.

Rutinni - ¢loveék rozhodne na zakladé feSeni predchozich obdobnych situaci.

Tvirci - po zvazeni vSech dostupnych informaci védomé a zodpovédné rozhodne pro efektivni
novy pristup.

Seriozni - po zvazeni vsech dostupnych informaci védomé a zodpovédné rozhodne pro objek-
tivné nejjistéjsi postup.

Odvadzny - po zvazeni vsech dostupnych informaci védomé a zodpovédné rozhodne pro postup
efektivni, novy, u kterého vsak neni jistota tispésného ukonceni ¢innosti.

Undahleny - rozhodnuti neni provedeno na zakladé dostateéného mnozstvi dostupnych infor-
maci.

Neseriozni - tesitel rozhoduje bez informaci, védomé chybné podvodné, atd.

Problém je stav v posloupnosti ¢innosti, ktery ¢lovek musi zménit, protoze dalsi ¢innost
- neni znama - je nejednoznacna - je znama, ale doslo k poruseni podminek, za kterych je
realizovatelna

V celé civilizované historii 1ze sledovat dva principialné odlisné ptistupy cloveka k feseni
problémi. Je to zptisob feseni problémi pfimy a nepfimy. Pii pfimém feseni se fesi jen formu-
lovany problém zvolenym postupem. Vede-li postup k cili, problém se vytesi. Nevede-li k cili,
zaCiné se Upln€ znovu, jinak. Je to pristup, ktery oznacujeme pokus - omyl.

U nepfimého feseni, misto formulovaného problému fesime jiny, snadnéji zvladnutelny
problém. Prostfednictvim jeho ziskame feseni primarné formulovaného problému. Je to feseni
oklikou, pfi némz c¢lovék vyuziva svych schopnosti pfemyslet, hodnotit, posuzovat a srovnavat
rizné varianty s cilem dosdhnout feSeni s minimalnim tsilim. Ve védeckotechnické oblasti toto
feSeni nazyvame modelovanim. Ma charakter chytrého, proziravého, efektivniho feseni.Neni
tfeba zdlraznovat, ze feSeni pristupem pokus - omyl, je v soucasné technice piijatelny jen
u malo vyznamnych, jednoduchych a levnych technickych dél nebo pro feseni dil¢iho problému
s malym poctem moznych pokusi. Timto postupem nelze fesit vystavbu atomovych elektraren,
vodnich dél, dopravnich prostfedkt atd. Zde je tfeba v maximalni mire vyuzivat modelovani.
Detailnéjsi popis modelovani presahuje ramec tivodni kapitoly téchto skript. Studenti jej mohou
nalézt v [1].
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Tvorba, provoz a likvidace technického dila se sklada z celého komplexu cinnosti lidi,
které na sebe navazuji v casové posloupnosti priprava - navrh - vyroba - provoz - likvidace.

Ptiprava a hlavné navrhovéa ¢ast technického dila se vyznacuje vyznamnymi rozhodnutimi
z hlediska kvality technického dila pfi celkové informac¢ni neurcitosti. Na pocatku o novém
dile, kromé zadani neni znamo NIC. Pracovni tym, ¢lovek musi svoji vykonnou, ale predevsim
rozhodovaci ¢innosti technické dilo vytvorit. K rozhodovacim ¢innostem ¢lovek mitize pristoupit
rizneé, jak je uvedeno na pocatku odstavce. Ma-li vSak nové technické dilo byt ispésné, tj. splnit
potieby spolecnosti, byt konkurence schopné, zaujmout ostatni lidi (spole¢nost), pak musi byt
vytvoreno tak, aby pravdépodobnost funkce, novosti a realizovatelnosti se blizila jedné, tedy
jistoté. Tohoto lze dosdhnout tehdy, jestlize v rozhodovacich ¢innostech prevazuji pristupy -
seriozni, odvazny, tviréi - a vykonné ¢innosti jsou charakterizované vysokou kvalitou. Tento
pristup souhrnné oznacime - wnZenyrskym pristupem. Jestlize se nyni podivame na spolecné
znaky seriozniho, odvazného a tvirciho pristupu zjistime, ze vychazeji ze vSech dostupnych
informaci tykajicich se daného problému. Soucasti dostupnych informaci je také, a to predevsim,
teorie oboru, kterého se dany problém tyka.

1.5 Mechanika téles jako predmét na fakulté strojni.

Zaclenéni mechaniky téles do studia na strojni fakulté souvisi s cilem studia, tj. ziskani inzenyr-
ského vzdélani ve strojnim oboru, které umozni studentiim po ziskani praktickych zkusenosti
vytvaret a fidit technicka dila. V predchozich odstavcich jsme popsali zakladni zptsoby vy-
tvareni technického dila na inzenyrské trovni - modelovanim. V celé historii lidstva je TeSeni
vyznamnych problémt spojeno s modelovanim. Modelovy pristup feSeni problémt neni v urci-
tém Casovém obdobi mozny bez znalosti odpovidajicich rovni rozvoje védy a techniky, tedy

bez prehledu o souboru védeckych poznatkt

bez vytvoreni metody mysleni, ktera je charakteristicka pro dany védni obor (strojirenstvi
na fakulté strojni)

bez ziskani detailniho pfehledu o souboru znalosti, které jsou vyuzivany v oboru (stroji-
renstvi). Vyznamnou soucésti tohoto souboru je teorie oboru.

bez prehledu zakladnich dat oboru

Mezi zakladni predméty teoretického zakladu strojirenstvi patii teorie mechaniky téles,
ktera je dale hierarchicky rozdélena podle nasledujici tabulky.

Uroveri
slozitosti Predméty mechaniky téles v zdkladnim studiu na F'S
predmétu
1 statika kinematika
2 dynamika pruznost a pevnost I a II
3 predméty specializaci

Tab. 1.2
Jaky je tedy cil studia mechaniky téles na strojni fakulte?

Osvojeni prehledu a znalosti teorie mechaniky téles spolu s myslenim, které umozni tyto
znalosti vyuzivat pfi feseni problému strojirenstvi modelovanim.
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Jak uz bylo uvedeno v ptredchozich odstavcich, osvojeni teorie a mysleni urcitého oboru
neni mozné bez vymezeni zakladnich pojmu. (Pojem je zdkladnim prvkem mysleni.) Teorii oboru
- uceleny, usporadany, systematizovany soubor poznaki, ktery umoznuje logickymi operacemi
ziskavat nové informace a poznatky - si ¢lovék lépe osvoji, jestlize zna systém jejiho vytva-
feni a uspotradani. Pro ziskani pfehledu si déle uvedeme zakladni zptisoby vytvareni teorie.
Zakladnimi zpiisoby vytvareni teorie jsou dogmaticky, axiomaticky, hypoteticky a postulatovy.

Dogmaticky: Vychazi ze zdkladnich vét a operaci, které umoznuji vytvareni vét novych. Za-
kladni véty a operace jsou dany AUTORITOU, o které nelze pochybovat.

Axiomaticky: Vychézi ze zékladnich vét a logicko-matematickych operaci pomoci nichz vytvari
nové veéty a tvrzeni. Zakladni véty musi tvorit axiomaticky systém. Véty a tvrzeni odvo-
zend z axiomi jsou dokazatelné. (Axiomatickym zptsobem jsou vytvafeny teorie obort
matematiky.)

Hypoteticky: Vychazi z pozorovani a studia déji a jevii. Pravdépodobnostni vyklad daného déje
nebo jevu nazyvame hypotézou. Po ovéreni dané hypotézy védeckymi prostiedky se hy-
potéza stava poznatkem. Jeji formalizované vyjadieni nazveme vétou. Po ziskani urcitého
mnozstvi poznatki provadime jejich utfidéni, formalizaci, systematizovani a kompletizaci
- VYSTAVBU TEORIE. (Tento zptsob je charakteristicky pro teorie piirodnich a tech-
nickych véd).

Postuldtovy: Pro postulatovy systém plati totéz, co pro hypoteticky s tim rozdilem, ze hypotéza
vychazi z objektivni reality, je evidentni, pfipadné demonstrovatelna. Postulat vychazi
z intuice clovéka.

P1i vytvareni prirodovédnych i technickych teorii se uplatnuje predevsim hypoteticky a po-
stulatovy zptisob. Axiomaticky systém je charakteristicky pro vytvareni teorii matematickych
disciplin napft. teorie eukleidovské geometrie.

Diilezitou tlohu pii systematizovani poznatkt védeckého oboru méa zptisob popisu naleze-
nych poznatkt. V pfipadé mechaniky téles jedinym moznym je matematicky popis. Vzhledem
k tomu, ze statika tvofi nejstarsi ¢ast mechaniky téles, je soubor zakladnich poznatkil zcela
matematicky formalizovany a proto teorii statiky mizeme vytvorit axiomatickym zpisobem.
Axiomy v tomto pripadé maji charakter zakladnich vét, jejichZz pravdivost byla mmnohokrat
ovéfena. Vytvoreny axiomaticky systém odpovida strojirenské rozliSovaci trovni. Ma-li soubor
axiomu spliovat podminky aziomatického systému, musi byt:

Uplny - obsahuje vSechny axiomy nutné pro odvozeni vSech vét a tvrzeni dané teorie.
Bezrozporny - véty a tvrzeni odvozené z tohoto systému nesmi byt rozporné.

Nezavisly - zadny z axiom nelze odvodit ze zbylych axiomt. Tato podminka je splnéna na od-
povidajici rozliSovaci Grovni.

Teorie statiky v tomto skriptu je vytvorena axiomaticky, s moznosti jejiho vyuziti pfi
feSeni problémt strojirenstvi modelovanim. Poznatky statiky jsou popsany matematicky a vét-
sina tuloh a prikladl je feSena vypoctovym nebo grafickym zptsobem. Znalost matematiky,
odpovidajici studiu na stfedni skole a v prvnim roc¢niku na VUT, je vyzadovana. Neznalost
matematiky v uvedeném rozsahu ma pro studenta zavazné dusledky - neslozeni zkousky.

7 diive uvedenych souvislosti je zfejmé, Ze vytvareni zadné teorie se neobejde bez vymezeni
a upfesnéni pojmi. Proto po uvedeni axiomt budeme pokracovat zakladnimi pojmy.
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1.6 Axiomy mechaniky téles se zamérenim na statiku.

1.6.1 Axiom o prostoru a case.
a) Prostor je trojrozmérny, spojity, izotropni, euklidovsky, inercidlni a absolutni.

b) Cas je skalarni, spojitd, ve vSech bodech prostoru shodna, kladna rovnomérné rostouci
veli¢ina, charakterizujici soucasnost a naslednost jevii v prostoru.

1.6.2 Axiom o hmotnosti.

Kazdému prvku télesa lze prifadit hmotnost jako skaladrni veli¢inu charakterizujici gravi-
tacni a setrvacné vlastnosti prvku.

1.6.3 Axiom o energii a zachovani energie.
Energie je skalarni veliCina, ktera vyjadiuje miru zmény déje. U uzavienych systémi je
energie konstantni.

1.6.4 Axiom o silovém pusobeni.

a) Silové ptlisobeni v § okoli bodu A, které je z hlediska silového ptisobeni nepodstatné, je

vektorové veli¢ina — sila F vazana k bodu A. Sila F mé vlastnosti vektoru vézaného k
bodu.
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b) Pisobent sily F v bodé A télesa lze z hlediska pohybové ekvivalence vyjadrit v libovolném
bodé B silou F' a momentem Mp = BA x F.

Obr. 1.3:

c) Pisobeni soustavy sil m; = {4, Fi} na téleso T je pohybové ekvivalentni s pisobenim
soustavy my = {A;, F;} jestlize plati:

S RE-F ==Y F Ly
i=1 j=1

Z Mp; = MXI/B - M\Q/B - Z MBJ (1.2)
i=1

J=1

vl

Mya
B -
F"4
‘E} T

kde B je bod Ejs.
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1.6.5 Axiom o pri¢inné souvislosti mechanického pohybu a silového pusobeni na
téleso T.

Pohyb telesa jako celku.

a) Téleso zustava v klidu nebo v rovnomérném pohybu, pokud neni vnéjsimi okolnostmi
nuceno tento stav zménit.

b) Pfi¢inna souvislost pohybu télesa T jako celku a silového ptisobeni je vyjadfena vztahy:

l

~

d(m?) < d(JD) <~
dt _Z ' dt _ZMi (13)

=1 =1

c) Existuje-li mezi dvéma télesy 77 a Ty silové pusobeni v § okoli stykového bodu A =
(A1, Ay) , které je z hlediska silového ptisobeni nepodstatné a vyjadiime-li silové piisobeni

T, na T silou F o 2
1 ha 15 s? ou 2l pak plati  Fio = —Fy v A= (A, Ay)
T na T silou Fy;

Obr. 1.5:

Deformace.
d) Existuje pfi¢inna souvislost mezi silovym pisobenim a deformaci télesa. Tuto souvislost
nelze explicitné jednoduse vyjadrit. Jeji vyjadieni je predmétem pruznosti a pevnosti.

Porusovani spojitosti.

e) Existuje pfi¢inna souvislost mezi silovym puisobenim a poruSovanim spojitosti télesa.
Vysettovani a popis této souvislosti je predmétem pruznosti a pevnosti.
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1.6.6 Axiom o styku téles.
V bodech styku téles je pohyb
a) omezen ve sméru normély v disledku neprostupnosti téles

b) je ovlivnén v teéném sméru, mira ovlivnéni zavisi napodminkach ve styku

c) je zavisly na dodavéani energie do styku, ktera je nevratna

Obr. 1.6:

Obrazek ke kapitole 3
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2 Zakladni pojmy mechaniky téles se zamérenim
na statiku.

Hmota - Zakladni filosoficka kategorie, jejimz obsahem je objektivni realita jako protiklad veé-
domi ¢lovéka. Zakladnimi atributy existence hmoty jsou prostor, ¢as, pohyb. Konkretizaci
hmoty na strojirenské rozliSovaci tirovni je hmotny objekt, ktery je ticelové vymezen za-
jmem lidi z hlediska feSeného problému.

Prostor - Obsah pojmu prostor je na objektivni rozliSovaci tirovni stale pfedmétem zajmu
védct, ktefi se snazi odpovédét na otazky tykajici se konec¢nosti, zakfiveni, dimenze atd.
Na strojirenské rozliSovaci tirovni je obsah pojmu prostor pfedmétem axiomu Ala.

’ Prostor je trojrozmérny, spojity, izotropni, eukleidovsky a absolutni. ‘

- absolutni - 1ze vzdy vymezit hmotny utvar, ktery urcuje zakladni téleso se kterym miizeme
spojit zékladni soufadnicovy systém (zakladnim télesem u stroji je rdm nebo zaklad
stroje).

- trojrozmérny - baze prostoru ma dimenzi ti. Kazdy bod prostoru vzhledem k zakladnimu
prostoru (vztaznému prostoru) je jednoznaéné uréen tfemi soufadnicemi. Viz obr. 2.1b.

- izotropni - vlastnosti hmotného objektu jsou nezavislé na orientaci v prostoru.

- eukleidovsky - plati v ném axiomy eukleidovské geometrie (vzdélenost dvou bodt, thel
dvou pfimek atd. uré¢ime vztahy eukleidovské geometrie viz obr. 2.1a).

- inercialni - rovnice popisujici mechanicky pohyb jsou nezavislé na pohybu zakladniho
prostoru.

- spojity - principialné lze rozlisit libovolné blizké dva body.

§ ’
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Obr. 2.1:
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Cas - Obsah pojmu ¢as na strojirenské rozliSovaci tirovni je vymezen axiomem Alb.

Cas je skalarni, spojita, ve véech bodech prostoru shodna, kladné,
rovnomérné rostouci veli¢ina charakterizujici soucasnost a naslednost
jevi a déju.

- skalarni veli¢ina - je vyjadfena jedinou mirou nezavislou na prostorové orientaci.
- spojita - principialné lze rozlisit libovolné blizké ¢asové okamziky.
- shodné ve vSech bodech prostoru - mira ¢asu je nezavisla na poloze v prostoru.

- kladné rovnomeérné rostouci - ¢as postupuje vzdy od minulosti do budoucnosti ve stalém
rytmu.

- soucasnost a naslednost déji - mizeme rozlisit, zda jeden déj predchéazel nebo nasledoval
déj druhy.

Pohyb - Obsahem pojmu pohyb na objektivni rozliSovaci irovni jsou ¢asoprostorové zmeény na
objektu. Pohyb z filosofického hlediska se dale hierarchicky déli, pficemz nejjednodussi
formou je mechanicky pohyb.

Mechanicky pohyb - je nejjednodussi formou pohybu hmoty, pii které nedochazi ke zméné mo-
lekularni struktury a nejedna se o pohyb biologicky ani spolecensky.

Mechanicky klid - je pohybovy stav, charakterizovany zménou vzdélenosti télesa k zakladnimu
télesu podle vztahu [ = v.t + [y, pricemz v = konst. a nenastava rotace - rovnomeérny pri-
mocary pohyb nebo téleso pouze rotuje kolem pevné osy soumérnosti konstantni thlovou
rychlosti.

Mechanicky jev - je kazdy jev v objektivni realité, ktery je mozné vyjadrit mechanickym pohy-
bem, tedy ¢asovou zménou vzdalenosti - mezi hmotnymi objekty - na hmotnych objektech
- zménou prislusnosti k hmotnému utvaru.

Subjekt - Clovék - Clovek, ktery ma védomi s viili.
Objekt - Obsahem pojmu objekt je vsSe, co je predmétem zajmu subjektu - ¢lovéka.

Teleso - je realny objekt, u kterého je hmota ve formé latky v tuhém skupenstvi s moznosti
deformace.

Interakce - je vzajemné ovliviiovani, které jsme schopni popsat veli¢inami na vymezené rozliso-
vaci arovni. Aby interakce mohla nastat musi mezi hmotnymi objekty existovat spojeni.

Vazba - spojeni, které umoznuje interakci a je popsano velicinami na vymezené rozliSovaci
urovni.

Velic¢ina - Obsahem pojmu veli¢ina je vyjadieni vymezenych vlastnosti objektu z kvalitativniho
a kvantitativniho hlediska ve formalizovaném tvaru.
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Y/

vymezili fadu dilezitych pojmi jako napt. rozliSovaci Groven, experiment, technické dilo atd.
Néazvy téchto pojmi jsou vytisténé kurzivou a podtrzené. Vymezeni téchto pojmi nebudeme
opakovat. Detailn€jsi popis presahuje ramec téchto skript a neni nezbytné nutny na pocatku
studia mechaniky, je v8ak uveden v [1]. Sezndmeni s nim je vhodné pro pochopeni Sirsich
souvislosti mechaniky a dalsich oborti.

2.1 Konkretizace obecnych pojmu z hlediska mechaniky téles
a pojmy mechaniky téles.

Mechanicky pohyb - nejjednodussi forma pohybu. Z hlediska mechaniky téles se déli na tyto

slozky - pohyb télesa jako celku, deformace, poruseni spojitosti, oddélovani ¢asti télesa.
Viz obr. 2.2 a-d.
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Obr. 2.2:

a) slozkou pohybu télesa jako celku rozumime ¢ast mechanického pohybu, pfi které se méni
vzdalenost bodu télesa vzhledem k soutradnicovému systému spojenému se zakladnim
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télesem, ale neméni se vzdalenost libovolnych dvou bodt a thel libovolnych tii bodi
télesa.

b) Deformaci rozumime slozku mechanického pohybu, ktera je charakteristickd zménou
vzdalenosti libovolnych dvou bodi, resp. zménou tuhlu libovolnych tii bodt télesa, pri
neuvazovani pohybu télesa jako celku.

c¢) Ke zméné spojitosti télesa doslo, jestlize existuji dva body A, B télesa T takové, ze v
¢ase t; jsou vSechny body spojnice AB prvky télesa T a v ¢ase ty existuje bod spojnice
A’'B’" | ktery neni prvkem T, pfi¢cemz na dané rozlisovaci trovni je AB = A’B’.

d) Ke zméné piislusnosti k télesu dochézi, jestlize v ¢asovém intervalu doslo k oddéleni
casti télesa T.

Teleso - realny objekt, jehoz hmota je ve formé latky v tuhém skupenstvi. Na strojirenské rozli-
Sovaci trovni je charakteristické témito vlastnostmi.

1. Tvorii celek - tim budeme rozumét, ze kazda cast télesa je soucasné vlastnosti celého
télesa.

2. Je soudrzné - to znamena, ze oddéleni casti télesa vyzaduje usili, které je nevratné.
(Oddéleni a opétovné pfipojeni ma za néasledek zménu vlastnosti)

3. Je neprostupné - zaujima-li téleso T prostorovou oblast, pak tuto oblast nemtize sou-
casné zaujimat jiné téleso T .

4. Je vymerzitelné udaji - o geometrii, materialu, o vazbéach a interakcich s okolim.

5. Je deformovatelné - nastane-li interakce télesa T s okolim, ktera je vyznamna z hlediska
mechanického pohybu, pak dochéazi vzdy k deformaci télesa.

Uvéazime-li uvedené vlastnosti, snadno zjistime, ze kazdé téleso podle bézné predstavy
tyto vlastnosti ma a jen si je bézné neuvédomujeme. V mechanice téles tyto vlastnosti musime
védomeé uvazovat. V navaznosti na znalosti fyziky si v souvislosti s redlnym télesem uvédomu-
jeme, ze na objektivni rozlisSovaci tirovni je realné téleso soustavou elementarnich ¢astic, jejichz
struktura urcuje vlastnosti télesa.

V mechanice téles o vnitini struktufe vime, ale na rozliSovaci irovni strojirenstvi
je nerozlisitelna a neni predmétem zajmu.

V predmétech mechaniky téles na strojni fakulté se budeme zabyvat technickymi télesy.
Jsou to télesa, ktera maji charakter prvka technickych dél, coz znamena, ze jsou pro lidi po-
tfebna, jsou predmétem jejich zajmu, lidmi cilevédomé vytvofena, vyrobitelnd a funkéni. Z
technickych téles se zaméiime na télesa typicka pro strojirenstvi (napf. spalovaci motor, prevo-
dovka, valcovaci stolice - soustavy téles, hiidel, spojka, ozubené kolo - télesa). Pokud ve vykladu
nehrozi nebezpeci chybného vysvétleni budeme privlastky ”technické” a ”strojirenské” v nazvu
technické téleso a strojirenské téleso vynechavat. Redlnému télesu z hlediska zajmu priradime
téleso abstraktni.

Abstraktni téleso - je abstraktni objekt - spojita, neprostupna ohranicena oblast prostoru Ej3 ,
jejimuz kazdému bodu jsou pfifazeny charakteristiky silového ptisobeni poli a povrchovym
bodim jsou prirazeny charakteristiky styku.
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Ve strojirenstvi se bézné vyskytuje pole gravita¢nich a pole setrvacnych sil. Pak jedi-
nou materialovou charakteristikou je jeho hustota . Hodnoty hustoty zakladnich strojirenskych
materialt jsou uvedeny v tabulce . Jejich znalost se vyzaduje.

material kgm=3
ocel 7,85.10°
litina 7,30.10°
hlinik 2,70.10%
méd 8,90.10%
zinek 7,10.103
olovo 11,30.10%

Tab. 2.1

Obdobné jako u pojmu technické téleso, pokud nehrozi nebezpeci chybného vykladu pii-
vlastky redlné a abstraktni téleso budeme vynechavat.

Tuhé téleso - Kazdé realné téleso je deformovatelné. Obsahem pojmu tuhé téleso je téleso, jehoz
deformace z hlediska feseného problému je nepodstatna. V piipadé teorie se jedna o
véty a tvrzeni odvozena za predpokladu nepodstatné deformace.

Dokonale tuh€ téleso - Privlastek ”dokonale” u tuhého télesa neméa smysl, proto pojem doko-
nale tuhé téleso nebudeme pouzivat.

POZOR!! Vyrok: 7 Tuhé téleso je téleso, které se nedeformuje ”, je nepravdivy a
svedci o nepochopeni pojmu tuhé téleso nebo o nedostatecném osvojeni obsahu pojmu tuhé
téleso studentem, coz je nepiipustné.

Prvek télesa - je kazda oddélitelnd ¢ast télesa, kterd ma vlastnosti 1-5 télesa.

Soustava téles - je soubor téles, vazanych vazbami, které jsou vyznamné z hlediska mechanic-
kého pohybu a tvori celek.

2.2 Interakce a vazba.

Vymezime-li v objektivni realité dva hmotné objekty H;, Hy a sledujeme-li jejich vzajemné
vztahy, miizeme zjistit, ze na dané rozliSovaci tirovni se tyto objekty

- vzajemné ovliviuji - jsou vzajemné vazané
- vzajemné se neovliviiuji - jsou volné

Miru vzajemného ovliviiovani mtizeme vyjadrit slovné; malé - velké, vyznamné - nevy-
znamné, slabé - silné, s malym dosahem - s velkym dosahem atd. Z hlediska tirovné védy a
techniky je toto vyjadfeni nedostatecné a snazime se je nahradit vyjadfenim veli¢cinami. Pak
hovotime o interakci hmotnych objektt.

’ Interakce je vzajemné ovliviiovani objektti, které je vymezeno veli¢inami. ‘
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Interakce mezi objekty miize nastat, jestlize mezi objekty existuje spojeni. Spojeni, které
je vymezeno veli¢inami nazveme vazbou. Jestlize ve vazbé dochazi k interakci mezi hmotnymi
objekty, pak dochazi k prenosu latky, energie a informace.

Vazba je spojeni hmotnych objekt, které umoziuje jejich interakci a je vymezeno
veli¢inami.

Existence vazby mezi hmotnymi objekty H; a H; neznamend, Ze interakce pravé probiha,
je vsak nutnou podminkou mozné interakce. Podle toho zda nastava ¢i nenastava interakce
prostfednictvim vazby, budeme v mechanice téles rozlisSovat vazby:

- _funkcéni - vazba existuje a interakce v daném okamziku probiha

- nefunkéni - vazba existuje, interakce je mozna, ale v daném okamziku neprobiha.

POZOR!! Pro nefunkéni vazbu nebudeme pouzivat nazev pasivni, ktery oznacuje
jinou vlastnost vazby.

Interakce hmotnych objektii mohou mit nejriiznéjsi charakter stejné jako vazby, které
interakce umoznuji. V mechanice téles se zabyvame pouze mechanickymi vazbamsi a interakcemi,
prostiednictvim nichz dochazi k mechanickému pohybu.

2.3 Interakce, silové pusobeni, sila.

V predchozim odstavci jsme vymezili pojem interakce na trovni védy a techniky. Interakei,
ktera je vyznamna z hlediska mechanického pohybu nazyvame silovou interakci. Silovou inter-
akci, kterda nastava mezi télesy oznacime v mechanice téles nazvem silové pisobeni. Zakladni
vlastnosti télesa je jeho deformovatelnost, nastane-li mezi télesy silové pusobeni, pak dochézi
k prenosu energie ve stykovém tutvaru, ktery je z geometrického hlediska prostorovym nebo
plosnym utvarem. Pokud velikost tohoto utvaru je nepodstatna z hlediska silového piisobeni a
feSeného problému, pak silové ptisobeni nazveme SILOU. Viz axiom A4a a obr. 2.3.

Silové pisobeni v nepodstatném § okoli bodu A télesa je vektorova veli¢ina —
sila F' vazana k bodu A.

Silové ptisobeni je vazano na plosnou oblast, sila na bod této oblasti. Otazkou ztstava, ktery
bod vybrat? Silové piisobeni miZzeme vyjadiit silou, pouze v pripadé, Ze stykova oblast je
nepodstatna. Pak je také nepodstatné, ktery bod oblasti zvolime.

Z predchoziho vyplyva, ze silové ptisobeni, sila vyjadiuje interakci hmotnych objekt,
ktera je podstatna z hlediska mechanického pohybu. Mechanicky pohyb hmotnjch objektd je
vyznamné ovlivnén mechanickymi vazbami. Odtud plyne, Ze silové ptisobeni zavisi na poctu a
charakteru vazeb, kterymi je objekt vazan k jinym redlnym objektiim. Vzhledem k tomu, ze
predmétem naseho zajmu je téleso a na pocatku studia mechaniky téles, téleso spojité, budeme
se dale zabyvat ulozenim télesa z hlediska pohybu télesa jako celku, deformace a silového
pusobeni na téleso.

UloZenim télesa rozumime soustavu stykovych vazeb, kterymi je téleso vazano.
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Obr. 2.3:

2.4 Téleso volné, vazané a uvolnéné.

Kazdé realné téleso je vazano ke svému okoli riznymi typy vazeb. Déle se omezime pouze na
vazby, které vyznamné ovliviiuji pohyb télesa jako celku a deformaci. Jsou to vSechny vazby,
které zprostiedkuji silovou interakci, jejiz mirou je silové piisobeni na téleso.

Pro tyto vazby, které nazyvame mechanicke, plati:

Kazdé mechanické vazbé, ktera podstatné ovliviiuje pohyb télesa jako celku
a deformaci, 1ze prifadit silovou soustavu, ktera je vyjadfenim a mirou zmény
mechanického pohybu, zptisobené touto vazbou.

V souladu se skutecnosti, mtizeme konstatovat, ze mechanické vazby ovliviiuji pohyb
télesa jako celku a deformaci, pficemz toto ovlivnéni mize byt podstatné nebo nepodstatné z
hlediska feseného problému.

Rozliseni mechanickych vazeb a jim odpovidajicich silovych soustav na podstatné
a nepodstatné je NEJVYZNAMNEJSI etapou feseni problémt modelovanim.

V dalsim vykladu budeme predpokladat, ze vazby z hlediska feSeného problému a pfi-
pravy na feSeni problémil praxe jsou podstatné. Jestlize se zamyslime nad uvedenymi souvis-
lostmi a kazdodenni praxi, pak zjistime, Ze v bézném Zzivoté nebyva zvykem uvazovat mechanic-
kou vazbu a silové ptisobeni ve vzajemné souvislosti. Zpravidla uvazujeme pouze jednu stranku
tohoto vztahu (silné vytisténa).

gravitaéni sila «—— gravitacni vazba  viz obr. 1.6 str. 13

elektromagneticka sila «—— elektromagneticka vazba

setrvacna sila «—— vazba, ktera se projevuje setrvaénymi ucinky - setrvacna vazba
stykova sila «—— stykova vazba

Za povsimnuti stoji, ze ucinky gravitacni, elektromagnetické a setrvacné vazby vyja-
difujeme silovym ptisobenim, ale stykovou vazbu hodnotime z dtsledki styku. Z uvedeného je
ziejmé, ze vazby stykem maji z hlediska mechanického pohybu zvlastni vlastnosti, které jsou
dany ostie vymezenym povrchem a neprostupnosti téles. Proto mechanické vazby délime na
dva zakladni typy:

- vazby silové, — které mechanicky pohyb ovliviuji

- vazby stykem, — které mechanicky pohyb ovliviiuji a omezuji
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Ovlivnéni a omezeni chapeme z hlediska mechanického pohybu takto: Predstavme si téleso
v zékladnim prostoru, které je v pocatecnim okamziku ¢y v klidu a uvazujme tyto pripady
(viz obr. 2.4)

a) téleso volné - téleso zustava v klidu
(vazby jsou nerozlisitelné)

b) téleso v gravita¢nim poli - téleso se pohybuje rov-
zemském (smér g je totoz- nomérné zrychlenym pohy-
ny s osou y) viz obr. 2.4b bem ve sméru osy y.

c) téleso je v elektromagne- - téleso se pohybuje ve
tickém poli podle obr. 2.4c smeéru osy x, charakter

pohybu zavisi na charak-
teru elektromagnetického

pole.
d) téleso v gravita¢nim - vysledny pohyb télesa je
a elektromagnetickém urcen sloZzenim pohybti c)
poli viz obr. 2.4d ad).

E /ekz‘romagnebclte'
fj k T (fo) Y T /

g ‘ T - ‘rou 9 “ T(fo)
® O o —0 L] ( ﬁ“j
il T(tl \ / m;

/ Grave facm

Jpole £ /ekéramoyne-
ticke’ pole Gram{acm

s o= =
X X X
2z / 5 Zeme Zeme / /

Z z

Obr. 2.4:

Je-li téleso vazano silovymi vazbami, pak mechanicky pohyb télesa je mozny,
ale zavisly na charakteru silovych vazeb - pohyb je ovlivnén.

e) téleso je ve styku se - téleso je v klidu
zakladnim télesem, které

se nepohybuje viz obr. 2.5a

f) téleso je ve styku se za- - téleso zistava v klidu,
kladnim télesem a nacha- vazba stykem omezuje po-
z1 se v gravita¢nim poli hyb télesa jako celku ve

zemském viz obr. 2.5b sméru osy y.
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g) téleso je ve styku se za- - téleso se pohybuje ve smeé-
kladnim télesem a nacha- ru osy x. Charakter pohybu
zi se v gravitacnim poli zavisi na charakteru elek-
zemském a elektromagne- tromagnetického pole a si-
tickém poli viz obr. 2.5¢ lovych podminkéach ve styku.

Pohyb télesa jako celku je
stykovou vazbou ve sméru
0Sy y omezen a ve sméru
osy X je ovlivnén obéma
vazbami.

Je-li téleso vazano stykovou vazbou, pak pohyb télesa jako celku v misté styku
ve sméru normaly je omezen v diisledku neprostupnosti télesa. V tecném sméru
je ovlivnén. Viz obr. 2.5.

Gram'fac'mL po/c

Gravitadn. l
pole y

E/ekfr‘ornagncl.‘c'cée’
pole

Tl = T(t) Tié)TH e o
1
Tl T
1 !
X | %
Zemé [ Zemé / \[
Z
Obr. 2.5:

Soustava stykovych vazeb nebo vazba se slozitou geometrii styku omezuje nejen
pohyb télesa jeko celku, ale také deformaci viz obr. 2.6.

] F114

"""

T T T

X X
/4 /7/ ////////////7
z

Zdkladnl feleco z

Obr. 2.6:



2. ZAKLADNI POJMY MECHANIKY TELES SE ZAMERENIM
NA STATIKU. 23

K silovym vazbam vedle vazeb silovymi poli patii
také vazby stykem télesa s prostiedim (kapalina, plyn). Pti
styku télesa s prostfedim nedochazi k omezeni mechanic-
kého pohybu, protoze prostiedi se prizpiisobuje poloze a
tvaru télesa - pohyb pouze ovliviiuje. Viz obr. 2.7. .

y A Gravitacnd' pole

T

1 _Kapakna
P
— v

Téleso miize byt ke svému okoli vazano soustavou

vazeb riznych typi. Podle vyznamu této soustavy vazeb z

hlediska pohybu télesa jako celku a deformace rozliSujeme: Zemd
Z

2

X

Obr. 2.7:

Téleso volné - mechanické vazby (silové a stykem) télesa s okolim jsou nerozliSitelné.

Teleso s nepodstatnymi vazbami - mechanické vazby télesa s okolim jsou rozlisitelné, ale z hle-
diska reseného problému nepodstatné.

Téleso vdzané - téleso je s okoli vazano bud silovymi nebo stykovymi, pfipadné silovymi i sty-
kovymi vazbami, které jsou z hlediska feseného problému podstatné.

Podil stykovych a silovych vazeb je vyznamnou charakteristikou oborového zaméreni
mechaniky téles. V nebeské mechanice jsou zcela dominantni vazby silové - gravitacni. Styk
vesmirnych téles je mimoradnou situaci ve vesmiru s velmi malou pravdépodobnosti. Pro ne-
beskou mechaniku jsou charakteristické vazby silové.

Ve strojirenstvi, pro stroje a zafizeni je typicky velky pocet soucasti, které jsou ve styku
a jen omezeny pocet silovych vazeb. Pro strojirenstvi je tedy charakteristické, ze dominantni
jsou vazby stykem, i kdyz v soucasném strojirenstvi je tendence ke zvysovani poctu silovych
vazeb (hydraulika, pneumatické soustavy, linearni elektromotory atd.). Vazby stykem jsou vSak
stale ve strojirenstvi primarni.

Vztah mezi mechanickymi vazbami, kterymi je téleso vazano a silovym pisobenim na
téleso, vymezeny z hlediska mechanického pohybu, je zdkladnim vztahem silového pfistupu,
kterym vyklad mechaniky téles zaciname. V souvislosti se silovym pristupem vysvétlime za-
kladni, zdanlivé jednoduchou, ale myslenkové obtiZznou operaci, kterou nazyvidme uvolnénim
vazaného télesa. K uvolnéni vazaného télesa je tfeba myslenkové nahradit mechanické vazby
télesa s okolim silovym ptlisobenim, silami pfi zachovani funkce télesa v mechanice téles pohybu
télesa jako celku a deformaci. Uvoliiovani je abstraktni operaci probihajici ve védomi ¢lovéka.

Vysledkem uvolnéni vazaného télesa je uvolnéné téleso, na které piisobi soustava
uplné a nedplné urcenych sil, pii zachovani pohybového stavu télesa.

V mechanice téles jako teoretické disciliné se obtiznost uvolnovani zvysuje tim, ze k
realnému télesu prifazujeme abstraktni téleso popsané systémem veli¢in a operace uvoliiovani
se realizuje na tomto abstraktnim télese. Na zakladé znalosti z fyziky umime popsat silové
pusobeni u nékterych silovych vazeb (napf. gravitacéni) veli¢inami. Interakci télesa s okolim,
prostiednictvim téchto vazeb, nékdy vyjadiujeme v zadani tloh silovym ptisobenim bez blizsi
specifikace urceni téchto veli¢in.
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Zdanliva jednoduchost a skuteéna narocnost na jedné
strané a zavaznost na strané druhé vyzaduji, aby ope-
race uvolnovani byla cilevédomé a dlouhodobé rozvijena
k jejimu pochopeni a védomému osvojeni. Teprve pak je
pro ¢lovéka jednoducha.

Po vymezeni zékladnich pojmi tykajicich se jevt a pti-
stupt pii vysetfovani a popisu mechanického pohybu té-
les, vztahti mezi vazbami, kterymi je téleso vazano, zmeé-
nou mechanického pohybu zptisobeného témito vazbami
a silovym ptsobenim na téleso, mizeme pristoupit k vy-
mezeni pfedmétu mechaniky a jejimu dalsimu déleni.
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3 Silové pisobeni na hmotné objekty.

3.1 Sila a jeji posuvné ucinky

V této kapitole si popiSeme vlastnosti silovych tc¢inki ptisobicich na konstrukce a realné mecha-
nické soustavy. Zavedeme kvantitativni popis sily jako vektorové veli¢iny charakterizujici miru
interakce (vzdjemného ptisobeni) mezi télesy. Uéinek sily na hmotny objekt pfitom mtZe byt
staticky nebo dynamicky. Pfi dynamickém ptisobeni se méni pohybovy stav studovaného ob-
jektu tj. dochazi ke zméné rychlosti jednotlivych bodt télesa. Jsou li vazby takového charakteru,
ze vyvolany pohyb je posuvny (trajektorie vSech bodt pfi tomto pohybu jsou stejné, navzajem
posunuté kiivky), pak tato zména rychlosti je vyjadiena pomoci 2. Newtonova zakona

d(m - ?)

F= 3.4

g” (3.4)
Pii statickém tucinku sil na hmotny objekt nedochéazi ke zméné pohybového stavu protoze
vSechny sily plisobici na objekt jsou v rovnovaze a jejich ucinek se vzajemné vyrusi. Pii static-

kém ucinku sil na dokonale tuhé téleso pritom nedochéazi k pretvoreni tvaru télesa.

3.1.1 Rozdéleni sil

Pojem sily vznikl generalizaci a abstrakci subjektivniho lidského pocitu tahu nebo tlaku. Pti-
kladem miize byt ptsobeni lana na konzolu Jeho abstrakce je reprezentovana vektorem (viz
obr.3.1), ktery lezi na pfimce p (nositelce sily) a prochazi bodem télesa (ptisobistém). Vzajemné
ptsobeni téles pfitom nemusi byt uskutecnovano piimym kontaktem téles, nybrz i ptisobenim
na dalku tj. silovym polem. (napi. polem gravita¢nim). Jak je z ndzoru popf. z obr. 3.1 zfejmé,
pro urceni sily jako fyzikalni veliCiny je nutné zadat misto jejiho ptsobeni (pusobisté), smér,
smysl ptisobeni (orientaci) na urcité pfimce (nositelce) a kone¢né velikost sily tj. miru intenzity
jejiho piisobeni. Sila ma tedy charakter vektoru vazaného na bod a jeji uc¢inky na téleso jsou
jednoznacné popsany pomoci pusobisté, velikosti, sméru piisobeni a orientaci.

Obr. 3.1:

Graficky silu znazornujeme pomoci orientované tsecky F , pocétek této tisecky (v pripadé
ze se jedna o tahovou silu) nebo konec této tusecky (v pfipadé Ze se jedna o tlakovou silu). Méfici
jednotkou pro vyjadieni velikosti sily je [F] = [kg.m.s?| = [N](Newton). Pfi znazorfiovani sily
v roviné délka tisecky vektoru sily v geometrickych jednotkach (napf.v cm) je tmérné velikosti
sily ve fyzikalnich jednotkach (napf. v Newtonech), Sipka urcuje smysl piisobeni sily. VSechny
sily piislusejici k jednomu a témuz objektu (télesu, soustavé téles) vytvari silovou soustavu.
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Jestlize ptisobisté sil je omezeno na malou plosku, jejiz velikost mtzeme oproti plose
povrchu hmotného objektu zanedbat tj. miizeme ji se zanedbatelnou ztratou presnosti soustiedit
do bodu, pak takové sily budeme nazyvat soustredéné (bodové, izolované, osamocené) sily). V
pripadé, ze piisobeni sil neni omezeno na bod, pak budeme hovorit o spojitém silovém piisobeni
(napft. sily na kontaktu pneumatiky s vozovkou, sily v ¢epech apod.). Podle charakteru oblasti
ktera je z hlediska spojitého silového ptisobeni vyznamna budeme rozeznavat:

a) spojité objemové piusobeni- v tomto ptipadé sily pusobi v objemu télesa (napf. sily gra-
vitaéni). Spojité objemové piuisobeni je urc¢eno, je- li v kazdém bodé prostorové oblasti
télesa (2 zndma hodnota mérné objemové sily 0 = d(x, y, z)pusobici na jednotkovy objem
télesa. Napf. pfi ptisobeni gravitacniho pole Zemé ptisobi gravitacni sily spojité v celém
objemu télesa, v pfipadé hustotné homogenniho télesa je velikost mérné objemové sily
rovna 0 = p- g , kde p je hustota télesa a g je gravitacni zrychleni. V technické me-
chanice , kde rozmeéry téles miizeme povazovat za velmi malé vzhledem k Zemi, obvykle
predpokladame, ze g ma v celém objemu stejnou velikost g=9,8066m.s-2 a stejny smeér.
Dalsimi objemovymi silami mohou byt sily setrvacné, elektromagnetické apod. Elemen-

tarni objemova silad F) pusobici na elementarni objem télesa dV télesa je vyjadiena ve
tvaru dF, =o-dV

b) plosné silové pusobeni- pii vzajemném styku téles se skutecna télesa deformuji a stykaji se
v konecné plose (obr. 3.2). Sily pfenasené ve stykovych plochach jsou tedy obecné silami
plosnymi a piisobistém je spojita plocha G na povrchu télesa. Plosné silové piisobeni je
urceno je- li v kazdé misté plochy zndma hodnota sily ptisobici na jednotku plochy tj. tlaku
P =plx,y, z) , elementarni sila pisobici na elementarniplochu dS je déna dﬁp = pdS

Obr. 3.2:

c) liniové silové pisobent v tomto ptipadé je stykovym utvarem prostorova kiivka k (obr.
3.3). Liniové silové ptisobeni je urceno je- li v kazdém bodé této kiivky znama hodnota
mérné liniové sily (intenzity)q = ¢(z,y, z) (tj. sily pisobici na jednotku délky) . Elemen-
tarni sila ptsobici na elementarni ¢ast kiivky dq je dana dﬁq = qdl.

S liniovym resp. ploSnym zatizenim se zpravidla setkdvame pii vzajemném styku téles, ale
mize to byt také kontakt télesa s prostiedim (napf. tlak plynu). V praxi silové zatiZeni byva
spojité podél primé linie, orientace elementarnich sil je pfitom kolma na tuto linii. V prvé
tazi zpravidla realné spojité zatizeni musime nahradit vypoctovym modelem, ktery je pribéh
s kone¢nym poc¢tem nespojitosti. Schematicky je to ukazano na obr.3.4.
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Obr. 3.3:

skutecnost model

Obr. 3.4:

Kazdy po castech spojity rozlozeny silovy tucinek mizeme pritom chapat jako soustavu
neohranic¢eného poctu elementarnich silovych uc¢inki. Vypocet si ukazeme pro piipad ptisobeni
podél primé tsecky délky L. Napi. na obr. 3.5

.

Obr. 3.5:

je znazornéno zatizeni nosniku postupné se navysujici cihlovou sténou, zatizeni nosniku
o . R e e I -1
pak muzeme charakterizovat linedrné se zvysujicim liniovym zatizenim ¢;(x) = 2g—ox[Nm ],
, ’ . , s ’ -1 [
reakce od ramu pak konstantnim liniovym zatiZenim g¢o(z) = 75[Nm™ ] a g5 = w .Podrobnéji
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budou plosné sily a liniové sily probirdny v dalsich ¢astech mechaniky (pruznosti, hydromecha-
nice). Uvedené sily kontaktni a objemové (vyvolané ti¢inkem silového pole), jsou pro sledovany
objekt silami vné&jsimi. Sily které ptisobi uvnitt sledovaného objektu (télesa, soustavy téles) a
zabezpecuji jeho celistvost jsou silami vnitfnimi. Sily které jsou primarni pri¢inou zmény po-
hybového stavu télesa jsou silami akénimi, sily reakéni (vazbové) jsou sily, které vznikaji az
nésledné v mistech kontaktu (tj. ve vazbach) s ostatnimi ¢leny soustavy.

3.1.2 Vyjadreni sil v kartézské soustavé

Predpokladejme, Ze na téleso ptsobi v bodé A osamocena sila. Takova osamocena sila je pak v
prostoru urcena

a) bodem A | ktery nazyvame pusobistém osamélé sily, pusobisté je urceno soufadnicemi
TA,YA, A -
b) vlastni silou F' , kterd ptsobi v pisobisti A.
Pro analyticky popis sil pouzivame ve statice kartézskou soustavu soutradnic, kterd vytvari pra-

voubhly, pravotocwy soufadnicovy systém urceny trojici vzajemné na sebe kolmych jednotkovych
vektort baze 1, 7, k soufadnicovych os x,y,z . Poloha bodu A (viz obr.3.6) je urena polohovym

Obr. 3.6:

vektorem 13 = 241 + ij'—F 2k o velikosti 74 = VT4 + Y4 + 24, Zapisujeme 1) = (Ta,Ya, 24)
. Smér polohového vektoru je urcen jednotkovym vektorem e, 4 = cos i + cos ﬂ;+ cos 7E kde
a, 3,7 jsou smérové thly vektoru. Smérové thly odec¢itame vzdy od kladného sméru piislusné
osy smérem k vektoru v nejkratsim sméru tj. o, 5,7 €< 0,7 >. Hodnoty cosa = f—j, cos 3 =

yA ,COS7Y = ;‘, jsou kosiny smérovych thld. Je ziejmé, Ze plati cos® o + cos? 3 + cos?y = 1,
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é-4 = (cosa, cos 3, cosy). Pro zaddni sméru vektoru tedy staci hodnoty dvou smérovych thli
a interval thlu tietiho, napi.c, 3,7 < gneboy > 7. Mohou byt také zadany 2 smérové kosiny
a znaménko kosinu t¥etiho napi. cos «, cos 3, sign(cos~y).

Podobné vektor sily Fs ptisobistém A v soustavé O, urc¢ime tak, ze do ptlisobisté
sily umistime pocatek lokalni soufadné soustavy se stejnym smérem soutadnych os jako méa
globalni souradné soustava O, . Smérové kosiny pro libovolny smér jsou v obou soufadnych
soustavach stejné. Proto zjistime-li smérové ap, B, vr v lokdlnim systému, mizeme pak i pro
globélni soufadny systém psat F = Fyi + F,j + F.k . Velikost sily F = V' F . F . Velikost
sily je pritom nezavisla na volbé vztazného souradného systému tj. fikdme ze je to invariant.
Vektorové silu zapisujeme F = (Fy, Fy, F,) = Fcosap, Fcos (g, F cosvyp. Skalary F,, F,, F,
jsou souradnice sily, vektory F, = Fm;,ﬁy = J,FZ = leg, jsou slozky sily. Pfimka ng je
nositelka sily, pro jeji body plati ¥ = 4 + \é,, . Silu tedy miZzeme zapsat F=F§ rer = Fue,,
kde F), je soutadnice vzhledem k nositelce (mize to byt ¢islo kladné i zaporné). Toto zadani
sily se casto vyjadiuje tak, Ze osamocenad sila je urcena pusobistém r, , velikosti F' , smérem
€, a orientaci (smyslem) . Jednotkovy vektor sily urc¢ime ze vztahu

ep = % = (%;+ %54— %E) = (cos apz+ cos ﬁpf+ cos 'yFlg>
Nositelka sily byva c¢asto zadavana jako spojnice 2 bodi A a B. Mifi-li pfitom F 7z bodu A do
bodu B . Pak ep urcujeme ze vztahu

- TA—TB YA —YB %A — ZB 5
e = ( E ) E y E ) ,kdeAB: \/($A—I'B)2+(y,4_yB(Z(ZA—ZBQ)
P1i znazornéni sily v roviné silu F zadévame jako orientovanou usecku vedenou z bodu A, jeji
velikost je nakreslena ve zvoleném méritku. Méfitko vyjadiuje kolik jednotek sily odpovida pti
znazornéni jednotce délky na vykresu. Je-li obrazem sily F' isecka [p, pak méritko mp je mp =

% . Pramét sily F,, do sméru p (ureném jednotkovym vektorem €, ) ktery svird s vektorem
sily F tihel ¢ dostaneme pomoci skalarniho nésobeni tj.F, = F - ¢, = |F|-|é, cos ¢ = | F| cos ¢ .

Proto soutadnice sily jsou vlastné priméty vektoru sily F do smért prislusnych soutadnych os.

3.2 Otacivé ucinky sily

Mimo moznosti uvadét télesa do pohybu ve sméru sily ma sila také schopnost otacet télesem
tj. uvadét télesa do rotaéniho pohybu (viz obr. 3.7). Zména pohybového stavu pii rotacnim
pohybu je pritom urcena vztahem

V)
M, =J,——= .
b= (35

kde M, je moment sily vzhledem k ose rotace o a J, je moment setrvacnosti vzhledem k
ose rotace a & je thlova rychlost rotace.

3.2.1 Moment sily k bodu télesa

Moment sily k bodu resp. kolem osy prochézejici kolmo na rovinu vytvofenou silou a polohovym
vektorem jejiho pisobisté. Pro tuto schopnost sily otacet télesem se pouziva termin moment
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Obr. 8.7:

sily k bodu télesa.Velikost toc¢ivého tic¢inku pritom zavisi jak na velikosti sily F, tak i na velikosti
ramene p (viz obr.3.7).

Predpokladejme Ze téleso je ulozeno v bodé O (obr. 3.8a) tak, Ze jeho poloha se neméni.
Otacivy ucinek sily Fs pusobistém v bodé A k bodu O pak vyjadiujeme vektorem M, =iz F
. Moment sily k bodu je pfitom vektor vazany na bod O (k jinému bodu je moment sily F jiny,
proto pouiivéme pro jeho oznadeni vztazny bod O jako index) a je kolmy na rovinu vytvotfenou
vektory 74 a Fa orlentovany na tu stranu roviny, odkud se jevi otaceni v kladném smyslu
(soustava vektoru 77}, F M, je pravotociva. Smeér vektoru uré¢ime pomoci pravidla pravé ruky
tak, ze prsty ukazuji smér otacCeni a palec pritom ukazuje orientaci vektoru momentu - obr.
3.8b. Moment oznacujeme kladné (+) pokud mé tendenci otacet téleso proti smyslu otaceni
hodinovych ru¢icek resp. zdpornym znaménkem (-) pokud ma tendenci otacet télesem ve smyslu
otaceni hodinovych rucicek (tato dohoda odpovida kladnému resp. zaporné orientaci osy z ).
Poznadmka: Pro vektorovy soucin neplati komutativni zakon tj. Mo # Faiy

Obr. 3.8:

Jak vyplyva z definice vektorového soucinu, velikost M, =714 F -singp=F -p=F,-ry4
kde p = rasin¢, F; = F -sin ¢ . Jsou-li vektory 4, I uréeny soufadnicemi x4, ya, 24, Fy, Fy, F.
pak moment M, je vyjadien ve tvaru zndmém z vektorového poctu:
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ijk
Mo = |z =7 YAzA 2| TAZA 7| TAYA
07 | tabaza F,F, F,F. F,F,
F,F,F,
= (yaF., — 24F,)i + (2aFy — xaF.)] + (x4F, — yaFy)k (3.6)

Vyrazy v zavorkach jsou soutadnicemi vektoru M, . Z vlastnost{ vektorového poctu pfimo
plynou dvé nésledujici véty (tzv. Varignonovy).

MO = FAxﬁ = FAZL’(ﬁx + ﬁy + ﬁz) = FAZEF;& + FAxﬁy + FA$ﬁz) (37)

coz muzeme slovy formulovat takto:
Moment sily k bodu O je roven souc¢tu (vektorovému) momenti od jejich slozek k bodu O.

Tato véta se s vyhodou pouziva. Napf. jestlize poc¢itame moment sily F k ose z ,

)

M=F.P

A(Xaga) )

[s)
PAN
,

>
—
>
>
all
z

Obr. 3.9:

nepocitdme podle obr. 3.9a nebot nezname Vzdalenost p, ale vyhodnéji podle obr. 3.9b
Obdobneé, jestlize v bodé A ptisobi soustava sil F ... Fn , pak moment od této soustavy mtizeme
nahradit momentem od vyslednice tj. plati

MO:FAmﬁU:FAwZE:Z(FAxE):ZMOZ (38)

coz muzeme formulovat takto: Moment od vyslednice soustavy sil (se spole¢nym ptiso-
bistém v bodé A) k bodu O je roven souctu (vektorovému) moment jednotlivych sil k bodu O.
Poznamka : Moment je nulovy, jestlize velikost F je nula nebo nositelka nF prochéazi vztaznym

bodem O.

3.2.2 Moment sily k ose

Moment sily k bodu je vzdy kolmy na rovinu obsahujici rameno sily a vektor sily. V praxi vsak
casto potfebujeme znat i otacivy ucinek sily vzhledem k ose rotace p, kterda neni kolma na
vektor ptisobici sily. Predpokladejme, Ze téleso je ulozeno v ose p. Pak se toto téleso (obr.3.10)
plsobenim sily Fs pusobistém v A miuze otacet kolem osy p. Moment sily k bodu B je urcen
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Py — = . v . ;v a7 . SRR v v
vztahem Mp =rgax F . Z toho je zfejmé, ze moment Mp je zavisly na poloze vztazného bodu
B na ose p. Otacivy ucinek sily k ose p nemize tedy charakterizovat moment . Musime tedy

— —5
nalézt takovou slozku Mp , ktera bude pro vSechny body B primky p stejnd. Nasobime-li Mp
skalarné vektorem e, dostaneme

Mpg.€, = (FAxF> €p — (TOB[L‘F> €y = <FA:E F) €p

nebot (FOBx ﬁ) )y = —F. (Topx€,) = O

Obr. 3.10:

Veli¢ina ]\7,9) -€, je tedy stejnd pro vsechny body lezici na pfimce p, je to tedy soufadnice
vektoru J\TB) vzhledem k ose p. Proto moment sily k ose definujeme takto: Moment sily F
pusobici v bodé A télesa, k ose p , je prumétem momentu sily F vzhledem k libovolnému bodu
B € pdoosyp

—

My = (Mp.3,), Mpé, = (Faz F) .3 = M,
Moment sily F k ose p je vektor Mp vazany k pfimce p. Vyjadiime-li jednotlivé vektory

14, F', €, soufadnicemi, pak z vektorového poctu je znamo, ze smiSeny soucin (a tedy Mp) muiize
byt zapsan ve tvaru

TA Ya ZA
Mp: F, Fy F, =

COS (v, COS (3, COS Yy
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= [,z cos B, + Fyxacosy, + Foya cosay, — Fpyacosy, — Fyzacosay, — Foxacos 5,  (3.9)

Moment sily F' k pocatku O je tedy roven souctu (vektorovému) momentt téze sily F
ke tfem osam kartézského souradného systému tj. mizeme psat

My = M, + M, + M. (3.10)
Soutadnice momentu My do osy x je tedy rovna momentu k ose zM, a cyklicky tj. plati
MOx = MvaOy = MvaOz = Mz
Uvazujme nyni dva zvlastni piipady:
a) Sila F je rovnobézna s osou p, takze potom
iy, = (7ax F) & = (Faé, ) 7a =0
b) Nositelka sily F protina osu p, pak polozime-li poc¢atek souradnic do spole¢ného priiseciku,
jera =0 a tedy opét M, = 0.

Plati tedy: Moment sily F k ose p je nulovy, kdyz F' = 0, nebo kdyz nositelka sily je rovnobézna
s osou p nebo kdyz osu p protina.

3.2.3 Moment silové dvojice

Zvlastnim pripadem silové soustavy je soustava dvou sil stejné velkych ale opa¢né orientovanych
sil. Takové soustavé Fikame silova dvojice (obr.3.11) Silova dvojice ma zvlastni vlastnosti, které
vyuzivame v kazdodennim zivoté- napi. otvirani kohoutku, otaceni volantu apod.

Obr. 8.11:
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Uvazujme silovou soustavu tvorenou dvéma silami FiaF, , které jsou stejné velké tj.
Fy = F, = F a opac¢né orientované tj. er, = ep,. Pak plati:

Fy=Fi+F=F+(-F)=0
Pro vysledny moment sil F&, Fy k bodu O plati
MO :M10+M20 :f'lxﬁ+772x(—ﬁ) :Fxﬁ
Jeho velikost M = Fy - r - sin ¢ = konst Z téchto rovnic vyplyva
- . - _ -
My = My = M = konst, Fyy, =0

Silova dvojice mé tedy vzhledem k libovolnému bodu stejny rotacni uc¢inek a nulovy
ucinek posuvny. Vektor momentu silové dvojice je tedy vektor volny v prostoru, velikosti je
roven soucinu jedné ze sil a kolmé vzdalenosti obou nositelek a jeho orientace je dana pravidlem
pravé ruky (viz obr. 3.12).

Obr. 3.12:

Vzhledem k tomu, Ze vektor momentu silové dvojice je vektor volny v prostoru, dvojici
lze

1) libovolné posouvat nebo otacet v roviné (3.13a)
2) libovolné posouvat do rovin navzijem rovnobéznych s rovinou dvojice sil (obr.3.13b)

3) vykonat redukci dvojice (tj. nahradit ji jinou dvojici) tak, aby platilo M = Fy.p = Fy'.p/
(viz obr.3.14a).

Jestlize na téleso puisobi nékolik silovych dvojic v navzajem rovnobéznych rovinach, mtzeme je
myslené premistit do bodu jedné roviny a algebraicky scitat s ohledem na znaménka tj. M =
> M;. Jestlize silové dvojice pusobi v rtiznobéznych rovinich, po pfemisténi do libovolného
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wTH

Obr. 3.13:
£
pis
H
(a) (b)
Obr. 3.14:

bodu prostoru je mtizeme scitat vektorové. Vysledny moment je M = M, + M, , pritom silova
dvojice tohoto momentu lezi v roviné kolmé na M (Obr. 3.14d). Piisobi-li na téleso n silovych
dvojic, pak vSechny tyto dvojice mizeme nahradit v libovolném misté télesa jejich momenty
Ml, M% ... M, . Protoze jde o vektory prochézejici jednim bodem, urc¢ime vysledny moment
jejich vektorovym souctem tj.

¥y = S

Poznédmka k oznacovani: M, B - moment sily F k bodu B Mp - moment sily F k ose P
Mp - moment silové dvojice (ﬁ , —77) P1i znazornovani silové dvojice v jeji roviné, tj. v roviné
urcené rovnobéznymi nositelkami, uzivame tuto symboliku:

kde symbol < budeme déle pouzivat pro ekvivalenci at jiz z hlediska oznac¢ovani velic¢in
tak i z hlediska mechanické ekvivalence. Poznamka: Pokud se bude dale vyskytovat nazev
moment bez blizstho vymezeni (nebude uvadén vztazny bod), bude se vzdy jednat o moment
silové dvojice.

3.2.4 Souvislost momentu sily

Vsechny uvedené momenty maji stejnou fyzikalni podstatu a stejny rozmér N.m. Rozdilna
je vsak geometricka interpretace. V konecném vysledku otacivy ucinek vzdy odpovida dvojici
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sil. Souvislost mezi momentem sily k bodu, momentem k ose a momentem silové dvojice si
ozfejmime na piikladu dotahovani matice kli¢em (obr. 3.15).

Obr. 3.15:

Mira mechanického ptisobeni sily F % bodu O je dana velikosti ramene klice, tedy po-
lohovym vektorem 7° nebo kolmym ramenem p od osy otaceni a nositelkou sily F . Jestlize se
zméni rameno sily F (napf. prodlouzenim ramena pomoci trubky), zméni se i moment sily k
bodu O. Vzhledem k nezbytné vili potfebné k zasunuti klice na matici dojde pti otaceni klice k
bodovym kontakttim v mistech AaB na okrajich matice jak je naznaceno na obr.15. V bodech
dotyku AaBS tedy bude ptisobit silova dvojice (ﬁ " F ) . Tato silova dvojice vyvola moment
velikosti M}, potfebny na uvolnéni matice. Souvislost mezi velikosti sil (ﬁ = ) dvojice sil a
velikosti zatézné sily F je dana rovnici My = F.p; = F.p. Na matku tedy ptisobi silova dvojice
a ta je vektor volny v prostoru. Proto také pii povolovani matic na kole vozidla musime zacit
s povolovanim pfed vyheverovanim vozidla (jinak se ndm kolo protaci v ose kola tj. v misté
mozného ptisobeni momentu silové dvojice My ).

Pti prenosu silovych piisobeni v technickych zafizenich vznika ¢asto moment silové dvo-
jice mezi akcni piisobici silou a silou reakéni od ramu. Napf. pii otaceni volantu jednou rukou
vznika reakéni sila v ulozeni hiidele fizeni a zptisobuje naméahani ulozeni. Zaroven vznikla re-
akeni sila vytvari s akéni silou piisobici na volant nezadouci silovou dvojici ktera namahé hiidel
volantu. Dal$im zdrojem namahani h¥idele volantu je od momentu silové dvojice vzniklych tec-
nych slozek reakci mezi koly a vozovkou, ktery je na hridel volantu prenesen pres cepy kol a
prevodku Tizeni.

3.3 Typy silovych soustav

Silovou soustavou nazyvame soubor silovych u¢inku (tj. sil a momentit) pisobicich na konkrétni
hmotny objekt (téleso, soustava téles). Z hlediska Feseni tloh statiky je pfitom dtlezité rozliseni
soustav podle vzajemného sméru a polohy sil v prostoru tj. prostorové uspordadani sil. Podle
geometrického uspotradani nositelek v roviné a prostoru silové soustavy rozdélujeme na

obecné prostorové resp. rovinné soustavy, kde nositelky jsou mimobézky resp. riznobézky
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centralni prostorové a rovinné soustavy, kdy nositelky se protinaji v jednom bodé (sou-
stava vytvari tzv. svazek sil)

rovnobézné prostorové resp. rovinné silové soustavy, kde nositelky jsou rovnobézky. Zvlast-
nim pfipadem jsou spojité rozlozené silové soustavy, kde nositelky tvori spojitou mnozinu
rovnobéznych primek v prostoru resp.v roviné

primkové silové soustavy, kde vSechny sily lezi na jedné nositelce
Pti rozboru silovych soustav a jejich ac¢inkt na télesa se pritom zaméiime na tyto tlohy:

a) jaky ma silova soustava G¢inek v daném bodé hmotného objektu a jak se da co nejjedno-
duseji charakterizovat jeji silovy tc¢inek v daném bodé

b) jaké jsou podminky ekvivalence silové soustavy s jinou silovou soustavou

c) za jakych podminek zistavaji hmotné objekty pii silovém ptsobeni ve stavu mechanického
klidu

4 Staticka ekvivalence a rovnovaha silovych soustav.

4.1 Zakladni Glohy statiky v pripadé obecnych silovych soustav

Na dany hmotny objekt miize ovSsem pusobit vice silovych soustav, pritom kazda z nich muze
zpusobovat jiny mechanicky pohyb télesa. Z tohoto pohledu vyplyvaji ve statice dvé zakladni
ulohy

a) kdy pusobici soustavy vyvolaji stejny pohyb hmotného objektu - pak hovoiime o statické
ekvivalenci

b) kdy pfi ptisobeni silové soustavy nedojde ke zméné pohybového stavu télesa - pak hovo-
fime o statické rovnovaze

Obé tulohy jsou zadkladnimi tlohami pii vySetfovani silovych soustav. Podle toho, zda jsou
pusobici silové soustavy tuplné nebo netplné zadany se obé zakladni tlohy déli na kontrolu
nebo feseni statické ekvivalence ¢i rovnovahy. Pritom budeme se budeme zabyvat soustavami
osameélych popt. spojitych sil a momenti jejichz vlastnosti jsme uvedli v kapitole 3. Z hlediska
uloh tykajicich se konkrétnich problému se pfritom soustfedime na to

1) jaky ma silova soustava G¢inek v daném bodé télesa, jak se da v daném bodé co nejjed-
noduseji nahradit

2) jak se d& dana silové soustava co nejvice zjednodusit (napf. jedinou silou)
3) jaké jsou podminky pro ekvivalenci jedné silové soustavy s jinou silovou soustavou

4) jaké musi byt splnény podminky, aby téleso pii pusobeni dané silové soustavy zustalo
nepohyblivé tj. kdy je téleso v rovnovaze
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4.2 Nahrazeni silovych soustav v daném bodé

Pod pojmem staticka ekvivalence 2 silovych soustav budeme dale rozumét to, Zze pri jejich pu-
sobeni bude stejny klidovy pohybovy stav télesa nebo soustavy téles (tj. tzv. statickd pohybova
ekvivalence) a stejné hodnoty charakteristik silového ptusobeni ve vazbach (tj. tzv. staticka
vazbové ekvivalence).

V urcitych pripadech je ucelné piesunout silu F pusobici v bodé do nového ptisobisté
v bodé B, které nelezi na nositelce sily F . Mluvime o pieneseni sily na rovnobézku. Ulohu
muzeme Tesit pomoci axiomu o statické ekvivalenci dvou silovych soustav: Dvé silové soustavy
jsou staticky ekvivalentni, jestlize se lisi o soustavu nulového vektoru (tj. vektor Jehoz vyslednlce
i vysledny moment je nula). P¥ipojime-li v bodé B rovnovaznou silovou soustavu F +(— F ) =0,
jejichz nositelka je rovnobézna s nositelkou sily F ptisobici v bodé A (obr. 4.1), pak sila ptsobici
v bodé A asila —F piisobici v bodé B vytvari doplitkovou silovou dvojici o velikosti M = Fd,
vektor této silové dvojice je kolmy na F . Zbyla sila F pusobici v bodé B vyvolava posuvny
tcinek (napi. namaha hiidel na ohyb). Tento postup se da zobecnit. Jakoukoliv silovou soustavu
tvofenou diskrétnimi silami F} s riznymi pusobisti A; mizeme tedy prevést na soustavu sil se
spolecnym pusobistém a doplikovymi silovymi dvojicemi. Sily mtzeme secist do vyslednice Fy
a dopliikové silové dvojice muzeme secist do vysledného momentu Myo (obr. 4.2).

Obr. 4.1:

Kazdou obecnou prostorovou silovou soustavu ptisobici v libovolnych bodech télesa mi-
zeme tedy nahradit v dané bodeé Oekvivalentnsilouﬁ/aekvivalentnsilovoudvojicM;O . V da-
ném bodé O lze tedy libovolnou silovou soustavu charakterizovat z hlediska posuvnych tuc¢inki
pomoci silovvsledniceﬁv
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F, = > F, (4.11)
a z hlediska rotac¢nich G¢inkd pomoci momentové vyslednice

Soustavu vytvorenou z vektort Fy a My o budeme déle nazyvat vyslednicovou silovou soustavou
v = {Fy, Myo}. Obecné vektory Fy, a My nejsou ani kolinearni ani nejsou na sebe kolmé.

Jestlize pro libovolny vztazny bod B pro obecnou silovou soustavu plati, ze Fy.Myp = 0,
pak je mozné provést tzv. uplné nahrazeni tj. nalézt takovy bod C pro ktery My o = 0 a vysled-

nicova soustava je tvofena jen vyslednici prochazejici timto bodem tj. my, = {ﬁv, ]\7[VC = 0}.
Nositelka takto polozené vyslednice se pak nazyva osa silové soustavy. Vzhledem k tomu, ze v

pripadé rovinnych soustav jsou vektory sil a momentt na sebe kolmé, pro rovinné soustavy je
mozné provést uplné nahrazeni vzdy.

Jestlize nositelky vSech sil prochéazi jednim bodem P tvori takova skupina sil centralni
prostorovou resp.centrdlni rovinou soustavu (svazek sil). Pro centralni silové soustavy je vy-
sledny moment vzhledem k priiseciku nositelek vzdy roven nule pfi libovolnych hodnotach pt-
sobicich sil. V tomto piipadé tedy vzhledem ke spole¢nému priiseciku P je vyslednicova soustava

tvorena také jen jedinou silou prochazejici prisecikem nositelek tj.my = {ﬁv, ]\7[V p= O}.

Zvlastni ptipadem jsou pak soustavy, pro které Fy = 0. V tomto pfipadé je momentova
vyslednice pro vsechny body prostoru stejna a je rovna momentu silové dvojice tj. plati my =

{O, MVO} = {O, M }. Takové soustavy pak nazyvame soustavy tocive.

4.3 Ekvivalence silovych soustav

Jak vyplyva z predchoziho odstavce, libovolnou silovou soustavu piisobici na hmotny objekt
je mozné redukovat na soustavu sila-silova dvojice v daném bodé.Tato ekvivalentni soustava
stla-silova dvojice uplné charakterizuje Uc¢inek puvodni silové soustavy pusobici na hmotny
objekt. Dvé silové soustavy jsou tedy zfejmé staticky ekvivalentni jestlize se shoduji jejich
redukce do vyslednicové soustavy sila-silova dvojice k ur¢itému bodu. Jak vyplyva ze vztaht

(4.1) a (4.2), dvé silové soustavy m = {Ai, ﬁz} 1=1,2,..n am = {Aj, ]3]}] =1,2,..m
jsou staticky ekvivalentni tehdy a jen tehdy jestlize soudet sil (tj. posuvny Gcinek) a zaroven

soufet momentl (rota¢ni Gc¢inek) obou soustav k libovolnému danému bodu B je stejny. Z
matematického hlediska je tedy nutnou a postacujici podminkou pro dvé ekvivalentni soustavy

vztah
Y SLEV T DI s TSI wh PR

coz slovné muzeme vyjadrit vétou: Dvé silové soustavy jsou miamy jsou staticky ekvivalentni,
jestlize maji soucasné stejnou vyslednici a stejny vysledny moment k libovolnému bodu B. V
tomto pripadé obé soustavy pfi ptisobeni na hmotny objekt vyvolavaji stejny pohyb objektu
jako celku tj. stejnou translaci a stejnou rotaci.
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4.4 Rovnovaha silovych soustav

Zvlastnim pripadem je pak pripad, kdy vyslednicova silova soustava méa nulovou vyslednici a
zaroven nulovy vysledny moment k libovolnému bodu O tj. plati a zaroven

ﬁv = ZF:Z = 6& zéroveﬁMvo = ZM,O = 6 (414)

Takova silova soustava tvori tzv. rovnovaznou silovou soustavu a pii jejim ptisobeni
na téleso je toto téleso v tzv. stavu statickeé rovnovdhy tj. ztstava v klidu nebo v pohybu
rovnomérném (tj. s konstantni rychlosti).

Poznamka 1: Rovnice statické rovnovahy a statické ekvivalence byly zavedeny pro libovolny
vztazny bod. Z toho ovSem vyplyva, Ze jsou li podminky statické rovnovahy resp. statické
ekvivalence splnény pro jeden bod prostoru, pak jsou splnény i pro libovolné dalsi body
prostoru..

Poznamka 2: Tocivou silovou soustavu lze uvést do rovnovahy nikoliv silou ale pouze jen
silovou dvojici.. Naopak svazek sil je mozné uvést do rovnovahy jen silou.



5. PODMINKY PRO STATICKOU EKVIVALENCI A ROVNOVAHU. 41

5 Podminky pro statickou ekvivalenci a rovnovahu.

5.1 Statické podminky pro obecné silové soustavy
Pro zjednoduseni zapisu si zavedeme pojem silovy ucinek (silovy bivektor) So , ktery bude

zaroven charakterizovat jak posuvny tak i rotac¢ni ucinek sily na téleso a ktery vyjadiime jako
sloupcovou matici utvorenou ze souradnic vektori F' a M, tj.

So = (5.15)

Pak pokud Sp; reprezentuje vyslednicovou souifadnou soustavu m; a Spo vyslednicovou
soutfadnou soustavu 7y, pak statickou ekvivalenci resp. statickou rovnovahu mizeme symbolicky
vyjadrit ve tvaru

So1 S0 =0 (5.16)

kde znaménko (+) plati pro rovnovazny stav pii soucasném piusobeni obou silovych soustav,
znaménko (-) pro ekvivalenci obou rovinnych soustav. Prvni pfipad je zpravidla reprezentovan
ulohou, kdy soustava pl predstavuje soustavu vnéjsich piisobicich silovych tcinki a soustava p2
je soustavou slozenou z reakénich sil a z reakénich momenti. Druhy ptipad je napt. reprezento-
van ulohou nalezeni vyslednicové souradné soustavy k danému bodu (tj.nalezeni charakteristik
pusobicich silovych u¢inkd v daném bodé).

V pripadé prostorovych silovych soustav tj. jestlize nositelky sil jsou rozlozeny v pro-
storu tedy mame pfi tloze na statickou ekvivalenci (tj. ke zjisténi vyslednicové silové soustavy
v daném bodé popt. pro ovéfeni ekvivalence 2 silovych soustav) k dispozici 6 algebraickych
rovnic:

FiY =Y Fp = Fjp = F?

FSy) =Y Fy =Y Fjy = F)

RO =R =Y B = B -
MOVx > Myin = ZMij = Mc()Z\)/x

ng)/y = ZMOiy = ZMij = Mé2\)/y

MOVZ ZMou ZMOjZ = Mg\)/z

Prvé ti rovnice se nazyvaji silové (slozkové) rovnice statické ekvivalence, zbyvajici tii
rovnice jsou momentové rovnice statické ekvivalence. Nezavislost statické podminky na poloze
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vztazného bodu a na volbé souradnicového systému vede k tomu, ze pouze k jednomu vztaz-
nému bodu a jednomu soufadnému systému tvori statické podminky soustavu 6 nezavislych
algebraickych rovnic. Statické podminky k dalsim bodim a jinym souradnicovym systémim
nedavaji tedy z hlediska studované tilohy nic nového, vse je zahrnuto v podmince k jednomu
vztaznému bodu a k jednomu souradnému systému. Protoze vztazny bod lze volit libovolné,
byva vhodné a Gcelné jej volit jako pocatek souradnicové systému. Statické podminky vytvorené
ve tvaru (5.3) k pocatku soufadnicového systému budeme dale nazyvat zdkladni tvar statickijch
podminek. Oznacime - li pocet statickych silovych podminek vr a pocet momentovych podmi-
nek vy, pak pro celkovy pocet neznamych silovych ucinki plati:

v=vp-+uvy (5.18)

V zéakladnim tvaru pro obecnou silovou soustavu je

v==6, vp=3, vyy=3 (5.19)

Rovnice pfitom maji jednoduchy fyzikalni vyznam. Vyjadiuji, ze dvé silové soustavy jsou
ekvivalentni tehdy, jestlize pii ptisobeni na stejny hmotny objekt a za pfitomnosti stejnych
vazeb vyvolavaji stejné pohyby ve sméru soutfadnych os z,y, z a stejnou rotaci vzhledem k
osam x,y,z . V ptripadé Ze nositelky vSech sil lezi v jedné roviné (x,y) pak takovou soustavu
sil nazyvame rovinnou soustavou. Pro jeji nahrazeni mizeme pro bod O lezici v roviné (x,y)
pouzit 3 rovnice skalarni

FY =S Fo=3 Fj,= F?
FY) =S F, =S F,=F2 (5.20)

2
MOvz ZMOzz ZMsz:Méz)z

Opét prvé dve rovnice se nazyvaji rovnice silové, zbyvajici rovnice je momentova. Lezi-li
vztazny bod O v roviné sil, pak momenty od jednotlivych sil i moment od jejich vyslednice
jsou vektory kolmé na rovinu sil. P¥i obecném zatizeni jak diskrétnimi silami tak i spojitym
silovym zatizenim nas casto zajima posuvny resp. rotacni u¢inek v daném bodé tj.resent ulohy
na ekvivalenci k danému bodu. V ptipadé soucasného pisobeni spojitého silového ptisobeni (ob-
jemového, plosného a liniového) a diskrétné pusobicich sil pfislusnou silovou vyslednici ur¢ime

ze vztahu
7, :/JdV+/ﬁdS/cjdl+ZF’i (5.21)
Q r ¥

a momentovou vyslednici k bodu B od spojitého silového i diskrétniho silového zatizeni urc¢ime
ze vztahu

——

MVB:/(fomdv+/(prmdm/m@dHZBAixﬁi (5.22)
Q T ¥
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P1.5.1. Pro spojité zatizeni nosniku podle obr.3.5 urcete velikost a polohu vyslednice
svisle ptsobicich gravitacnich sil. ReSeni: ZatiZzeni nosniku vahou nadlozi nartsta se vzdalenosti
200

od levého kraje A podle funkce ¢i(7) = 5 [N/m]. Pro vyslednici tedy podle vztahu plati

3

L L
200
Fiy = /d /q1 )dx = /Txdx—SOO[N]
0 0

0

Velikost vysledného momentu od spojitého zatizeni gravitacnimi silami vzhledem k bodu A
opét dostaneme integraci moment od elementarnich sil liniového zatizeni tj.

L 3
200« , 200 [ 2 ?
MlVA—/xdF /:vql /x — | —| =600[N.m)]
3 1L3],
0 0
Uvazovana soustava sil spojitého liniového zatizeni je rovinna. Podle vysledkt kapitoly
4, takovou soustavu je mozné nahradit jedinou silou Fjy . Pritom aby vyslednicova souradna

soustava byla staticky ekvivalentni s ptvodni soustavou spojitého zatiZeni {qﬁ(m), My A}
musime vyslednici F;V umistit do takové vzdalenosti 21 od bodu A aby hodnota momentu

MFW 4 od takto polozené vyslednice méla stejnou velikost jako momentu Mn/ 4 od ptuvodniho
spojitého zatizeni tj. musi platit:

L
[z aq(z)dx
Miva 600
1v 21 1VA= 21 Fiy 7 300 [m] (5.23)

Poznamka: V pripadé nespojitosti zadanych spojitych zatizeni, vzhledem k aditivnosti inte-
gralu mizeme naznacené integrace po usecich podél kterych je zatizeni spojité a vysledek
nasledné secist.

Zvlastni pripad nastava, jestlize pro silovou a momentovou vyslednici soustavy ptisobici
na téleso plati:

Fy=0n My=0 (5.24)
Z hlediska pohybového stavu télesa v tomto pripadé plati

e

—
mv = konst. N Jd = konst. (5.25)

a rikame, zZe téleso je pii ptisobeni takové silové soustavy ve statické rovnovdze. V prostoru
vektorové rovnice (5.8) opét reprezentuji 6 rovnic algebraickych
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ZFiy:O

> Fi.=0 (5.26)
> Moiz=0
S Moiy =0
S Mp;. =0

a v roviné 3 rovnice algebraické

SR, =0 (5.27)

ZMOzz:O

Pr. 5.2 Zjistéte pii jaké hodnoté konstantniho spojitého silového piisobeni w a pii jaké
Sifce d pravé opory nosniku ulozeného podle obr (3.5) bude nosnik v rovnovéze.

~

Reseni: Podle vysledku piikladu 5.1 vyslednice tihového zatiZeni je rovna Fi = 300[N] a
vysledny moment od tihového zatizeni vzhledem k levému okraji levého nosniku tj. k
bodu A je M, 4 = [600 N.m]|. Tuto soustavu m; = {300[N], 600[N.m|} mame tedy uvést
do rovnovahy silovou soustavou 7o skladajici se ze dvou liniovych zatizeni o konstantnich
intenzitach g, = 75[N/m] resp. g3 = w = konst. pisobicich na nosnicich o sitkach I =
0, 5[m] resp. I3 = d.

Velikost vyslednice F2V soustavy p2 je podle vztahu (5.6) ddna vztahem

L 0,5 3,0
Fyy :/[qg( )+ qs3(z / (75,0 [N/m]) dz + / wdz =37,5[N| +w.d (5.28)
0 0 3,0—d

Podobné velikost momentu od vyslednicové soustavy p2 vzhledem k bodu A je podle
vztahu (5.7)

Mava= [ [waale) + 2as(0)) de =

0
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0,5 3,0
9,0 3,0 — d)”.

/750 IN/m]) z dz + / wrdr =9,375[N.m] + ,Qw_(, 5 Jw (5.29)

0 3,0—d

Ze silové podminky pro rovnovédhu ve sméru osy y tedy plati:

+1> F,=0: —300,0N.m]+ 37 5Nm]+w.d=0

Z momentové podminky statické rovnovahy tedy dostavame vztah

9.0 3,0 —d)>.
ZMA:()i —600, 0[Nm] + 9, 375[Nm]| + 72w_(’ 2 ) - =0

Resenfm této soustavy 2 rovnic dostavame hodnoty d = 1, 5[m], w = 175N /ml].

5.2 Statické podminky pro centralni silové soustavy

Pocet nezavislych rovnic statické rovnovahy v prostoru mu = 6 resp. v rovin€ mu = 3 rov-
nic je pouzitelny jen pro pripad obecnych prostorovych resp. obecnych rovinnych soustav. Pro
centralni silové soustavy je momentova podminky rovnovahy vzhledem k priiseciku nositelek
splnéna trividlné tj. moment vzhledem k priiseciku nositelek je roven nule pti libovolnych hod-
notéach piisobicich sil. Z tohoto divodu jsou v pripadé centralnich silovych soustav momentové
rovnice pro tulohu na statickou rovnovahu resp. ekvivalenci nepouzitelné a pro feseni tloh mu-
zeme pouZit jen podminky silové. Ulohy na rovnovahu nebo ekvivalenci mohou tedy obsahovat
v prostoru resp. v roviné nejvyse 3 resp. 2 neznamé silové parametry.

Poznamka: V pripadé centralnich silovych soustav by sice bylo mozné konstruovat nenulové
podminky vzhledem k jinym bod@m nez je prisecik nositelek. Je vsak zrejmé, ze tyto
momentové podminky zavisi na podminkach silovych a neposkytuji tedy dalsi informace
o problému a nelze je tedy pouzit.

5.3 Modifikace statickych podminek rovnovahy a ekvivalence

Rovnice statické rovnovahy resp. ekvivalence napsané pomoci vztahi (5.3), (5.4), (5.12) a (5.11)
jsou v tzv. zdkladnim tvaru platném pro kartézské souradné systémy. Slozkové resp. momentové
rovnice vSsak mizeme rozepsat i do os resp. smért které nejsou osami kartézského souradného
sytému tj. nemusi byt na sebe kolmé. Plati tedy véty:

Kteroukoliv ze silovych statickych podminek k osam x,y,z lze zaménit silovou podminkou
k nezavislé ose p.

Kteroukoliv z momentovych statickych podminek k osdm x,y,z lze zaménit silovou podminkou
nezavislé ose p.

Déle obecné plati, ze kteroukoliv ze silovych statickych podminek k osdm x,y,z miizeme
nahradit rovnicemi momentovymi k jinym vztaznym bodim popf. k jinym vztaznym osam tj.
muzeme provést tzv. modifikaci zdkladnich statickych podminek. Pti aplikaci ndhrad silovych
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podminek podminkami momentovymi vsak systém rovnic musi ziistat nezavisly. Z tohoto di-
vodu se napf. 6 vztaznych os nesmi protinat v jedné primce, momentové osy nesmi lezet v
jedné roviné nebo v rovinach rovnobéznych, pti ponechani jedné silové podminky nové uvazo-
vané vztazné body nesmi lezet na primce rovnobézné s osou pouzitou pro silovou podminku
apod. Plati tedy:

Silové podminky k osdm x,y,z lze zaménit podminkami momentovymi k nezavislym osam.

Opac¢ny postup vsak jiz mozny neni tj. plati:

Rovnice momentové nelze nahrazovat podminky silovymi vzhledem k dal$im osdm

Tyto véty tedy miizeme pro obecnou prostorovou soustavu shrnout do relaci:

v==06, vp<3, vy=>3, vPt+ vy==0

Pro aplikaci momentovych podminek je celné vybirat vztazné body cilené tak, aby byl
minimalni pocet nenulovych piisobicich momentti popt. aby se v jednotlivych momentovych
podminkach vyskytovalo co nejméné neznamych sil. To vede ke zmenseni poctu neznamych
vyskytujicich se v jednotlivych statickych rovnicich a vytvorené soustavy rovnic jsou potom
snadnéji Tesitelné.

5.4 Staticka urcitost

7 uvedenych statickych rovnic nahrazeni nebo rovnovahy pro jednotlivé silové soustavy hledame
u pusobicich soustav neznamé parametry silovych uc¢inkt. Nejcastéji se zabyvame tlohami sta-
tické rovnovahy tj. situaci kdy je hmotny objekt ve stavu mechanického klidu ¢ili soustava
ktera na néj ptisobi je soustavou rovnovaznou. Z rovnic statické rovnovahy pfitom mutzeme
ur¢it pravé tolik neznamych parametrd silovych uc¢inkt, kolik je k dispozici pro danou sou-
stavu pouzitelnych podminek rovnovahy. Terminem neznamé silové ucéinky pritom zpravidla
rozumime hodnoty velikosti vazebnich sil nebo vazebnich momenti. Podobné jako tomu bylo u
svazku sil, pii nékterych typech zatizeni mohou byt nékteré z rovnic statické rovnovahy splnény
trivialné v disledku zadani. Napr. jestlize v nékterém sméru neptisobi zadné sily, pak je pro
tento smér nepouzitelna silova podminka podobné v piipadé zatizeni jen od momenti silovych
dvojic jsou nepouzitelné vsechny podminky silové apod. Podle toho tedy musime snizovat i
pocet pouzitelnych statickych rovnic (viz pf. 5.2 kde byly jen 2 nezndmé). Pouzitelné statické
podminky jsou tedy pouze vSechny nezavislé a netrivialni statické podminky. Porovnanim poctu
pouzitelnych statickych rovnic s poctem neznamjch parametrii posuzujeme fesitelnost tlohy.
Oznacime -li n pocet nezavislych rovnic statické rovnovahy resp. statické ekvivalence a m pocet
neznamych pak

1) tloha je staticky urcitd, jestlize je splnéna podminka v = p a zéroveii v < p . Uloha je
fesSitelnd metodami statiky.

2) tloha je staticky neurcitd, jestlize v < u to soustava statickych podminek obsahuje méné
rovnic nez je neznamych. Aby bylo mozné vSechny nezndmé urcit, musela by byt soustava
n statickych podminek doplnéna dalsim poctem (v — p) rovnic, které vyplyvaji z jinych
fyzikalnich zdkonti (nap¥. z rovnic pro deformaci téles-viz pruznost a pevnost). Pokud
chceme lohu fesit v ramci statiky, je nutné zmeénit zadani (napf. upravime pocet vazeb
tak, aby se snizil pocet nezndmych vazebnich silovych Géink).
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3) tloha je staticky preurcend, je-li v > p . Soustava je pohyblivd a stanoveni dusledkt
silového piisobeni se v tomto pfipadé fesi v ramci dynamiky. Aby proto ulohy tohoto
typu mohly byt feseny v ramci statiky, je nutné doplnit soustavu ptisobicich sil o dalsi sily
nebo momenty (tzv. pridavné zatézné silové ucinky), které zabrani pfipadnym moznym
pohybtim silové. Mohou to vSak také byt soufadnice uréujici rovnovazné polohy (pridavné
parametry polohové). PFidavnych parametri pfitom musi byt pravé tolik, o kolik je méné
neznamych nez rovnic.

V nékterych specidlnich ptipadech (u tzv. vyjimkovém uloZeni téles) mizou v systému ne-
znamych mu existovat vnitini zavislosti. Takové pfipady nastavaji jestlize se napt. nositelky
neznamych sil protinaji v jednom bodé, lezi na rovnobéznych nositelkach nebo maji spolecnou
nositelku apod. Jiny pripad neurcitosti zase muze vzniknout tim, Ze pocet neznamych hodnot
velikosti momentt v,; pfevysi pocet pouzitelnych momentovych rovnic py, - napt. v roviné pii
vazbé télesa dvémi posuvnymi kinematickymi dvojicemi a jeho namahani od dvou silovych dvo-
jic mizeme pouzit jen jednu podminku momentovou (momentova podminka v pfipadé zatizeni
télesa silovymi dvojicemi je pro vSechny vztazné body stejna!) a silové podminky jsou splnény
trivialné. V téchto vyjimkovych pripadech tedy tiloha mtze byt staticky neurcita nebo staticky
preurcend popi. ne vsechny neznamé lze urcit jednoznacné i pfi stejném poctu neznamych a
poctu zakladnich rovnic statické rovnovahy. Tyto zvlastni piipady budou podrobnéji rozebrany
v kapitole o ulozeni téles.

6 Styk téles

6.1 Styk téles a geometrie styku

Jak jsme vysvétlili v predchozim textu, pro strojirenské objekty je charakteristické, ze to jsou
soustavy téles vazanych stykovymi a silovymi vazbami. Proto pfevazujicimi tlohami mecha-
niky téles jsou ulohy vztahujici se k vazanému télesu. Ve statice predevsim ulohy tykajici se
urceni silovych soustav ptisobicich na nepohyblivé ulozené téleso, pripadné navrh nepohyblivého
staticky urcitého ulozeni télesa.

Prvnim krokem feSeni téchto tloh je spravné uvol- v
néni jednotlivych vazeb a télesa. Proto pfed konkrétnim
vykladem o fesSeni statickych tloh rozebereme podrobné
styk téles, uvolnéni stykovych vazeb a stykové sily.

Uvazujme soustavu dvou téles T a Z téchto vlast-
nosti viz obr. 6.1. T¢€leso Z je zakladnim télesem ve smys-
lu vymezeni prostoru na strojirenské rozliSovaci trovii. V
souladu s axiomem A1 a odst. 1.6 méa tyto vlastnosti - jako
celek je nepohyblivé a nezavislé na mechanickém ptisobeni
okolnich téles. Ve strojirenstvi vlastnosti zakladniho télesa
z hlediska feseného problému mé casto zaklad nebo ram
stroje, piipadné téleso s obdobnou funkci. Téleso Z zauji- Obr. 6.1
ma prostorovou oblast {2,.
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Téleso T zaujimajici prostorovou oblast {27, je ve styku
pouze se zakladnim télesem Z vazbou A. Silové vazby té-
lesa T s okolim jsou vyjadfeny soustavou sil 7. Pohyb télesa
T je omezen pouze vazbou A a ovlivnén vazbou A a silo-
vymi vazbami. Styk téles se uskutecnuje ve stykové ttvaru
'y = QrNQ,, tedy prostorovém tutvaru, ktery soucasné zau-
jimaji obé télesa. Vzhledem k zékladnim vlastnostem télesa,
odst. 3.1, ma spolecna oblast ['y jen malou, na strojirenské
rozliSovaci trovni nerozliSitelnou tloustku, jako dusledek ne-
prostupnosti téles. U zatizeného styku je I'y vzdy plosnou
oblasti. Z modelového hlediska mize byt jednodussi oblasti -
cast krivky nebo bod.

Obr. 6.2:

Popsané vlastnosti styku oznac¢ime jako 1. charakteristiku styku.

’ Stykovym utvarem I's pfi styku téles, je oblast, kterd neni oblasti trojrozmérnou.

Z uvedenych vlastnosti je zfejmy vyznam relace:

Acely, = Ar € Qr NAZz € Q; NA=Ar = Ay viz obr. 6.2

V bodé A € I'y zvolime kartézsky souradnicovy systém tak, zZe:

- osa x je totozna s normalou n, stykového utvaru I'y v A, tedy x = ny4 a jeji kladna
orientace je ven z télesa T (fikdme, Ze x mé orientaci vnéjsi normaly)

- 08y v, z lezi v tec¢né roviné ke I'y v bodé A.
Relativni rychlost bodu A vyjadfime jako rozdil rychlosti bodi tedy

Ug = Vs, — Uay, (6.1)
Vzhledem k vlastnostem zakladniho télesa je 74, = 0. Odtud miizeme psét
Up = Vs, = Vel + ij—i— vk = vyi 4+ vt (6.2)

7 neprostupnosti téles vyplyva, ze télesa T a Z nemohou do sebe prostupovat, coz zna-
mena, ze v kazdém bodé styku v, < 0. Jestlize v,, < 0 pak dochéazi k oddéleni bodu
Ar a Ay tedy ke zruseni styku v bodé A.

Popsané vlastnosti oznac¢ime jako 2. charakteristiku styku.

Pri styku téles v kazdém bodé A € I',, stykového ttvaru I'y plati
v, =0
Styk téles v bodé A kondi, jestlize v, < 0.
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Z axiomu o pri¢inné souvislosti mechanického pohybu a silového
pusobeni A5 a-d vyplyva: Ovlivni-li nebo omezi-li vazba A me-
chanicky pohyb télesa, pak dochazi ve vazbé k silovému ptlisobeni
a deformaci télesa, proto stykovy utvar I'y je plosnou oblasti s
rozloZzenym silovym pusobenim p,. V bodé A € I'y zavedeme
obdobné soutadnicovy systém jako pri vysetfovani relativni ry-
chlosti v bodé A. Pak pro elementéarni stykovou silu dF, plati

Obr. 6.3:
dE, = p.dS = dE, + dE, = (pai + pyj + p-k)dS = (pni + pit)dS (6.3)

Soustava elementarnich stykovych sil dF, pro vSechna ¢ okoli bodit A € T, tvori silovou soustavu
7. Podle hodnoty stykového tlaku ps v bodech A € I'y; budeme rozeznavat:

nezatiZzeny styk - styk v bodé A nastal, tedy A = Ay = Az, ale p, =0
zatiZeny styk - styk v bodé A nastal a p, # 0

Podle hodnoty p, ve stykovém tutvaru budeme rozlisovat:

stykovy utvar nezatizeny - ve vsech bodech A € T'y stykového utvaru je p, = 0
stykovy utvar zatiZeny - ve vSech bodech A € I', stykového utvaru je ps # 0

stykovy utvar smiSeny - na ¢asti I'y je styk nezatizeny, ve zbytku I'; je zatiZzeny

Jak jsme jiz uvedli v dusledku silového ptisobeni dochazi k deformaci télesa, proto v pripadé
zatizeného styku se télesa v okoli stykového utvaru vzdy deformuji. Stykovym ttvarem je plosna
- obecna, kulova, valcova nebo rovinna oblast. Konkrétni tvar a rozmeéry I'y jsou zavislé na:

geometrii a poloze téles v okamziku styku ¢,
zatizeni télesa

deformacnich vlastnostech materiala stykajicich se téles.

V piipadé nezatizeného styku (ps = 0) k deformaci télesa v disledku styku nedochézi a proto
stykovy uvar 'y je urcen pouze geometrii a polohou téles v okamziku styku. Protoze povrch
télesa muze mit geometricky libovolny tvar, mize byt stykovym ttvarem dvojrozmérna (plosna)
nebo jednorozmérné (k¥ivkova) oblast, pfipadné bod.

Popsané vlastnosti oznac¢ime jako 3. charakteristiku styku.

Pro stykovy atvar I'y téles plati:
V nezatizeném styku je I'y dana geometrii a polohou téles v okamziku styku t;.
V zatizeném styku je I'y vzdy plosnou oblasti urcenou
['y = I's(geometrie, poloha v s, m U 7y, material téles)

Rozborem styku téles ve strojirenstvi se zjistilo, ze zmény stykového atvaru I'y pii styku
téles jsou v mnoha pfipadech nepodstatné. Je to predevsim v téch ptipadech, kdy I's(t5) ne-
zatizeného styku je plocha. V fadé piipadt (napf. valiva loziska) je zména stykového ttvaru
podstatna. Prvni skupina je jednoduché v tom, Ze neni tfeba uvazovat zmény stykové plochy,
protoze jsou nepodstatné. Proto podle zmény stykového tutvaru I'y miizeme styk téles rozdélit
na:
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neproménny - zmeéna stykového utvaru z hlediska feSeného problému je nepodstatné

proménny - zména stykového tvaru je z hlediska feSeného problému podstatné

Popsané vlastnosti styku oznac¢ime jako 4. charakteristiku styku.

Zména stykového utvaru I'y; miize byt v pritbéhu zatézovani télesa podstatna nebo
nepodstatna z hlediska feseného problému. Je-li zména stykového utvaru nepodstatna,
pak styk nazveme neproménnym.

Z uvedeného vyplyva, ze feseni podminek v kazdém zatiZzeném nebo smiSeném styku je
komplexni problém, ktery vyzaduje respektovani pohybovych, silovych a deformacnich hledi-
sek. Je to problém, ktery se nazyva kontaktnim problémem. Jeho TeSeni je vedle komplexnosti
charakteristické jesté vysokou vypoctovou slozitosti. Proto kontaktni problémy patii v mecha-

N 24

pripadech.
P1i experimentalnim vysetfovani styku realnych téles miizeme zjistit tyto zavazné skutecnosti:

a) Casovy priibéh elementarni stykové sily dF), od po- @

¢atku do konce styku méa pribéh podle obr. 7.4 | ktery
vyjadiuje tuto zndmou skutecnost. Chceme-li od sebe
oddalit dvé télesa, ktera byla k sobé pritlacend, mu-
sime vyvinout usili, které zptisobi tahové sily ve stykové
plose (jsou orientovany ven z télesa). Tyto tahové sily -
jsou Casové proménné. Jejich velikost zavisi na celé radé
faktorti napt. maximalni hodnoté tlakové sily, dobé je-
jitho pusobeni, relativni rychlosti ve styku, kvalité a
charakteru povrchii, materialu téles atd. Nejen ve stro- Obr. 6.4:
jirenské, ale i v kazdodenni praxi mtizeme z hlediska

velikosti tahovych sil rozlisit dva typy stykovych vazeb:

styk téles

poéatek styku
konec styku

(22

Rozebiratelné - tahova sila pii rozpojovani styku je mala. Na strojirenské rozlisovaci irovni
nepodstatna.

Nerozebiratelné - tahova sila méa urc¢itou hodnotu, ktera je bud funkéni nebo muze zpusobit
poruseni funkce soucasti.

Nejjednodussim stykem z hlediska hodnoty stykovych sil je tlakovy styk, u néhoz v pri-
béhu trvani styku jsou podstatné pouze tlakové stykové sily.
Popsané vlastnosti styku oznacime jako 5. charakteristiku styku.

Nejjednodussim stykem z hlediska stykovych sil je rozebiratelny tlakovy styk,
ktery je charakterizovan p, < 0 ve vSech bodech stykového utvaru I'.

b) Geometrie stykového ttvaru ovliviiuje kolik a které slozky pohybu télesa jako celku jsou
stykovou vazbou omezeny a které slozky jsou pouze ovlivnény. Napi. u rovinné jedno-
stranné posuvné vazby viz obr. 6.5 je omezen posuv ve sméru osy y a rotace kolem osy z.
Posuv ve sméru osy x je vazbou A pouze ovlivnén - je geometricky mozny. Z kazdodenni
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praxe vime, ze posuv ve sméru geometricky mozného pohybu nastane, ptsobi-li v tomto
sméru sila F; > 0. Pohyb vSak nastane, jestlize sila F; dosdhne jistou hodnotu, ktera
charakterizuje hranici stability klidu. Ptisobenim sily F; > 0 pohyb télesa nastal, méa-li

pokracovat, F; musi konat praci. Vykon sily ﬁl, ktery vyjadrime vztahem F-7,>0 je
z mechanického hlediska mafen ve styku, pfeménou na teplo. Tato zména je nevratna.
Prace sily F, 1 je ve styku pfeménéna nevratné na tepelnou enrgii, kterd nemtize byt aktivni.
Souhrnné muizeme tyto vlastnosti styku vyjadrit tvrzenim.

’ Styk téles je klidové stabilni a energeticky nevratné pasivni. ‘

Uvedené tvrzeni vyjadiené vztahy oznacime jako 6. charakteristiku.

Ma-li v bodé A € T’ nastat geometncky mozny pohyb ve sméru p pak musi platit:
F >0a F U, >0 F em
F,=>" sz - slozky silové soustavy 7 ve sméru p.

7 uvedeného vykladu je zfejmé, pro¢ vazba stykem pohyb télesa nejen omezuje, ale i
ovliviiuje. Diisledkem ovlivnéni a omezeni mechanického pohybu vazbou je charakter rozloze-
ného silového piisobeni ve stykovém utvaru I'y po uvolnéni vazby. Silové pisobeni ma nejen
slozku pa, ve sméru normaly v misté styku, ale také v slozka p4, tecném sméru , jako dtledek
ovlivnéni mechanického pohybu vazbou. Viz obr. 6.5

Nahrazeni rozlozeného silového piisobeni z hlediska statické ekvivalence vyslednym silo-
vym piisobenim ve vazbé je zobrazeno na obr. 6.5. V praxi pfi feseni konkrétnich problému
muzeme z hlediska stability styku rozlisit dva typy vazeb. Vazby, u kterych je velikost sily F;
charakterizujici hranici stability klidu mala , pfipadné na strojirenské rozliSovaci arovni ne-
podstatné a také energetickd ztrata je nepodstatna. Existuje celd skupina problémi, kterymi
se lidé zabyvaji od nepaméti a jejichz cilem je minimalizace sily ﬁp a energetické ztraty ve
vazbé. Mezi tyto problémy patfi konstrukce lozisek, konstrukce ozubenych kol atd. Cilem je
maximalni pohyblivost vazby. Vedle téchto vazeb existuji vazby, u nichz je z funkéniho hlediska
pozadovan klid. Napt. brzdy, spojky atd. Z mechanického hlediska uvedené vlastnosti styku
budeme nazyvat.

Styk neutralni - oblast klidové stability i velikost ztratové energie jsou natolik malé, Ze jsou
na strojirenské rozlisovaci trovni nepodstatné. Proto pro vazbu s neutralmm stykem plati:
Klidovy stav geometricky mozného pohybu ve sméru p nastane, kdyz F =0a pfi pohybu

plati #dF, = 0.

Styk pasivni - klidovy stav geometricky mozného pohybu ve sméru p je mozny i kdyz ﬁp #* 0.
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Pohyb télesa nastane, jestlize ﬁp > ﬁh, kde F), je hrani¢ni sila klidové oblasti . Velikost
ztratové energie je podstatna. K pohybu télesa je nutné, aby F), konala préci.

Vlastnosti styku téles z hlediska relativniho pohybu, stykovych sil, energetickych pomeéri

ve styku jsou v soucasné dobé predmétem samostané védni discipliny s nazvem tribologie. Je
to védni disciplina, ktera se dotyka nejrtiznéjsich oborti napt. mechaniky, fyziky pevné faze,
hydrodynamiky, termomechaniky, chemie atd. Proto mé& mezioborovy charakter. Neni soucésti
mechaniky téles. Mechanice tribologie poskytuje modely a teorie vyjadiujici vztah mezi silo-
vym plsobenim a relativnim pohybem ve stykovém tutvaru I'y. Téchto modelt pro konkrétni
problémy existuje v soucasné dobé velké mnozstvi. Jednotlivé modely se lisi rozliSovaci Grovni,
slozitosti pouzitych algoritmii a rozsahem ti¥idy problému, pro které je lze pouzit. V zakladnim
studiu se mizeme zabyvat jen modely a teoriemi, které maji charakter nejjednodussich tri-
bologickych modeli.
Shrneme-li dosavadni poznatky o vlastnostech styku z hlediska uvoltiovani stykovych vazeb,
pak vidime, ze uvolnovani realnych stykovych vazeb je problém obtizny a néarocny, je vsak
zakladnim problémem pfi silovém pristupu feseni tiloh mechaniky téles, proto jej musime na
odpovidajici irovni zvladnout i ve statice.

7 pedagogického hlediska a ¢asovych moznosti se omezime na vazby stykem s nejjedno-

dussimi vlastnostmi, které mohou byt u fady problémti modelem styku. Jsou to vazby, které
oznacime NNTN a NNTP.

Vazba NNTN je stykova vazba, jejiz styk je charakterizovan:
N - neprostupnosti, N - neproménnosti, T - tlakovosti, N - neutralnosti
Vazba NNTN je vazbou s nejjednodussim modelem styku, jestlize
prostupnost, deformace, spojeni téles, hranice klidové stability a
ztratova energie ve styku u skutec¢ného styku jsou natolik malé, ze
jsou z hlediska reseného problému nepodstatné.

Vazba NNTP je stykova vazba, jejiz styk je charakterizovan:

N - neprostupnosti, N - neproménnosti, T - tlakovosti, P - pasivnosti.
Vazba NNTP je vazbou s nejjednodussim modelem styku, jestlize
prostupnost, deformace a spojeni téles jsou u skuteéného styku
nepodstatné, ale hranice klidové stability a ztratova energie ve
styku jsou podstatné.

7 teorie popisujicich pasivni vlastnosti styku se budeme zabyvat pouze Coulombovskym
tfenim a tuhym valenim.

Drulezita poznamka:

Vseobecné se vazba NNTN oznacuje jako vazba bez pasivnich odpori a vazba NNTP vazbou
s pasivnimi odpory. Ostatni vlastnosti - neprostupnost, neproménnost a tlakovost - styku se
explicitné neuvadéji, ale intuitivné se uvazuji. V soucasném pojeti védy a techniky je nutné
omezovat intuitivni slozky a snazit se o explicitni vyjadieni vlastnosti. To je divodem zavedeni
znacek NNTN a NNTP, kde jednotliva pismena explicitné oznacuji troven vyjadieni vlastnosti
skutecné vazby.
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6.2 Silové a kinematické charakteristiky NNTN vazeb.
7 vymezeni neprostupnosti, neproménnosti, tlakovosti a neutralniho styku vyplyva:

1. Neprostupnost - slozka relativni rychlosti bodu stykového utvaru A € I'y; ve sméru nor-
maly v bodé A je nulova v, = 0.

2. Neproménnost - stykovy utvar I'y je urcen geometrii téles a polohou téles na pocatku
styku. Zname-li geometrii a vzajemnou polohu téles v okamziku styku je I'y urceno.

3. Tlakovost - v pribéhu trvani styku jsou v kazdém bodé stykového utvaru podstatné
pouze elementarni tlakové sily. Tedy p, < 0, je orientovan do télesa.

4. Neutralnost - klidovy stav ve sméru geometricky mozného pohybu p nastane, jestlize
F,, = 0. P1i pohybu je F,7, = 0.

Body 1-4 jsou konkrétnim vyjadienim axiomu A6 pro nejjednodussi mozny typ vazby - vazby
NNTN. Jsou teoretickym zakladem uvolnovani stykovych vazeb, ktery miize byt pouzitelnou
teorii pro vypoctové modelovani, jestlize odchylky feseného problému od bodi 1-4 jsou nepod-
statné. Ve strojirenstvi se tyto pripady bézné vyskytuji, pro né je vazba NNTN vypoctovym
modelem realné vazby.

Obecné silové plisobeni na stykovém ttvaru mé charakter rozlozeného silového ptisobent,
které predstavuje neohraniceny pocet neznamych sil dF,. Proto i kdyz méame uplné zadané
téleso, soustavu 7w a zname statické chovani télesa, je urceni stykovych sil tlohou staticky
neurc¢itou, nebot pocet neznamych je vétsi nez pocet pouzitelnych statickych podminek, kterych
mtize byt pro jedno téleso maximalné 6 (v < 6). Neznamé parametry silového puisobeni ve styku
mtizeme urcit ze statickych podminek pouze tehdy, je-li pocet nezndmych parametr p prave
roven poctu pouzitelnych statickych podminek v < 6. Je-li tato podminka splnéna, pak fikdme,
ze uloha je staticky urcita a to je principialné mozné v téchto piipadech:

1. Téleso je vazano urcitym (malym) poctem NNTN vazeb, kde I'; je bod.

2. Teéleso je vazano vazbami NN'TN, kde Iy je spojitou oblasti. Rozlozené silové ptisobeni ve
styku nahradime z hlediska statické ekvivalence netiplné urc¢enou silovou a momentovou
vyslednici viz obr. 63c, d , které budeme nazyvat stykove vyslednice.

3. Téleso je vazano vazbami NNTN, kde I'; je spojita oblast s rozloZzenym silovym ptisobe-
nim pj, které na zakladé zkusenosti s experimentalnim a vypoctovym fesenim kontatnich
problémi aproximujeme funkci s uré¢itym malym poc¢tem parametrii. Pak cilem statického
fesSeni je urcit hodnotu parametri, a tim i tvar funkce, kterou nazyvame stykovou funkci.

Ve statice miizeme fesit tlohy jen staticky urcité t.z. neznamé parametry silového ptisobeni
urc¢ime ze statickych podminek. Proto ve statice mtizeme fesit pouze tizkou tiidu tloh, tykajicich
se stykovych vyslednic a stykovych funkci staticky urcité ulozenych téles. Teprve v dalsich
predmeétech miizeme tuto tiidu tloh rozsitit, i kdyz v zakladnim studiu, jak jsme jiz vysvétlili,
se nebudeme zabyvat kontaktnimi problémy.

Proto si budeme uvédomovat:

V zakladnim studiu, jehoz je i statika, se omezime na tlohy o stykovych
vyslednicich a stykovych funkcich.
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7 vykladu od pocatku skript by mélo byt ziejmé, Zze zména mechanického pohybu télesa a
silové piisobeni na téleso tvori dvé strany jedné mince, protoze silové ptisobeni je mirou zmény
mechanického pohybu. Proto styk téles ma z mechanického hlediska dvé stranky:

- kinematickou - ktera vystihuje omezeni a ovlivnéni slozek mechanického pohybu stykem

- silovou - ktera popisuje silové ptisobeni ve styku

Jestlize pro styk miizeme pouzit model NN'TN styku, pak deformace stykového itvaru v pribéhu
zatézovani je nepodstatna a pohyb télesa vzhledem k zakladnimu nebo jinému télesu je pak
jednoznac¢né urcen translacnim pohybem libovolného bodu B a rotacnim pohybem kolem bodu
B, coz na zakladé znalosti z fyziky miizeme vyjadrit takto:

7, = U+ &p x CB (6.4)

kde ¥, - je rychlost libovolného bodu télesa T.

Pohybovy stav télesa T je tedy uréen bivektorem {¥,d} g, jehoz soufadnicovy tvar mati-
coveé zapiseme takto:

T

v = [vx Vy Uy Wy Wy W, 5

Ve statice se pohybem zabyvame pouze kvalitativné, proto k matici v prifadime logickou
matici pohyblivosti k, takto: je-li prvek v; matice vpg

nezavisly  geometricky mozny ki=0
nezavisly  geometricky nemozny ki=1
fidici (geometricky mozny)  k; =
zavisly

Fizeny (geometricky nemozny) k; = 1

Nyni si vysvétlime zavislost slozek pohybu télesa jako celku. y Wy
Pfedstavme si valecek podle obrézku 6,6. Slozka pohybu v, = 0 neni N .74
geometricky mozna. Slozky v,,w, jsou geometricky mozné. Pokud se %2
valecek bude odvalovat, pak slozky v, a w, jsou linearné zavislé, pri- P

¢emyz zavislost miizeme vyjadrit vztahem v, = r - w,. Pohyb valecku
miiZeme popsat pohybem v roviné (x,y), matici v, = [v,, vy, w,]T.

Obr. 6.6:

Matice pohyblivosti bude mit tvar

[0 11] - jestlize fidici je posuv ve sméru x, nebo

k,
k, =[110] - jestlize fidici je rotace kolem osy z.

Silové pusobeni z hlediska silovych vyslednic je v souladu s dfive uvedenym a obr. 6.5
vyjadfeno ve zvoleném bodé B silovym vyslednicovym bivektorem {F,, M,}p, ktery mtzeme
vyjadrit v souradnicovém tvaru maticové takto:

T
op = |F, F, F, M, M, M,| - silovy vyslednicovy bivektor (6.5)
B
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Souradnice bivektoru ¢ 5 jsou bud netplné uréené nebo jsou nulové v disledku vlastnosti vazby
NNTN. Z podminky neutrélnosti styku F,v, = 0 vyplyva: Je-li pohyb v daném sméru (x)
geometricky mozny (v, # 0), pak pfislusna soufadnice odpovidajici silové nebo momentové
vyslednice je nulova (F, = 0). Z pfedchoziho vykladu je zfejmé, ze pro vazbu NNTN k matici
pohyblivosti k, miZeme pfifadit matici silového piisobeni k,, takto:
Je-1i

ki=0=k,, =0 ; ki=1=k, =1

k matici k,, pfifadime vyslednicovy silovy bivektor podle vztahu
kpy=0= ;=0 ; ky, =1=¢; #0

nebo ; je zavisly na ¢; # 0.
Jako priklad si uvedeme rotacni vazbu Slozky pohybu télesa jako celku budou v dusledku

Y vy =0 1 1 F, Fax

A va=|vy=0|=2k,=|1|=2k,=|1|=>pa=|F| = F_f
o w; #0 0 0 0 Y

4

Prostorovou sférickou vazbou

Fv, =07 F17 17 P F, T
vy =0 1 1 F,
v, =0 1 1 | F,
wn £ 0 =k, = 0 =k, = 0 = 4= 0 =
wy # 0 0 0 0
Lw, #0 L0 L0 L0 |
Posuvna rovinnd vazba =
Fy
z F i
y A v, #0 0 0 0 By tool
va= v #0 | =2k, =|1| =2ke=|1|=2>pa=|F | = A
w; =0 1 1 M, y
L= : Fag i
v,- Hdicd  v,- Hezeny fag= 2
Vhodnéji zvoleny soufadnicovy systém
[
vy # 0 0 0 0 =
vy=0|=2k,=|1|=2ke=|1|=0a= | F | 77 Wi,
Wy = 1 1 Mz _:
Obr. 6.7:

stykové vazby zavislé v téchto pripadech:

a) Jestlize zvolime nevhodné soufadnicovy systém.

b) Jestlize stykovy utvar I'y se sklada z vice oblasti, napf. Sroubové vazba.
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Tento piipad miZeme chéapat jako zvlastni uloZeni télesa s vice vazbami. Matice k, udava
obecné nenulové soutradnice vyslednicového stykového bivektoru, které jsou po uvolnéni vazby
netplné urcené. Proto pocet jednicek v k, urcuje pocet neznamych nezavislych parametri,
ktery oznacCime p. Ziejmeé plati

n=klk, (6.6)

Jak jsme jiz uvedli, pohyb télesa jako celku vzhledem k zdkladnimu télesu mizeme vyjadrit
translacnim pohybem jednoho bodu B télesa a rotacnim pohybem kolem bodu B. Pro libovolny
bod C télesa pak plati v = v + dp X CB. Pohyb télesa jako celku v prostoru ma tedy
6 nezavislych slozek. TFi slozky transla¢niho pohybu libovolného bodu a tti slozky rota¢niho
pohybu kolem t¥i nezavislych os prochézejicich danym bodem. Pocet nazavislych slozek pohybu
télesa jako celku nazyvame poctem stupni volnosti volnéeho telesa a znacime i,. Pro volné téleso
v prostoru i, = 6, v roviné i, = 3. V disledku neprostupnosti téles stykové vazby pohyb télesa
omezuji, odebiraji télesu stupné volnosti. Pocet stupni volnosti odebranych vazbou znacime
¢. Vzhledem k zavedeni matice k,(k; = 0- slozka pohybu geometricky mozna, k; = 1- slozka
pohybu geometricky nemozna) plati:

Podminku neutralnosti vazby miZeme zapsat
vektorové F -7+ M & =0
algebraicky F,v, + F,v, + F,v, + Mw, + Myw, + M. w.+ =0
maticové ¢’ = 1Ty =0,
pricemz pro kazdy Cinitel Fv; = 0 resp. M;w; =0

Odvozené zavislosti pro vazby NNTN muzeme shrnout do téchto vét:

Pro styk téles NNTN vazbou plati vztah
k, =k,

Pocet nezavislych neznamych soutradnic vyslednicového stykového
bivektoru urc¢ime ze vztahu pu = kgk@

Pocet stupnu volnosti odebranych télesu vazbou urc¢ime ze vztahu £ = vakv

Z uvedenych vét vyplyva tvrzeni: Pro vazbu NNTN je pocet stupit
volnosti odebranych vazbou roven poc¢tu neznadmych nezavislych souradnic
vyslednicového bivektoru.

§=p




6. STYK TELES 58

6.3 Uvolnovani vazeb NNTN.

V predchozim odstavci jsme se zabyvali kinematickymi a silovymi charakteristikami vazeb
NNTN. Uvazovali jsme vazby s jednim stykovym utvarem I'y a ukazali jsme, Ze z hlediska
pohybu télesa jako celku je kinematicky styk charakterizovan matici pohyblivosti k,. Pokud
jsme ve vykladu popsali vazbu, tak pouze z hlediska probirané latky. VSimnéme si nyni nékolika
konkrétnich vazeb, jak jsou nakresleny na obr. 6.8.

Obr. 6.8:

Z nazoru by mélo byt ziejmé, ze ve vSech pfipadech styk umoziiuje rotaci télesa T kolem
osy z. Z kinematického hlediska, na rozlisSovaci irovni statiky, jsou vSechny vazby stejné, protoze
matice k, je pro vSechny pripady stejna. Presto u kazdé vazby miizeme nalézt odlisnosti, které
na vyssi rozliSovaci tirovni nebo z hlediska funkce zafizeni mohou byt podstatné. Piipady podle
obr. a, b, ¢ umoznuji sice rotaci, ale mozné natoceni je ohranic¢eno. Lisi se stykové plochy, coz
bude mit za nasledek rozdilné rozlozeni stykového tlaku. Vzhledem k rtzné velikosti stykové
plochy budou rozdilné i maximéalni stykové tlaky. Lisi se i pocet stykovych ploch. Vazba podle
obr. d natoceni neomezuje, téleso T se mlize otacet dokola. Vazba e neomezuje natoceni télesa
T, ale funkce styku je zavisla na silové soustavé 7 plisobici na téleso T. U vazby podle obr. f je
mozné natoceni télesa T nejen ohraniceno, ale také funkce styku je zavisla na silové soustave
7 pusobici na téleso T. Pro nékteré silové soustavy vazba bude ve funkci, pro jiné nastane
oddéleni téles. Vidime, ze matice k, vystihuje jen jistou moznost pohybu a ze ke kazdé vazbé
existuji dal$i omezeni, at jiz geometrickd nebo silova.

Konkrétni provedeni vazby podstatné ovliviiuje jeji funkéni vlastnosti, které souvisi s celou
fadou okolnosti funkéniho charakteru a nesouvisi jen s mechanikou. Jsou to funkéni pozadavky
na pohyb, montaz, mazani, opotfebovani stykovych ploch apod. Vlastni navrhovani vazby je
problém konstrukcéniho charakteru. Proto komplexni rozbor vazby patii do konstrukénich pred-
métl - ¢asti strojii a predmétti specializaci.

Na pocatku studia mechaniky, v predmétu statika, se mizeme zabyvat jen zakladnimi
mechanickymi vlastnostmi vazby souvisejicimi s funkci vazby a to:

a) Urfenim moznych slozek pohybu vazaného télesa.
b) Ohrani¢enim moznych slozek pohybu v meznich polohéch napt. vazby a, b, c - thel a.

¢) Omezenim pohybu z hlediska funkénosti vazeb vyjadiené stykovymi vyslednicemi.

Urcovani pohybu ve smyslu bodii a) a b) patii do kinematiky, kde bude také probrano. Vzhledem
ke vzajemné souvislosti mezi pohybem a silovym piisobenim je nutné jiz ve statice pohyb
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vySetfovat a to prozatim na trovni vymezené v predchozim odstavci, kde slozky pohybu télesa
jako celku, omezené vazbou, kvalitativné popisuje matice k,. Na uvedené rozliSovaci tirovni se
z kinematického hlediska nezabyvame konkrétnim tvarem, rozméry stykovych ploch, meznimi
polohami a tim, zda miize nastat zruseni styku rozpojenim téles. Predpokladame, Ze styk nastal
a trva.

Kinematickou stranku realné vazby pak vystihuje pojem kinematické dvojice, ktery vymezime
takto:

Kinematicka dvojice je abstraktni pojem, prifazeny realné stykové
vazbé z hlediska omezeni slozek pohybu télesa jako celku vazbou.
Je popsan matici pohyblivosti k,,.

V tomto smyslu riznym konkrétnim vazbam je pritazena stejnd kinematickd dvojice.
Napf. vSem vazbam podle obr. 6.8 je pfifazena rovinna rotac¢ni kinematicka dvojice. Nazvy a
oznaceni kinematickych dvojic podle poctu a charakteru omezenych slozek pohybu télesa jako
celku vazbou jsou uvedeny na obr. 6.9 a 6.10. V souladu s odst. 6.2 jsou tabulky doplnény
silovymi a kinematickymi charakteristikami a uvolnénim jednotlivych vazeb.

Zakladni kinematické dvojice v roviné

Nazev Znac- Schéma VA YA Uvolnéni £
ka Uy Uy W, F, F, M,

1 Fen

I ano

Obecna o g [0 0 #0 0 F, © — 1
A 777 7N fa,,

y Ay
Rotaéni T A/gﬂ , 0 0#0| F, F, 0 Fax 2
X
z

\ M 1"
Posuvna P 2—';—_-7 15#0 0 0 0 F, M, %ﬁ. /}. 2

y = M
Vetknut{ | n 2—"—— 0O 0 0| F, F, M ﬁ‘ﬁ—‘ 3
Fay

Obr. 6.9:
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Zakladni kinematické dvojice v prostoru

VA ra
Nazev Znac- Schéma Vg Uy U F, F, F, Uvolnéni
ka Wy Wy Wy M, M, M,
0 #0 #0| F, 0 O
Obecna o
A0 £0 A0 0 0 0 A
X
Sféricka s 4
0#0 #0, 0 0 O - -
40 £0 # =1
G
0 0 0| F, F, F, Fy
Rotaéni r %
§ £0 0 0| 0 M, M Ak
I
My
#0 0 0| 0 F, F, \ .
Posuvna p 1
0 0 O Mz My Mz ,.-‘: X
/i
\%
Rotacéné rp #0 0 0 0 F, F, .
posuvna £0 0 0| 0 M, M, | ==
/ity
Stéricko sp +0 0 0] 0 F, F,
posuvna #=0 #£0 #0] O 0 O __
P4
E
Plochd pl <0 #0 0] O 0 F,
0 0#0| M, M, O My
L3
S
Vetknuti n ! 0 0 0 ' v ., -] -
‘ 0 0 0| M, M, M, ] Ll
] i/
<0 0 0 0 F, F, E -
0 0 O M, M, M| _j—t-t
Sroubova § % nebo nebo M f’; § 2
0o 0 0| F, F, F, N
<0 0 0| 0 M, M, s myMy

Obr. 6.10:
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K realné vazbé ze statického hlediska pritadime model vazby, jehoz kinematické vlastnosti

nazveme a oznac¢ime podle tabulky. Napf. rovinna rotac¢ni kinematicka dvojice. Stejnym jménem
nazveme také model vazby, ale slovo model v nazvu neuvadime. Tedy rovinna rotacni vazba.
Vyjimku tvori podpora a lano, které jsou obecné kinematické dvojice.

»

Z dosavadnich uvah vyplyva, Ze vazba stykem na nejjednodussi arovni je urcena:

a)

Prirazenou kinematickou dvojici, ktera vyjadiuje omezené slozky pohybu télesa jako
celku vzhledem ke geometrii stykové vazby. Pokud predmétem reseni je posloupnost rov-
novaznych stavli v rtiznych polohach télesa, pripadné urceni rovnovazné polohy, pak z
kinematického hlediska musime ke kinematické dvojici prifadit obor existence vazby z
geometrického hlediska. U pripadi podle obr. 6.8 je to omezeni thlu natoceni jistym in-
tervalem geometrické existence I, = (oy, o) s timto vyznamem. Pokud ¢ € I, mé vazba
charakter rota¢ni rovinné kinematické dvojice, v piipadé, ze ¢ = d+« méni se rotacni
kinematickd dvojice na nepohyblivou. Hodnoty thlu ¢ = Za do intervalu I, nepatfi.
Uvedené vlastnosti vyjadiime vétou:

U statickych tloh, které jsou charakteristické zménou polohy télesa
vzhledem ke vztaznému télesu, je nutné vazby stykem z kinematického
hlediska urcit matici pohyblivosti a intervalem geometrické existence.

Stykovymi silami reprezentovanymi silovou a momentovou vyslednici (stykovym vy-
slednicovym bivektorem) ﬁS,MsB, resp. stykovymi funkcemi. Z obrazku 6.8 je zfejmé,
ze provedeni vazby muze vyznamné ovliviiovat existenci vazby (pfifazenou kinematic-
kou dvojici). Jestlize vazba omezuje pohyb v ur¢itém sméru, ale pouze v jednom smyslu,
pak funkcénost vazby zavisi na soustavé sil m ptlisobici na téleso T. Vymezeni funkcénosti
vazby mizeme vyjadrit podminkami pro hodnoty parametrt vyslednicovych stykovych
bivektortli, tuto podminku nazveme stykovou podminkou.

Vazba NNTN je pak ze statického hlediska urcena:

1.
2.

3.

Matici pohyblivosti k,,.
Vyslednicovym stykovym bivektorem {ﬁs, MS} B, resp. stykovymi funkcemi.

Stykovou podminkou.

V predchozich odstavcich jsme ukézali, Ze pro nejjednodussi mozny styk NNTN plati k, =

k,, ktery dava jednoznacny vztah mezi kinematickou dvojici a obecné nenulovymi soufadnicemi
vyslednicového stykového bivektoru. K urceni styku je vsak nutné jesté formulovat stykovou
podminku, ktera vychazi z tlakovosti a neutralnosti styku, tedy ze vztahi dFy,, <0, dF WU =
0 pro A € T, pri kladné orientaci normaly ven z télesa T. Z uvedenych vztahi je tfeba urcit
stykovou podminku pro vyslednicovy stykovy bivektor.

Stykova podminka zavisi na konkrétnim provedeni vazby. Odvozeni provedeme pro
podporu a rovinnou jednostrannou posuvnou vazbu.
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1. Podpora.

Uvolnéni vazby viz obr. 6.11b. T¢lesa se stykaji v bodé A, ktery je ptisobistém sily Fu =
Fy,. Vyslednicovy stykovy bivektor mizeme vyjadiit k libovolnému bodu, zvolime bod

A D= {ﬁ "Ans 6} A. Z podminky tlakovosti vyplyva F, <0. Stykova podminka podpory

se stykem v bodé A je {Fy, My}a = {F4 <0,0}.

Momentova vyslednice k bodu A je nulova a silova vyslednice lezi na normale ny a je

zaporna. F4 je orientovana do télesa.

Obr. 6.11:

v, £ 0

0
va=|v,=0| =k, = |1| =k, = [1| = py= Fy,
0

w, #0

b)

2. Rovinna jednostranna posuvna vazba. Viz obr. 6.12 .

F ,\'.a, Ve —)JZ ‘ F

= uvolnéni obr. 6.11b

Jk‘
o] .

n
A \

T 4 krok T 2.krok 2. krok
N
e x A x (A X
SN Xo = 4
Xy a) 7 b) oo T d
Obr. 6.12:
v, # 0 0 0 0
va=|v,=0| =k, = |1| = k,= |1| = ¢, = |F4,| = uvolnéni obr. 6.12d

Wy = 0 1 1 MA

Télesa se stykaji v isecce O K. Z neutralnosti vazby vyplyva, ze stykové sily tvoii soustavu
rovnobéznych sil. Z podminky tlakovosti vychéazi souhlasna orientace, tedy elementéar-
ni stykové sily tvoii soustavu rovnobéznych souhlasné orientovanych sil v roviné. Silova
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vyslednice této soustavy Fy # 0, podle odts. 5.2 existuje osa silové soustavy 7. Jeji polohu
jsme oznacili v obr. 6.12 soufadnici x,, kterou uré¢ime z podminky statické ekvivalence
silovych soustav 7, a my.

l

I
Fy o /qnda::FA My - /qnxdx:MA:FA:Bo#xo: =
0 0

!
f Gnrdr

1
J @
0
>

Protoze ¢,(x) < 0 pro vSechna x €< 0,1 > plati 0 < 7 <1 odtud 0

a0< —%g, < —qy tedy 0 < — [ 2gpdz < — fqnd:r odtud

v — [ gnadx _ —1 [ 2q,dx L o< To _ [ 2qndx

[ gndx — [ gndz l [ gndx
0<uz,<l[tedyz, €<0,l>

Tn = n

<1=

Ma-li byt rovinna jednostrannd posuvna vazba funkcni, a tim i posuvnou kinematickou
dvojici, musi platit:

F4 < 0 a osa silové soustavy rozlozeného silového piisobeni ve styku
protina tsecku OK a je k ni kolma.

V souladu s diive uvedenym mtzeme tuto vétu vyjadrit takto:

Soustavu rozlozeného silového ptisobeni ve styku mtizeme z hlediska
statické ekvivalence nahradit jedinou silou, ktera je
- orientovana do télesa
- jeji nositelka je kolma k tuseéce OK a protina ji.

Vazba podle obr. 6.12 je posuvnou kinematickou dvojici jen podminéné, pii splnéni pod-
minek Fy < 0 a x, €< 0, >. Chceme-li, aby vazba byla posuvnou kinematickou dvojici neza-
visle na silovém ptisobeni, je nutné vytvorit styk ve dvou rovnobéznych tiseckach, viz tabulka
6.1. Upravou vazby se pohyblivost nezméni, zméni se stykova podminka. Upravend vazba neni
podminéné funkéni, je posuvnou kinematickou dvojici nezavislou na soustavé 7.

Posuvna vazba v roviné

Nazev Schéma Je posuvnou kinematickou
dvojici charakteru [0 11 ]
Jednostranna N podminéné
PTI77TI7777 oo
Oboustranna :g: —;— vidy
Obr. 6.13:

Uvolnéni rovinné oboustranné posuvné vazby déla studenttim problémy. Detailni rozbor
této vazby ze statického hlediska je v [ | str. 43 Obdobneé lze stykové podminky odvodit pro dalsi

Vv

A% zakladnlm studiu je nebudeme uvadeét.
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6.4 Ulozeni vazaného télesa.

Az dosud jsme se zabyvali télesem vazanym jedinou vazbou. Uvedli jsme zakladni kinematické
a silové vlastnosti NNTN vazeb. Odvodili jsme vztah pro pocet stupni volnosti odebranych
stykovou vazbou & = kfkv. Urcili jsme, Ze pocet stupni volnosti volného télesa v prostoru je
i, = 6 a v roviné i,, = 3. Pocet stupnii volnosti télesa vazaného jednou stykovou vazbou uréime
ze vztahu

i=i,— ¢  0<E<6 (6.8)

Téleso vazané jednou stykovou vazbou k zdkladnimu télesu je zvlastnim piipadem, se
kterym se ve strojirenské praxi setkavame zcela vyjimecné. Pirevazné se jedna o télesa vazana
vice stykovymi vazbami, obecné rizného typu. V souladu s dfive uvedenym budeme soustavu
vSech mechanickych vazeb nazyvat ulozenim télesa, které oznac¢ime U. Kinematicky je ulozeni
urceno soustavou kinematickych dvojic, silové soustavou vyslednicovych stykovych bivektori.

Tedy:

Ulozeni télesa T je soustavou vsech stykovych vazeb, kterymi je téleso
vazano k okoli. Prvkem uloZeni je vazba. Ulozeni je urceno:
- kinematicky - soustavou kinematickych dvojic
- silové - soustavou vyslednicovych stykovych bivektorta

U vice vazeb je nutné uvazovat dalsi zavaznou okolnost - moznost omezovani deformace.
Pristupujeme-li ke statice jako teorii vychézejici z axiomu o nedeformovatelnosti téles, ome-
zenim deformace se zabyvat nemusime. Uvazujeme-li statiku jako c¢ast teoretického zakladu
strojirenstvi, pak s ohledem na feSeni konkrétnich problémi na redlném (deformovatelném)
télese je nutné uvazit, zda omezeni deformace je, ¢i neni podstatné. Ve statice alespon kvali-
tativné ve smyslu - ulozeni omezuje, neomezuje deformaci. V pripadé, Ze omezuje, pak urcime
kolik deformac¢nich parametrt je stykovymi vazbami omezeno. Kvantitativnim vyjadienim de-
formace se budeme zabyvat az v pruznosti pevnosti.

Proto si musime uvédomit:

Pti rozboru uloZeni télesa musime jiz ve statice uvazovat deformaci ve smyslu
moznosti jejtho omezeni a po¢tu omezenych deformacnich parametri.

Musime tedy respektovat nasledujici skutecnost:

\ Ulozeni télesa omezuje a ovlivituje pohyb télesa jako celku a deformaci. \

vvvvvv

problém nez v pripadé jediné stykové vazby. Komplikace spociva ve vzajemné zavislosti slozek
mechanického pohybu omezenych vazbami.

Jestlize je téleso podle obr. 6.13a vazano jedinou podporou, pak dochazi k omezeni pohybu
télesa ve sméru osy x. Matice pohyblivosti télesa je totozna s matici pohyblivosti vazby A k,; =

T
koa = [1 0 0] . Pokud je téleso vazano dvéma vazbami usporadanymi podle obr. 6.13b, pak
dochazi k omezeni pohybu ve sméru osy y a rotaci kolem osy z. Matice pohyblivosti vazaného

T T
télesa ma tvar k,7 = [0 1 1} , ale matice pohyblivosti vazeb jsou k, g = k,c = [O 1 O] )

Na obrazku 6.13c je ulozeni télesa pomoci tii podpor, matice pohyblivosti vazaného télesa

T
ma tvar k,r = [1 1 1} . Jestlize nyni piidame jesté jednu podporu, pak pohyblivost (ktera
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aj

Obr. 6.14:

popisuje pohyb télesa jako celku) se nemuze zménit, protoze téleso je ulozeno nepohyblivé.
Nyni vyvstava otazka, zda vazba D (obr. 6.14e) je z hlediska mechanického pohybu funkéni?
Chceme-li na tuto otazku odpovédét, musime si na zakladé zkuSenosti a nazoru predstavit
deformované téleso v pripadé c, viz obr. 6.14d.

U ’
Naert deformoraneho

Obr. 6.15:

Z obrazku d) a c) je patrné, Ze vazba D je funkéni a omezuje jeden deformacni parametr
- posuv bodu D ve sméru osy y. Ve statice urcovani pohyblivosti télesa a poctu omezenych
deformacnich parametrt mtzeme provadét na zakladé kinematického rozboru, ktery vychéazi z
nazoru a zkusenosti, ne z kinematického reseni.
Nyni zformulujeme vztah pro urceni pohyblivosti vazaného télesa na trovni kinematického

rozboru.
i—iv— (X&) (6.9)

kde ¢ - pocet stupnu volnosti vazaného télesa.
1, - pocet stupnu volnosti volného télesa.
> & - pocet slozek mechanického pohybu odebranych vazbami.
1 - pocet deformacnich parametrii omezenych stykovymi vazbami.

> & —n - poCet stupni volnosti odebranych stykovymi vazbami.

Ulozeni télesa podle obr. 6.13 a 6.14d,e tvofi tzv. normdlni stavy, které jsou charakte-
ristické tim, Ze pfi normalnim uklddani télesa stykovymi vazbami se nejdiive omezuje pohyb
télesa jako celku, az do nepohyblivého ulozeni télesa a teprve pak dochazi k omezeni deformace.
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Vedle pripadt normaélnich existuji pripady vyjimkové. Jeden vyjimkovy piipad je zobrazen na
obr. 6.14f . Vazby A B omezuji posuvy ve sméru os x, y. Vazba C omezuje deformacni parametr
i kdyz téleso je ulozeno pohyblivé, muze se otacet kolem osy z. Viyjimkové stavy jsou charak-
teristické tim, ze diive nez byly omezeny slozky pohybu télesa jako celku dochazi k omezeni
deformacnich parametr. Nyni pro jednotlivé pripady podle obr. 68 urc¢ime charakter ulozeni.

Poznamka k znaceni: rk.d -r...... oznaceni kinematické dvojice

- k.d....zkratka kinematické dvojice

Predpokladdme normalni ulozeni.

a) b) c)
A—okd—E4=1 B.C—okd—&=1 ABC—okd—¢& =1
n=20 n=20 n=20

1=3—-1=2 1=3-2=1 1=3-3=0

1=2,1=0 1=1,n=0 1=0,7=0
Téleso je ulozeno pohyb- Téleso je ulozeno pohyb- Téleso je ulozeno nepo-
livé se dvéma stupni vol- livé s jednim stupném hyblivé bez omezeni de-

nosti, bez omezeni defor- volnosti, bez omezeni de- formacnich parametri

macnich parametri formacnich parametrt
e) )
A B,C,D—o0kd—-§ =1 A B,C—o0kd—-¢ =1

Vazby omezuji vice slozek pohybu Téleso se muze pootocit kolem osy z

nez je stupni volnosti volného prochézejici bodem S — 7,,;, = 1

télesa v roviné — n # 0 Y&=3—-n=1
i=3—-(4-1)=0 i=3-3-1)=1
1=0,n=1 1=1,n=1
Téleso je ulozeno nepohyblivé Téleso je ulozeno pohyblive

s jednim omezenym deforma¢nim s jednim omezenym deformacnim

parametrem parametrem

Zobecnénim jednotlivych piipadi obdrzime zékladni stavy, které vazané téleso
z hlediska pohybu jako celku a deformace miize nabyvat.
Normalni stavy uloZeni.
1> 0,7 =0 - téleso je ulozeno pohyblivé bez omezeni deformacnich parametrii
1t =0,n =0 - téleso je ulozeno nepohyblivé bez omezeni deformacnich parametrt
1t =0,n7> 0 - téleso je ulozeno nepohyblivé s n omezenymi deformacnimi parametry
Vyjimkové stavy uloZeni.
1> 0,n > 0 - téleso je ulozeno pohyblivé s n omezenymi deformac¢nimi parametry

Z ptedchoziho textu vyplyva, ze kinematicky rozbor zavisi na podkladech na jejichz za-
kladeé si vytvarime pfedstavu o omezenych slozkach pohybu télesa a zkusenostech ¢lovéka, ktery
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rozbor provadi. Vzhledem k malym zkuSenostem studentii si polozme otazku: ” Jestlize se do-
pustim chyby v urceni pohyblivosti v disledku malych zkusenosti, jsem schopen na zakladé
statického feseni chybu poznat?” Abychom na tuto otdzku mohli odpovédét a ziskali zakladni
predstavu, provedeme kinematicky rozbor a sestavime statické podminky pro nékteré typy
ulozeni télesa. Predpokladejme, zZe téleso podle obrazku je ve statické rovnovaze. Pak jsme
opravnéni sestavit podminky statické rovnovahy.

A—rkd—§& =2

n=20
1=3—2=1
1=1,7=0

Ulozeni télesa je pohyb -
livé bez omezeni

deformacnich parametru

F,:—Fi+F,, =0
Fy:Fa,+F,=0
Mua: Fir+ Foa=0
pp =2,v=23

n=20
1=3—-3=0
t=0,n=0

Ulozeni télesa je ne -
pohyblivé bez omezeni

deformacnich parametru

Podminky statické rovnovahy:

-+ Fy, =0
Fa,—Fp+F,=0
Fir+ Fea— Fpg =0
prp=3,v=3

c)
A—rkd—§=2
B,C—okd—¢&=1

Kinematické dvojice odnima -

ji vice parametri nez je slo -
zek pohybu télesa jako celku
Y&i=4i,=3—-n=1
n=1

i=3—-(4-1)=0
1=0,n=1

UloZeni télesa je nepohyb -
livé s jednim omezenym

deformac¢nim parametrem

Fy,+Fc—F =0
Fa,—Fp+F,=0

Fir+ Fsa— Fgg — Fer =0
pp=4v=3
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Neznamé nezavislé parametry budeme rozlisovat podle charakteru neznamych souradnic.

wr - silové
[ - momentové

i - polohové, viz obr. 6.12 — z,

ad a) wloZeni je staticky preurcené. Pak mohou nastat tyto dva piipady.

(v — 1) — podminek statické rovnovéahy je identicky splnéno.
< v Téleso, které je ulozeno pohyblivé je ve statické rovnovaze.
(v — 1) — podminek statické rovnovahy je spornych. Téleso,
které je ulozeno pohyblivé neni ve statické
rovnovaze, proto podminky statické rovnovahy
nejsme opravnéni sestavit. K urceni silového
pusobeni je nutné sestavit pohybové rovnice, coz je

tloha dynamicka. (Ve statice neumime.)

U pripadta podle obr. 6.15a, je-li F; # 0 A Fy # 0 pak Fir + Fya # 0 = Téleso podle
obrazku je ulozeno pohyblivé a neni ve statické rovnovaze, neni splnén pocatecni pred-
poklad. Silové ptisobeni mtizeme urcit z pohybovych rovnic, které ve statice neumime
sestavit.

’M:V/\/LM+[LT<I/M ‘

ad b) - je splnéna nutnd podminka statické urcitosti ulohy.

(far, por uréujeme z momentovych podminek rovnovahy, proto py + p, < vay)
Soustava statickych rovnic je linearni. Ur¢ime hodnotu determinantu soustavy.

10 0
det(A) =01 —1 :—%#0
002

Soustava statickych rovnic ma prave jedno feseni. Ulozeni je staticky urcité - neznamé
nezavislé parametry urcime ze statickych podminek.

ad c) - uloZent je staticky neurcité.
Neznamych nezavislych parametrdt NP = {F4,,Fa,, Fp,Fc} je vice nez podminek
statické rovnovahy.

Stupent statické neurditosti uréime ze vztahu:

S=u—v
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Obr. 6.17:

Dalsi dva pfipady jsou vyjimkovéViz obr. 6.16.
Kinematicky rozbor

d) €)
A B,C—okd§& =1 A—rkd—-§&=2
B,C—-o0kd§ =1
Na zakladé malych zkusenosti se Kinematické dvojice odnimaji

dopustime chyby a predpokladame vice parametri nez je slozek

n=20 pohybu télesa jako celku n =1
1=3-3=0 i=3—-(4-1)=0
1=0,n=0 1=0,n=1

Téleso je ulozeno nepohyblivé Téleso je ulozeno nepohyblivé
bez omezeni deformacnich s jednim omezenym defor-
parametri macnim parametrem

Podminky rovnovahy:

F,: —-Fi+F,=0 F,: —F+Fg+Fy,=0
Fyi Fc—FBZO Fyl FAy—Fc+F2:0
M.s: Fya=0 M,s: Fir+ Foa—Fgr=20

prp=3,v=3 prp=4v=3
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ad d) Momentovd podminka rovnovéhy je spornd = v = 2, téleso se muze otacet kolem osy z
prochazejici bodem S, tedy ¢ = 1,1 = 1. Téleso je ulozeno pohyblivé s jednim omezenym
deformacnim parametrem. UloZeni télesa je vyjimkové.

ad e) UloZeni télesa je staticky neurcité. Vzhledem k tomu, Ze FoaF 4y leZi na jedné
nositelce miZeme oznadit F Ay, C = F Ny — Fo. Z podminek statické rovnovahy neurcime
vSechny neznamé nezavislé parametry {Fa,, Fa,, Fp, Fo}. Mizeme vsak uréit mnozinu
modifikovanich parametri { Fa,, (Fa, — Fc), Fp}. Protoze mnozinu modifikovanych para-
metri mizeme sestavit pouze v ptripadeé, ze dvé sily nebo slozky sil lezi na jedné nositelce,
nazveme danou ulohu staticky neurcitou vyjimkovou. Z uvedenych pripadu je zreyme, Ze
urcent pohyblivosti a statické Teseni spolu souvisi a chybny predpoklad v kinematickém
rozboru na zdkladé statického reseni miuZeme opravit.

Ze statického hlediska rozlisujeme ulozeni:

Staticky urcité - vSechny neznamé nezavislé parametry stykovych vyslednic uréime ze sta-
tickych podminek.

Staticky neurcité - k urceni neznamych nezavislych parametru statické podminky nestaci.

Staticky neurcité vyjimkové - ze statickych podminek nelze urcit vSechny neznamé nezavis-
1é parametry, lze vSak urcit parametry modifikované.

Urceni charakteru ulozeni télesa je dtlezitou tilohou mechaniky téles. Urceni pohyblivosti a
omezeni deformace vyzaduje zvladnuti kinematiky a pruznosti. Ve statice, ktera tyto predméty
predchazi, se muzeme omezit jen na ty piipady, kdy lze pohyblivost i omezeni deformacnich
parametri posoudit spolehlivé z nazoru. Urceni statického charakteru ulozeni vSak vychazi z
rozboru vlastnosti statickych rovnic a tuto tlohu muzeme fesit ve statice.

Souhrnné muzeme konstatovat:

Téleso z hlediska ulozeni a soustavy 7 tplné urcéenych silovych prvki je charakterizovano:

— pohyblivosti ¢ > 0

— mirou omezeni deformace n > 0

— je-li © > 0 pak charakterem pohybu z hlediska statické rovnovahy
SR = 0 - statickd rovnovaha nastava
SR =1 - staticka rovnovaha nenastava

— je-lip > 0,7 = 0 - mirou statické neurcitosti s = u — v

— v pripadé staticky neurcitého ulozeni vyjimkového - mirou

statické fesitelnosti s, = p, — v, kde pu, je pocet modifikovanych

neznamych nezavislych parametri.

Ve statice u télesa vazaného NNTN vazbami budeme rozliSovat uloZeni.

pohyblivé nepohyblivé
omezujici deformaci neomezujici deformaci
v o’ 7 . 7’ sev Y 7 7 . ’
zajistujici statickou rovnovahu nezajistujici statickou rovnovahu
staticky urcité staticky neurcité
normalni vyjimkové
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Zvladnuti analyzy ulozeni patii k dilezité ¢asti tilohy nejen ve statice, ale i v ostatnich
predmétech mechaniky téles. Dnes podstata neni v feSeni statickych podminek, to zvladne
hravé bézny pocita¢. Dilezita je analyza chovani, v tomto pripadé analyza vlastnosti ulozeni.
Na zavér shrneme vlastnosti ulozeni NNTN vazbami, vyplyvajici z predchoziho rozboru.

Normalni pripady.

Statické urcitost

Statickd neurcitost

Vyjimkové pripady.

Ulozeni vyjimkové

Ulozeni staticky neurcité

vyjimkové

pohyblivost a identické splnéni statickych
podminek ve sméru neomezenych slozek pohybu
télesa jako celku

nepohyblivost bez omezeni deformace

nepohyblivost a omezeni deformace

pohyblivost a omezeni deformace

— nepohyblivost a omezeni deformace,

moznost urceni modifikovanych parametri

Vlastnosti uloZzeni vazbami NNTN muZeme graficky znazornit takto:

n=s

A

Vyjimkova struktura
ulozeni

0

UloZeni nepohyblivé
s omezenymi defor-
maénimi parametry
statickd rovnovaha
je zajisténa
stykovymi vazbami

Vs S S
S

Ulozeni nepohyblivé
bez omezenych defor- bez omezeni defor-
macnich parametri

3

Xi

Ulozeni pohyblivé

macnich parametri

statickd rovnovaha staticka rovnovaha
je zajidténa neni zajisténa

stykovymi vazbami stykovymi vazbami

Obr. 6.18:
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Neékolik priklada vyjimkového uloZeni télesa.

/ s~ WI

a) b) f: c)

Obr. 6.19:

Detailni rozbor uloZeni télesa je proveden u kazdé ulohy A[68] - A[84] v [2].
7 pedagogického hlediska neni vhodné tyto tlohy pouze prochézet, ale je nutné je samostatné
fesit a feseni pouze zkontrolovat a promyslet.
Vzhledem k tomu, ze jsme jiz probrali vsechny zakladni operace a ¢innosti tykajici se silového
pristupu feseni tloh statiky, mtizeme pfistoupit k jejich kategorizaci.

6.5 Typy statickych tloh
Zakladni c¢lenéni tilloh a to nejen ve statice je nasledujici

- ulohy na statickou analyzu

- ulohy na statickou syntézu

Ulohy na statickou analyzu a syntézu se lisi tim, co je zaddno a co se ma fesenim urcit. Obé
skupiny muzeme struc¢né charakterizovat takto:

’ Ulohy na analyzu ‘

Cil feSeni

- Posouzeni charakteru silovych
Uplné zadané L soustav piisobicich na téleso
y BV Statické e ,
Téleso, ulozeni télesa L - Urceni silového ptlisobeni ve
Lo = | chovani — i i
a soustava 7 - uplné el stykovych vazbach
¢lesa
urcenych silovych prvki - Nahrazeni silové soustavy pti-
i ] sobici na téleso staticky

ekvivalentni soustavou.
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Uplné zadané
Soustava 7.
Pozadované static-
ké chovéni télesa.

’ Ulohy na syntézu ‘

Tvorivy prvek

Neuplné zadané

Téleso a ulozZeni
télesa

Reseni v

A

’ ~

1ceznac

né

Cil feSeni
prlné urceni téle-
sa, a uloZeni télesa
pozadovaného sta-

tického chovani

-

Obr. 6.20:

A) Ulohy na analyzu

Ulohy na statickou analyzu délime na
— ulohy o statické kontrole
— ulohy o statickém Teseni
— ulohy tykajici se nahrazeni iplné zadané silové soustavy jinou silovou
soustavou, jejiz neuplné zadané prvky mizeme urcit ze statického reseni.

Ulohy o statické kontrole:
Kontrola statické ekvivalence silovych soustav 7, mo ptisobicich na téleso.

Na uvolnéné nebo vazané téleso ptisobi soustava tplné zadanych silovych prvka m; nebo 7y,
které jsou staticky ekvivalentni. Provedte kontrolu statické ekvivalence silovych soustav m; a .

Je-li ﬁé = ]3‘2/ A M‘I/B = M‘Q/B — pak m; a m jsou staticky ekvivalentni.

Kontrola charakteru silové soustavy.
Natéleso T pusobi uplné zadana soustava , ktera je rovnovaznou silovou soustavou. Zkontro-

lujte rovnovaznost silové soustavy.

Je-li ﬁv =0A ]\7[V =0— pak 7 je rovnovaznou soustavou.

Ulohy o statickém FeSeni:

Urceni vyslednych stykovych sil. Na vazané téleso podle obrazku 72 ptisobi tplné zadana sou-
stava 7. Ulozeni vazaného télesa méa byt nepohyblivé staticky urcité. Zkontrolujte ulozeni télesa
a jsou-li splnény podminky zadani urcete vypoctovym zptisobem vysledné stykové sily.

Na zékladé kinematického rozboru zkontrolujeme nepohyblivost ulozeni, je-li splnéna uvolnime
téleso, uré¢ime mnozinu neznamych nezavislych parametri a sestavime podminky statické rovno-
vahy v soufadnicovém tvaru. Jejich feSenim ur¢ime neznamé nezavislé parametry. Viz kapitola

7.1.

E -
¢ A
FBn Fx:
Fy,’ = = F
P /l_wf‘:y’ 8
Ry R,
| .
Fay

Obr. 6.21:
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Nahrazeni plné urcené soustavy sil staticky ekvivalentni soustavou sil -
zpravidla jedinou silou.

Je-li to mozné, nahradte soustavu tplné zadanych sil m; Jedlnou sﬂou Nutna a postacujici
podminka pro nahrazeni silové soustavy jedinou silou je FV # 0 A FV MV = 0. Je-li tato
podminka splnéna, pak z podminky statické ekvivalence musi platit F} L = F‘g =Fu A Mxl, B =
M‘2/B-

B) Ulohy na syntézu

Ulohy na syntézu maji ve strojirenstvi nejriiznéjsi charakter. My se omezime pouze na
ulohy charakteristické pro studium statiky na strojni fakulté, které mohou byt zadany takto:
Soustava téles podle obrazku ma byt nepohybliva staticky urc¢itd. Po eventualnich tpravach
vazeb zarucujicich podminky zadani urcete vypoctovym zpiisobem vysledné stykové sily.
Charakter tiprav souvisi s tviiréim pfistupem studenta. ReSeni je vicezna¢né, pficemz jednotliva
feSeni jsou operacné rizné narocna.

Charakter tloh o syntéze mtzeme schématicky znazornit takto:

Tvofivy prvek r 7
s , Jednoznaéné zadané
—uplné zadana = 7 . . D .
N - P W pozadované statické chovani
—neuplné zadané .
« télesa
téleso a vazby % , . .,
— (zévisi na ulozeni a poloze)
Reseni viceznaéné L i

7._{_1 Néavrh ulo%em' télesa }-—
Uloha o statickém Feseni

Spliuje ulozeni pozadované chovéni
a0
Sestaveni podminek statické rovnovahy.
Umim uréit nezndmé nezavislé parametry?
(e — a0

Reseni neznamych nezdvislych parametri.

Obr. 6.22:

C Ulohy o stabilité

Resime-li realny problém, pak musime uvazovat odchylky. Posouzeni viznamnosti odchy-
lek z hlediska Treseného problému neni jednoduché a v fadé pripadi je nelze provést pouze na
zékladé predstavy nebo odhadu. Jestlize uvazujeme odchylky, pak je nutné je zahrnout do sou-
stavy uplné urcenych silovych prvki, ktera pak obsahuje soustavu silovych prvka jmenovitych
hodnot 7; a soustavu 7’ zahrnujici odchylky, tedy m, = m; U7’

Pocet pouzitelnych statickych podminek urc¢ime:
a) v pripadé Ze odchylky neuvazujeme ze soustavy

T, =m;Ung =V
b) v pfipadé s odchylkami ze soustavy

7TVDZ7T]'U7TRU’/T,:>I/O
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Miru statické stability pak urc¢ime ze vztahu
=V, —V (6.10)
Ulozeni télesa je staticky stabilni jestlize q = 0, pfi¢emz rozliSujeme ulozeni

— uplné stabilni —¢=0A1r,=v=206
— Castecné stabilni — ¢ =0A1v, # 6
— nestabilni —q#0

Uvedeny rozbor je proveden za predpokladu, Ze pro styk miizeme pouzit model NNTN styku. Z
prikladu na obrazku je zfejmé, ze pii uvazovani odchylek je nutné také posoudit model styku.
Odtud vyplyva, ze TeSeni redlnych problémt statiky je vzdy komplexni ¢innost, velmi ¢asto
interdisciplinarniho charakteru.
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6.6 Téziste téles

6.6.1 Urceni tihové sily a polohy tézisté télesa

Vv

konstrukce méla pozadované provozni vlastnosti (s tim souvisi napft. stabilita konstrukei, vib-
race rotoril, chovani vozidel pii rychlém prijezdu zatackou a pod.)

Vyjadreni silového pilisobeni na téleso nachéazejici se v gravitacnim poli Zemé patii mezi
zékladni statické tlohy a bylo pfedmétem piedchoziho studia. Z fyziky a matematiky (a z praxe)

Vv

Vv

Vv

vy

vné prostorové oblasti 2, kterou téleso zaujima), protoze lano lze vazat pouze k povrchu télesa.
Dalsim problémem je pak volba takové strategie, aby proces experimentalniho hledani polohy

Vv

(prostorové 3D, plosné 2D nebo kfivkové 1D) je mozno pii znalosti integralniho poétu uréit
pomérné snadno vypoctem.

jemu télesa), budeme je dale rozvijet a zpfesiiovat na zékladé znalosti ziskanych v pfedchozich
kapitolach.

Oblast €2, kterou zaujima téleso, mu- ‘ 7
zeme disjunktné rozdélit na elementarni

prostorové podoblasti o objemu dV'. Kazdé dv s
podoblasti pritadime bod, ktery dana podob- r _-_ rap 2
C o . S r
last obsahuje. Silovou interakci této podob- d-fg -
. Y o ‘s Fg
lasti s gravitacnim polem Zemé vyjad- 6
fime v daném bodé elementarni tihovou .

silou dFg viz obr. 6.23. Vzhledem k vlast- z X z X
nostem gravitacniho pole a bézné veli-
kosti strojirenskych téles je mozno nosi-
telky soustavy elementarnich tihovych sil povazovat za rovnobézné. Maji svisly smér €; a jsou
orientovany smérem k Zemi. Na téleso tedy ptlisobi soustava m, rovnobéznych a stejné oriento-

Obr. 6.23:

vanych elementarnich sil v prostoru dFG =gpdV =0dV = gpdV -é; = odV - e; = dFyg - €.
Veli¢ina o(x,y, z) je mérnd objemova sila jejiz velikost o(x,y,z) = p(z,y,2) - g je obecné u
nehomogenniho télesa v oblasti €2 proménna.

Zvolime-li globalni souradnicovy systém pevné spojeny s télesem, pak pfi nataceni télesa
je soustava elementarnich tihovych sil 7, vzhledem k tomuto s.s. soustavou rotujicich rovnobéz-
nych sil. Podle kapitoly 5 ma kazda takova soustava osu, ktera pfi libovolném natoceni télesa
kapitoly 5 mtzeme soustavu 7, nahradit staticky ekvivalentni silou ﬁg jejiz nositelka je shodna
s jeji osou. Tihova sila je tedy staticky ekvivalentni ndhradou soustavy elementéarnich tihovych
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vvvvvvvv

statické ekvivalence silovych soustav 7, a mg viz obr. 6.23.

/gpdvzﬁg:ﬁVG:ﬁG ) /FxgpdV:M{io:J\Z/ﬁ:FTxﬁG (6.11)
Q Q

Vv

znacné urceny vztahy

[FgpdV
ﬁG:/dﬁG:/gpdV-e_;:FG-e_; a FT:Q N 6.12
Q Q Q
kde ’FT :$TZ+ yTj—F ZT];:.
Souradnice tézisté
JgpxdV [gpydV JgpzdV

S Teed T Tgpdv T Tgpdv
Q Q Q

Vv

Vlastnosti tézisté je mozno shrnout do téchto bodii:
1. Tézisté je bod télesa, kterym prochézi osa soustavy elementarnich tihovych sil pii libo-
volném natoceni télesa, viz. obr. 6.24.

2. Tihova sila je staticky ekvivalentni se soustavou elementarnich tihovych sil. Pii libovol-
ném natoceni télesa ma vzhledem k souradnicovému systému spojenému se Zemi stejnou

Vv

I

ktid ktid klid

Obr. 6.2/

Po analyze vlastnosti gravitacniho pole Zemé, materialii strojirenskych téles a vztaht

vvvvvvvv

usnadni:
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1. Vzhledem k nepodstatné proménnosti hodnoty g(z, vy, z) v oblasti Q je moZno gravitacni
pole povazovat za homogenni a uvazovat, ze g(x,y, z) = konst.

2. 7 hlediska integrace mohou nastat pripady, kdy geometrii oblasti 2 lze nebo nelze popsat
jedinou integrabilni funkei Q(x,y, z). V pfipadé moznosti a potieby lze oblast 2 rozdélit
na konecnou mnozinu n podoblasti €;, které lze popsat funkcemi ;(z,y, z), pro kterou
plati Q = US);. Pak

N ; [ FgpdV
FG:Z/gpde?s a FT:Z;QZ'— (6.14)
i=1¢) Yo [ gpdV
=10,
3. Z hlediska proménnosti p(z,y, z) lze téleso povazovat za materidlove:
a) homogenni p(x,y, z) = konst v oblasti (.
[Fdv  [FdV
Fo = dV-é;=gpV-é; rp="2 =2 6.15
Q Q;
b) po ¢astech homogenni p;(x,y, z) = konst v podoblastech €;.
n n Sopi [FAV Y pi [TV
Fomg Yoo [avea=gX pvia; -t oSS
=1 g i=1 Pi de pi Vi
=1 o i=1
(6.16)

¢) nehomogenni p(z,y, 2)

4. Jestlize po rozdéleni oblasti €2 po ¢astech homogenniho télesa na n homogennich podob-
lasti §2; zname polohu tézist 7, a hmotnost m; = p; V; jednotlivych podoblasti, pak polohu

Vv

n n

FTi Pi Vi Z FTi m; 1 n
FT = Z::ln = ZZln = — Z FTz . mZ (617)
> piVi Somi
i=1 i=1

5. Vyhodna volba typu soufadnicového systému s pfihlédnutim k charakteristické geometrii
télesa umozni snizit operacni slozitost feseni. Zpravidla volime
a) kartézsky s.s. (O,x,y,z) pro obecny tvar télesa kdy dV = dx dy dz
b) cylindricky s.s. (O,r,¢,z) pro osové symetricka télesa kdy dV = rdrdy dz
c) sféricky s.s. (O,r,p, 1) pro stiedové symetrické télesa kdy dV = r?dr dyp diy

6. Operacni slozitost TeSeni lze vyznamneé snizit zavedenim vypoctovych modeli geometrie
téles z hlediska jejich rozmérovosti

a) pokud jsou vSechny tfi rozméry télesa Ffadové stejné je tfeba pouzit 3D model geo-
metrie a integraci provadét pres prostorovou oblast €2, viz obr. 6.25
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b) v pfipadé tenkosténnych téles, kdy jeden roz-
mér (obecné proménnd tloustka télesa t(.9))
je podstatné mensi neZ ostatni dva (rozméry
stfednicové plochy), je vhodné pouzit 2D mo-
del geometrie kdy dV = t(5)dS a integrace
je provadéna pres plosnou oblast I' stfedni-
cové plochy, viz obr. 6.26

h=£(s) c) pokud je jeden z rozméru té€lesa podstatné
vétsi nez ostatni dva (prutova télesa defino-
vana stfednici v délky [ a pfi¢nym prifezem
U 0 obecné proménné plose S(1)), jehoz roz-
—-— méry jsou vyznamné mensi nez délka stied-
x nice) je vhodné pouzit 1D model geometrie
kdy dV = S(l)dl a integrace je provadéna
podél kiivky 7 (stfednice prutu), viz obr.

6.27

T 7. Jestlize m4& homogenni téleso bod, osu nebo

S—— kem os soustavy elementarnich tihovych sil pro
dvé polohy télesa. Tato skutecnost nam umozni

dvou méteni, na rozdil od hledani strategii po-
kus — omyl.
Obr. 6.27:

v

6.6.2 Metody urcovani polohy tézisté

Vv

Vv
Vv

Vv

byla integraci jiz urcena a proto se jedna o procvic¢eni nebo ovéreni znalosti feseni urcitého
integralu — viz fesené tulohy v zavéru kapitoly.
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vvvvvv

plochou nebo kiivkou nebo hranice oblasti neni vyjadfena v analytickém tvaru, ale pouze
v diskrétnich bodech, mtze byt vhodné pouziti numerickych integracnich metod, které
v soucasné dobé patii k zakladnimu softwarovému vybaveni osobniho pocitace.

3. Rozdélenim télesa na jednoduché podoblasti, jejichz tézisté i hmotnosti byly urceny analy-

Vv

vlastnosti integralu spocivajicich v tom, Ze integral souctu (rozdilu) je roven souctu (roz-
dilu) integralt — viz Fesené ulohy v zavéru kapitoly. K tomuto zptisobu patii i postup, kdy

vvvvvv

Vv

y
,/hzkonsf
P
IS DY g -éﬁ
,
- 2
X1
X2
X3

Obr. 6.28:

vvvvvvvv

lohy dvou riznobéznych os tak, jak to bylo popsano na zacatku této kapitoly. V disledku
obtizi souvisejicich s realizaci zavésu a urceni polohy osy v télese se tohoto zptisobu pou-

Vv

Mizeme-li téleso vhodné podeprit a zmérit sily
pusobici v podporach (obr. 6.29), pak na zakladé
feSeni statické rovnovahy vazaného télesa, kterou
se budeme zabyvat v nasledujici kapitole, lze ur-
stupu v pootocené poloze ur¢ime zbyvajici sourad-
nici.

6.6.3 ReSené ulohy

Obr. 6.29:

Vv

geometrie je predveden pfi feseni nasledujicich praktickych tloh.
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Strednice homogenniho tenkého dratu konstantniho primeéru d je vy

YV

je-li dan polomér zakiiveni stfednice R a stfedovy thel 2a.

x=R cosp; ds= R dy

fx dS R2 f COSSO dgp . Obr 6.50:
o sin « .
op = 2 = ~ =R s yr = zr =0 (symetrie)
[ ds R[d a
v o ¥
Urcete polohu tézisté homogenniho tenkého dratu konstantniho primeéru d, jehoz stfednice

ma tvar ptlkruznice. Pro feseni vyuzijte Pappus-Guldinovu vétu, vysledek zkontrolujte pomoci
vztahu odvozeného v .

Rotaci pilkruznice kolem osy y vznikne plast koule. Podle prvni Pappus-Guldinovy véty
je plocha plasté rotaéné symetrické plochy (zde koule) déana sou¢inem délky tvorici kiivky (zde

Vv

Vv

dan polomér r a stredovy thel 2.

x=p cosy; dS = pdpde; yr = zr =0 (symetrie)

a R
[z dS [ [p*dp cose dp
r

—a 0 2 _sina
:CT = = —_ -
[dS a It 3
r I [ pdpde
w0 Obr. 6.31:
Homogenni deska konstantni tloustky ¢ ma tvar kruhové tsece. Urcéete polohu tézisté ve

stfednicové roviné desky, je-li dan polomér r a stfedovy thel 2. Pii feSeni vyuzijte vysledek
feseni tlohy | T3].

Kruhovou tise¢ obdrzime oddélenim trojuhelniku od kruhové vysece. Souradnice jejiho

Vv

sin® o

2
zr - S; : .
i; 7Y 2RSa . g R4 2R cosa- (—R? sina cosa)

2
T = = . =3
2 a R?2 — R?2sina cosa 3

o —sina Cos o
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Urcete polohu tézisté pulkruhové homogenni desky konstantni tloustky ¢. Pro feSeni vyu-
zijte Pappus-Guldinovu vétu, vysledek zkontrolujte pomoci vztahu odvozeného v .

Rotaci pilkruhu kolem osy y vznikne koule. Podle druhé Pappus-Guldinovy véty je objem

rotacné symetrického télesa (zde koule) dan soucinem obsahu tvorici plochy (zde pulkruhu) a
délky drahy, kterou pii rotaci opise jeji tézisté. Pak ze vztahu V = 27wz - “TRz = %WR3 lze urcit

polohu tézisté pulkruhu zp = ‘é—f.

Urcete polohu tézisté soucasti zndzornéné na obrazku
obr. 6.32, ktera je zhotovena z homogenniho tenkého dratu
konstantniho primeéru d.

5
"
STl -
=TS T T 16+2n
>l
=1
5 5
l; l;
7;IZJT, 13 Z:ZI 2T, 9
= = N zr = =
yr 5 16+2r > 7 5 S+

Stfednicova plocha homogenni desky konstantni tloustky VY
t, znazornéné na obrazku obr. 6.33 ma tvar parabolického

Vv

y=kx’, 2
iﬂ X
X dx
a
ay ay Obr. 6.33:
fzdS [ [dyzdx JydS [ [ydydx
iUTZF _ 00 :§a' yT:F _ 00 :ib' =0
ds @y 47 dS - 10 '
LS F iy ar 195 f fayae
00 00
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Stfednicova plocha homogenni desky konstantni tloustky VY
t je znadzornéna na obrazku obr. 6.34. Pii kontrole vyuzijte vy-
sledek feseni predchozi tlohy. ©)
y=kx
@
a b a b
[ [dyxdx ; [ [ydydx a X
Q;T_anb :§a, yTzoayb :—b, zr=20 Obr. 6.3
[ [ dydx [ [ dydx
0y 0y
2 2
xTy - S’L a a yr, Sz a
BT SRR TS 1Y G DR DO > B TUVIE VL
g ab— 4t g T ab— %t 5

Urcete polohu tézisté tenké homogenni desky kon-
stantni tloustky ¢, zndzornéné na obrazku obr. 6.35.

4
_;xTi-Si V27
4 ‘ _67T(f—2— )+3( 1)

©®-0) 0o

Obr. 6.35:

O]

=

0| Urcete polohu téZisté tenké homogenni skofepiny konstantni y
tloustky ¢, znédzornéné na obrazku obr. 6.36. Stfednicova plocha dy4 Z %t"' =D V
skofepiny méa tvar kulového vrchliku, uréeného polomérem R a X v
@thlem a. I/ SR
l X
Obr. 6.36
y=Rcosy; p=Rsing; ds= Rdyp; dS = 2r pds = 2nR*sin p dyp
J 2w R?sin ¢ cos p dyp . 5
0 sin® v
yr=""4 :2(1—cosa)R; tr=zr=0
[ 2nR?singdy
0

Pro a = 7/2 (plast polokoule) je yr = &
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Urcete polohu tézisté tenké homogenni skotfepiny konstantni y
tloustky t, jejiz stfednicové plocha mé tvar poloviny plasté kuzele, . R
charakterizovaného polomérem r a vyskou [ (obr. 6.37).
P X — dx *
R IR R Obr. 6.37:
! l
JzdsS  [Ha*dx 5 JydS [Ea2zds AR
JUT_F =2 =l yT_F =2 = 5= zr =0
ds ! 3 ds / 3r’
1[ f % rdx ! f % rdx
0 0
Urcete polohu tézisté tenké homogenni skorepiny konstantni

tloustky t, jejiz stiednicova plocha mé tvar poloviny plasté ko-
molého jehlanu, charakterizovaného rozméry a, b, l; a ly (obr.
6.38).

Obr. 6.38:
a b b? YT.d a+2b
x — 7 7bz:_ ) = T a7 e =" 7dSz: e+ 2b;) do = d
a4y =~ G Yra = o U, i (az + 2b,) dx g rdz
d d
a+2b .2 b2 a+2b .2
Cf g rodr OB B Cfd(a+2b) g - dr 9 b2 B 3
d 3d?—c? d 3d(a+2b) d?—c?
feod feadr 2
Urcete polohu tézisté tenkého homogenniho télesa kon- y
stantni tloustky ¢, zndzornéného na obrazku obr. 6.39. R
€)
R
@ R
R 0
Dit S
z 1 X

Obr. 6.39:
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4
> Si
=1

ROR R ZF 4R (<) £3R- gy g,
R? + mE — mE 4 R? T 36+37

4
Lun S LRy (R+48)-7E 4 R (—22) 0. B2 20437

Yr= "1 T QR? + T2 _ 1 | o 36437

4
S 0'2R2+0'”TR2+0'<_”TR2>+§'RQ 1
T Ty - TR _ 7R? -
ZSi 2R2+T—T+R2 36+ 37
i=1
Urcete polohu tézisté homogenniho télesa tvaru poloviny

kuzele o vysce [ a poloméru r, znazornéného na obrazku obr.
6.40.

4 R 4r, x T T
s 2D qV =92 de == —2%d
Yyr,s, 3 YT,S, 37 1 27”33 T 5 2 T ax;
I !
S{de bf’yf; 3 dx 5 g{yT,SI av bf%%’;lf; 3 dx R
dV ! 4 dv ! T
5{ J 7;?22 22 dx g{ J ”2?22 22 dx

Vv

na obrazku obr. 6.41 a charakterizovanych polomérem R a thlem a.

d »
h=R-yo; p° =R —y"; 7 ED/AN
dV:Wp2dy:7r(R2—y2) dy; xr=z2r=20 Al y

Obr. 6.41:
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R
fﬂy(R2— )dy RT4+§(§_R2> i_,_cosa(%_l)
Useé: Yyr = = - 2 -3 cos? o R
f7r 2 _y2) dy 2R3+ (%O—RQ) s Heosa (52 —1)
Pro o = 7/2 (polokoule) je yr = 2 R.
Visets = 3(1-25%) R = (R~ 4),
Urcete polohu tézisté osoveé symetrického homogenniho y ;
slozeného télesa, znazornéného na obrazku obr. 6.42. 4 =
4 I
R/2 h
> yr - Vi -1+ o
yr = =1 = 1—0 |

4
> Vi
i=1
27R?’h+ (—3R) - 27R3+ 2h - (—
2rR?h + 27R? —

SIS

ZR?h) + 4 (—7r?h)
I R2h — r2h

ZL‘T:ZTZO

7| Urcete polohu tézisté slozeného, po ¢astech homogen-
niho télesa, znazornéného na obrazku obr. 6.43.

Podobné jako v ptredchozich pripadech provedeme de-
kompozici télesa na jednotlivé zakladni podoblasti jejichz
objemy a polohy t&zist je mozno snadno uréit. Pro zvySeni
prehlednosti feSeni je vhodné pouzit zapisu do tabulky.
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Obr. 6.43:




6. STYK TELES

Podoblast 1

Pi Vi T, yr, 2,
1 pa | 1/4-R° 1/2- R 1/4-R | 1/4-R
2 pa | 1/16- R 2/3-R 7/12-R | 1/4-R
3 par | —7)72- R? 1/2-R 1/4-R | 1/4-R
4 Poc | BT/216 - R 1/2-R 1/4-R | 5/12-R
5 pau | m/16-R* | (1+4/37)-R| 4R/37 | 3/8-R
6 par | —1/32-R? 3/2-R 1/12-R | 3/8-R

Vv
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7 Vazané téleso s vazbami NNTN

7.1 Reseni statické rovnovahy vazaného télesa.

Na zakladé predchoziho vykladu je ziejmé, Zze pro vazana télesa mizeme z hlediska statické
rovnovahy Fesit tlohu o statickém FeSeni a navrh nebo tGpravu ulozeni zajistujici staticky urc¢ité
ulozeni télesa.

Vzhledem k zavaznosti téchto tloh pro dalsi studium a praxi rozebereme cely postup
podrobnéji s ndzornymi ukazkami a formulaci postupu z vypoctového hlediska, které je obecné;jsi
a v soucasné dobé pro feseni praktickych problémt vhodnéjsi nez feseni grafické.

Variantu tlohy o statickém Teseni s grafickym fesenim probereme v samostatné kapitole 10.
Postup feseni uvedenych tloh je konkretizaci obecného postupu feseni tiloh mechaniky téles a
znalosti z predchozich kapitol .

Uloha 1.

1. Zadani:
Na téleso T geometricky zadané tdaji na obr. 7.1a:

- pusobi soustava uplné zadanych silovych prvki (rozloZeného silového pusobeni, sil a silo-
vych dvojic) - sila F7, silovd dvojice uréend momentem M a tihova sila.

- téleso je vazano k zakladnimu télesu soustavou vazeb, pro které mitizeme pouzit model
styku NNTN.

- dale je zadana pozadovana funkce ulozeni télesa. UloZeni télesa ma byt staticky urcité.
Ukolem je:

a) Zkontrolovat zda poZadovand funkce ulozeni je splnéna. Ve statice je pozadovanou funkei
zpravidla staticka urcitost, je-li splnéna, pak je téleso ve statické rovnovaze.

b) V piipadé, Ze je téleso ve statické rovnovéze, pak urcit vysledné stykové sily nebo zadané
stykové funkce.

2. Rozbor tulohy:

a) Kontrola formalni spravnosti a tplnosti zadani - Zaddni je uplné a sprdvné.

b) Klasifikace prostorovosti tlohy nebo pfifazeného modelového objektu. - Ze zadangch hod-
not je zireyme, Ze ulohu miZeme Tesit jako rovinnou.

¢ Oznaceni téles. - Zdkladni téleso oznacujeme Z nebo v pripade, Ze predmétem resent je
soustava téles cislem 1. Téleso oznacujeme T, v pripadée soustav teles dalsimi cislicemi
2,8....

d) Vymezeni soustavy tplné zadanych silovych prvki. = = {ﬁ LM, {cﬁ?g}} = {ﬁ M, ﬁg}

e) Oznaceni a klasifikace vazeb. - Vazby oznacujeme velkymi pismeny A,B,C,D . ...
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Obr. 7.1:

3. Reseni tilohy:
a) Kinematicky rozbor - uréeni pohyblivosti

vazba A— omezuje posuv ve sméru osy y a otaceni kolem osy z
A-pkd —¢=2
vazba B— omezuje posuv ve sméru osy X

B-okd —¢=1

(=3-[2+1)-0] = [[=07=0]

Téleso je ulozeno nepohyblivé bez omezeni deformacnich parametrii.
Nepohyblivost je zajisténa stykovymi vazbami.

b) Uvolnéni télesa. Viz obr. 7.1b.

Vazba A - jednostranné posuvna k.d (viz odst. 6.3) Ve stykové
plose vazby A zvolime bod, ktery oznacime A.
Ve zvoleném bodé vyjadiime silové plisobeni ve styku
v souladu s odst. 7.3 ﬁA, MA.

Vazba B - obecna k.d - ve stykovém bodé vyjadiime silové pii-

sobeni silou Fp.

Vazby A B jsou podminéné funkéni. Zvolena orientace sil do télesa odpovida funkc-
nosti vazeb. (Pozor - $ipky neoznacuji smysl sil, ten dosud nezname, oznac¢uji pouze
predpokladany smysl. Smysl sil ur¢ime z podminek statické rovnovahy. Jestlize souta-
nice sily ur¢ena z podminky statické rovnovahy mé znaménko + resp. — pak sila méa
predpokladany resp. opac¢ny smysl.
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c) Staticky rozbor:

a)

f)

Volba soutadnicového systému. Souradnicovy systém zvolime libovolné,

ale z hlediska reseného problému vhodné.

Vymezeni soustavy netiplné zadanych silovych prvki 7z, mnoziny nezna-

mych nezavislych parametrii a jejich poctu.

m = {Fa. Py vesp. { o, ia, Fi)

Mnozinu neznamych nezavislych parametrii ozna¢ime NP.
NP ={F4, ,Ma,, Fp, }

Pocet NP je p =3, z toho up =2, upr = 1.

Klasifikace soustavy m, = m U mr a urceni poctu pouzitelnych podminek

statické rovnovahy.

T, = {Fl, M, Fg, Fa, My, FB} — silova soustava 7, je rovinnou silovou

soustavou, dalsi specifikace neni ziejma. Proto v souladu s diive uvedenym je po-

¢et pouzitelnych statickych podminek v zakladnim tvaru

v=3,(vr =2,vy =1).

Ovéfeni nutné podminky statické urcitosti.

Uloha je staticky urcité, jestlize NP miizeme urcit ze statickych pod-
minek, coz je splnéno jestlize:

Uvazime-li dale strukturu statickych rovnic a neznamych nezavislych
parametri je ziejmé, ze silové rovnice rovnovahy obsahuji pouze
soufadnice sil. Proto neznamé soutradnice momentti nebo polohovych

parametri muzeme urcit pouze z momentovych podminek, tedy:

’ o + 1233 S Vnm ‘
7 uvedené uvahy vyplyva tvar nutné podminky statické urcitosti tilohy:

[ =v A p + pas < v |
V pripadé zadané tlohy je p = 3,v = 3, upr = 1,v)y = 1 = nutna pod-

minka statické urcitosti je splnéna a ma smysl pokracovat ve statickém

FeSeni.

d) Sestaveni statickych rovnic

F,:Ficosa— Fp, sinf3 =0
F,: Fisina+ Fy, — Fp,cosf — Fg =0

M., : —Fp, cosﬁa—FGg~|—FAnd+MAn +M=0

e) Rozbor soustavy statickych rovnic

Jednd se o soustavu tii linearnich nehomogennich rovnic o tfech nezndmych. Tuto sou-
stavu zapiSeme v maticovém tvaru Ax = b, kde
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Fa, 0 —sinfg 0 —F} cosa
x=|Fp, | A= |1 —cosff 0| b= |Fs;— Fisina
Ma, d —acosf 1 Fog — M

Det A = sin3 = pro 3 # 0 soustava ma jednoznacné feSeni. Pti feSeni na pocitaci neur-
cujeme samostatné hodnotu determinantu. Kontrola piipadné singularity matice A je soucasti
algoritmu feseni soustavy linearnich rovnic.

f) ReSeni soustavy statickych rovnic.

Vstupni adaje: a,b,c,d,t, o, 3, F1, M, g
Vystupni adaje: Fiy, , F,, My,
Vystupni tdaje uréime bud s pouzitim malé vypocetni techniky (kalkulacka) nebo na
pocitaci.
4. Zhodnoceni vysledki feSeni:

1) Kontrola funkénosti vazeb:
Vazba A: Je-li Fy, > 0 - sila orientovana do télesa a x, = % €<0,¢c>

pak je vazba A funké¢ni.
Vazba B: Je funkeni je-li Fig, > 0 - sila je orientovana do télesa.
Vzhledem k tomu, Ze tlohu feSime obecné nemuzeme provést konkrétni

hodnoceni.
5. Formulace zavéru

Zadani bylo v plném rozsahu splnéno. Je-li 5 # 0 a stykové vazby funkéni je téleso podle
obrazku ulozeno staticky urcite.

Resend tloha mé charakter tlohy o statickém feseni, na rozdil od nasledujici tilohy, ktera
se tyka upravy ulozeni télesa z hlediska pozadované funkce.

Uloha II.
1. Zadani:

Na téleso T geometricky zadané tidaji na obr. 7.2a ptisobi soustava uplné zada-
nych silovych prvka 7 = {ﬁl, ./\71} UloZeni télesa mé byt nepohyblivé a staticky uréité.
Upravte stykové vazby tak, aby ulozeni télesa splnovalo pozadované funkce. Po tpravé
urcete vypoctovym zptusobem vysledné stykové sily.

£
o

| lano é
b b B
A )JZ A )JL
e L

L_m'

T

Obr. 7.2:
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Ukolem je:
a) Navrhnout ulozeni télesa pozadované funkce.

b) Pro navrzené ulozeni ur¢it vypoctovym zpusobem vysledné stykové sily.

Pro navrzené ulozeni, viz obr. 7.2b, provedeme statické feseni s tim, ze stale kontrolujeme
zda navrzené ulozeni spliuje pozadovanou funkci t.j. nepohyblivost a statickou urcitost fesené
ulohy. Pokud provadime tupravy ulozeni, pak je nutné provést nové statické teseni. Postup
statického Teseni pro navrzené ulozeni byl predmétem tulohy I, proto jej nebudeme opakovat.

Poznamky k vazanému télesu:

V poznamce uvedeme problémy, které se v tlohach I a II nevyskytuji a neni vhodné je
uvadét na zvlastni tloze nebo uvedené tlohy zbytééné komplikovat.

1. V uloze I se vyskytuje posuvna k.d, pro kterou jsme urcili vysledné silové piisobeni
F A, M 4, viz obr. 7.1b. Stykovym ttvarem vazby A v pfipadé rovinného modelu je tisecka.
Pro urceni rozloZeného silového ptisobeni ¢(x) mame dvé podminky statické ekvivalence.
Viz obr. 7.3.

C [

Fa= /qu My :/qxdx (7.1)
0 0

Z téchto podminek lze uréit jen dva neznamé parametry, proto stykova funkce q(x) na
urovni statiky mtize obsahovat jen dva parametry. Dva parametry obsahuje linearni za-
vislost ¢ = ax + b. Po dosazeni do vztahu (7.1) obdrzime dvé rovnice pro dvé neznamé.

c c
2 3 2

FA:/(ax+b)dx:a%+bc MA:/(a:B+b)-x-dx:a%+b% (7.2)
0 0

Po urceni a,b dostavéme g = 5 (224 — Fy) o + 2 (2F, — 224)

2. Obsah mnoziny NP, tvori ty parametry silového piisobeni, které po uvolnéni télesa ne-
zname. Pokud pro silu zname pouze jeji existenci pak NP = {z,y, F,, F,, F.}
nebo {y, z, Fy, F,, .} piipadné {z, z, F,, F},, F.,}, coz je dusledkem véty o posouvani sily
po jeji nositelce. Ze statického hlediska nelze urcit polohu sily, ale pouze jeji nositelku,
proto jednu polohovou soutfadnici miizeme zvolit.

Z predchoziho vykladu a tloh je zfejmé, Ze k feSeni statické rovnovahy vazaného télesa je nutné
ziskat nazor na silové ptisobeni a zkusenosti s fesenim statické rovnovahy.
Detailné vypracované tlohy na statické feseni jsou v [2] tlohy Te[l] - Te[17].

. b)
a) % -
z %) ;
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8 Soustavy téles s vazbami typu NNTN.

8.1 Charakteristiky soustav téles.

V souladu s vykladem obsahu pojmu soustava v odst. 2.1 , budeme za soustavu téles povazovat
usporadani téles vzajemné vazanych vazbami tak, Ze télesa se z mechanického hlediska ovliviuji
a tvori celek.

To znamena, ze pohyb téles, jejich deformace a silové ptisobeni mezi télesy je disledkem
primarniho ptisobeni okoli na télesa soustavy nebo na ném zavisi.

V souladu s dfive uvedenym budeme za soustavu téles povazo-
vat soustavu realnych, realné vzajemné vazanych téles. Pro mys-
lenkové operace (avahy tykajici se tvorby a feSeni problému na
soustavach téles) budeme k soustavé téles pfifazovat abstraktni
utvary - systémy téles. Protoze nasim primarnim zajmem jsou
soustavy, budeme hovorit o soustavach i kdyz pracovat budeme
prevazné se systémy, které priradime k témto soustavam z hle-
diska feseného problému.

Na rozlisSovaci trovni statiky je zakladnim prvkem soustavy téles téleso. Je to nejjedno-
dussi prvek, ktery budeme ve statice uvazovat a také uvolnovat. Je samoziejmé, zZe se mizeme
zabyvat i prvky, které jsou ¢asti télesa. Ty vSsak budou predmétem naseho zajmu az v pruznosti
pevnosti. Proto pro predmét statika je zakladnim prvkem téleso.

Se soustavami téles se setkdvame vSude kolem sebe a jiz z bézného zivota a predchoziho
vzdélani vime, ze soustavy téles jsou nejriiznéjsiho charakteru. Lisi se poc¢tem, tvarem, podsta-
tou, funkci, ... téles, riznym charakterem vazeb i chovanim celé soustavy. Predmétem zajmu v
technice jsou soustavy s pozadovanym funkénim chvanim. Jsou to soustavy charakteru technic-
kyjch objektt - technické soustavy. Na pocatku studia strojniho inzenyrstvi neni mozné zabyvat
se detailné prehledem a klasifikaci riznych typt soustav. To je tfeba vytvaret postupné v sou-
ladu s celkovym rozvojem znalosti. Jiz ve statice musime klasifikovat a rozliSovat soustavy podle
hledisek, ktera odpovidaji Grovni a obsahu latky v predmétu statika. Soustavy téles budeme
rozliSovat:

1. Podle charakteru vazeb:

- soustava téles vazanych silovymi vazbami
- soustava téles vazanych stykovymi vazbami
- soustava téles - vazby jsou silové a stykem

Ve strojirenské praxi se dominantné vyskytuji soustavy téles.

2. Podle vztahu k zakladnimu télesu

Volnd soustava — vazby soustavy jako celku k zakladnimu télesu jsou na dané

rozliSovaci irovni nepodstatné nebo nerozlisitelné.

Vizand soustava — vazby soustavy jako celku k zakladnimu télesu z hlediska Feseného

problému jsou podstatné.
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Pro strojirenstvi jsou typické vazané soustavy téles, tedy soustavy vazané k zakladnimu
télesu, které je nepohyblivé, coz znamena, ze zadné silové plisobeni ostatnich téles nezmeéni
pohybovy stav zakladniho télesa - mechanicky klid.

3. Podle pohyblivosti.
Pohyblivost vyjadiuje omezeni pohybu soustavy stykovymi vazbami. T€lesa soustavy se mohou
vzhledem k zakladnimu télesu rtiznym zptsobem pohybovat. Struktura pohybu jednotlivych
téles soustavy tvori jeji pohyblivost. U soustav téles je tfeba rozliSovat. Vnéjsi pohyblivost - po-
hyblivost soustavy jako celku vzhledem k zdkladnimu télesu. Vnitrni pohyblivost - pohyblivost
jednotlivych téles soustavy vzhledem k ostatnim télestim soustavy.

Pohyblivost soustavy méa proto vzdy dveé stranky, vnéjsi a vnitini, coz vytvari slozitou struk-
turu pohyblivosti soustav téles. Ve statice se omezime na rozliSovani dvou zakladnich typu
soustav podle pohyblivosti. Jsou to:

Soustava nepohyblivd - soustava, ktera je jako celek vzhledem k zakladnimu télesu v klidu a
také kazdé téleso soustavy je v klidu. Nepohybliva soustava je soustava téles, ktera je
vnitiné i vnéjskové nepohybliva.

’ Soustava a vSechna télesa v klidu = soustava nepohybliva ‘

’ Soustava je v klidu <= Soustava jako celek a vSechna télesa jsou v klidu. ‘

Mechanismus - soustava, ktera je jako celek vazana k zakladnimu télesu nepohyblivé, ale télesa
soustavy jsou vzajemné ulozena pohyblivé. Mechanismus obsahuje ¢leny, jejichz pohyb je
urceny, cleny jejichz pohyb je urcity a cleny, které zprostiedkovavaji pohyb mezi cleny s
uréenym a pozadovanym pohybem. Cleny s uréenym pohybem nazyvame hnaci a ¢leny
s pozadovanym pohybem hnané.

4. Podle konfigurace téles
Zakladni typy seskupeni soustav z bindrnich ¢lentt (télesa vazana pouze dvéma vazbami) jsou
tyto:

Otevrend soustava - soustava skladajici se z binarnich ¢lenti, pficemz pouze jeden ¢len je vazan
k zakladnimu télesu. Viz obr. 8.2a

Vné uzavrend soustava - soustava sklddajici se z binarnich ¢lend, pficemz dvé télesa jsou va-
zand se zakladnim télesem. Viz obr. 8.2b

Vnitrné uzavrend soustava - soustava sklddajici se z binarnich ¢lenti, pficemz zadny c¢len neni
vazan k zakladnimu télesu a soustava tvofi uzavieny obrazec. Viz obr. 8.2c.

Ostatni soustavy jsou kombinaci uvedenych soustav s tim, zZe néktré ¢leny jsou ternarni nebo
vicenasobné. Viz odst. 8.2.
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Obr. 8.2:

5. Podle statické rovnovahy.
Toto hledisko je ve statice zasadni. V odst. 7.1 jsme objasnili pojem statickd rovnovaha jednoho
télesa vazaného k zakladnimu télesu, jak z hlediska silového, tak pohybového. Z pohybového
hlediska vyrok ”téleso je ve statické rovnovaze ” znamend, ze téleso je v mechanickém klidu,
tedy stykové vyslednice nejsou ovlivnény zménami polohy télesa.

U soustav téles musime rozlisovat pohyb a stykové vyslednice

unéjsi - pohyb soustavy jako celku vzhledem k zakladnimu télesu.
- stykové vyslednice po uvolnéni soustavy od zakladniho télesa
vnitrni - vzajemny pohyb téles

- stykové vyslednice mezi télesy

U soustav téles rozliSujeme statickou rovnovahu:

unéjsi - soustava jako celek je ve statické rovnovaze, jednotliva télesa ve statické rovnovaze byt
nemusi.

vnitrng - jednotliva télesa jsou ve statické rovnovaze

podminénou - soustava jako celek i vSechna télesa jsou ve statické rovnovaze.

Je-1i soustava v podminéné statické rovnovaze, pak plati nasledujici relace.

Soustava téles je v podminéné statické <= Vsechna télesa soustavy jsou ve statické
rovnovaze rovnovaze

Soustava téles je v podminéné statické <= Soustava téles je ve statické rovnovaze
rovnovaze vnéjsi 1 vnitini

Nepodminéna statickda rovnovdha - vnéjsi i vnitini statickd rovnovaha jsou na sobé nezavislé.

Rizend statickd rovnovdha - vnitini a vnéjsi statickd rovnovaha soustavy jsou na sobé zavislé,
pricemz jedna je ridici a druhé rizena.

O uvedenych typech statické rovnovahy soustav téles je tfeba mit zcela jasnou predstavu, kterou
popiSeme na chovani automobilu, jehoz vlastnosti z hlediska popisu typu statické rovnovahy
vsichni z kazdodenni praxe zname. Predstavme si nasledujici situace.
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a) Automobil stoji se zafazenym rychlostnim stupném a nepohybuje se = motor je v klidu,
zadna cast motoru se nepohybuje = nepohybuje-li se auto, nepohybuji se ¢asti motoru
a opacné, nepohybuji-li se ¢asti motoru, nepohybuje se automobil = soustava i jeji ¢asti
jsou v podminéné statické rovnovaze.

b) Automobil se zafazenym rychlostnim stupném, rozepnutou spojkou a motorem v chodu.
Pohyblivé ¢asti motoru nejsou ve statické rovnovaze, ale na tidicovi zavisi, zda automobil
jako celek bude vzhledem k zdkladnimu télesu ve statické rovnovaze - Fizena staticka
rovnovaha.

¢) Automobil s vyfazenym rychlostnim stupném (jind soustava), ktery je jako celek v klidu,
ale jednotlivé ¢asti motoru se pohybuji. Soustava je ve vnéjsi statické rovnovaze, ale
podminky vnitini statické rovnovahy nejsou splnény, pficemz vnéjsi a vnitini staticka
rovnovaha soustavy jsou nepodminéné.

Jak vyplyva z uvedeného prikladu u technickych soustav se mizeme setkat se vsemi
typy statické rovnovahy. V pripadé€ nepodminéné statické rovnovahy je nutné vysetfovat vnéjsi
a vnitini statickou rovnovédhu samostatné. U Tizenych soustav je nutné urcit stavy, ve kte-
rych nastava bud podminéna nebo nepodminénd statickd rovnovéaha. Samostatnym pfipadem
je rovnovaha zivych organismii, tou se vsak v mechanice téles strojniho zaméfeni nezabyvame.

Ve statice se u soustav téles zamétrime na nejjednodussi typ statické rovnovahy a tou je
podminéna staticka rovnovaha. V podminéné statické rovnovaze jsou vsechny nepohyblivé
soustavy, protoze pro nepohyblivou soustavu plati relace:

Nepohybliva soustava <= soustava jako celek a kazdé téleso soustavy jsou v klidu.

Déle zavedeme nasledujici amluvu:

Pokud nebude feceno jinak, budeme pod nazvem statickd rovnovaha soustavy téles
rozumeét podminénou statickou rovnovahu.

Pro podminénou statickou rovnovahu soustavy téles plati:

Soustava téles je v podminéné statické rovnovaze tehdy a jen tehdy,
je-li kazdé téleso soustavy ve statické rovnovaze.

Ve statice budeme témétr vyhradné rozliSovat jen:

a) Soustavy téles ve statické rovnovaze t.j. podminéné.

b) Nerovnovazné soustavy téles - t.j. soustavy, u kterych neni ve statické rovnovaze alespon
jedno téleso nebo soustava jako celek, pripadné oboji.

Jiz u jednoho télesa jsme ukazali, Ze uloZzeni miize byt normalni nebo vyjimkové, podle posloup-
nosti omezovani slozek pohybu télesa jako celku a deformac¢nich parametrii stykovymi vazbami.
Totéz plati i pro soustavy téles, proto budeme rozliSovat:

Normalni soustavy téles - stykové vazby nejprve omezuji slozky pohybu jako celku a pak de-
formacni parametry.
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Vyjimkove soustavy teles - u vyjimkovych soustav dochazi k omezovani deformacnich parame-
tra drive, nez byly omezeny slozky pohybu jako celku.

Soustavy téles 1ze rozliSovat podle celé fady dalsich hledisek, ktera budou vymezo-
vana v dalsich predmétech.

8.2 Pojmy vztahujici se k soustavam téles.

V tomto odstavci uvedeme v prehledu pojmy, které budeme pouzivat ve statickém teseni soustav
téles.

Clen soustavy - téleso nebo vice téles vzajemné nepohyblivé spojenych, které maji charakter
télesa.

Bindrni c¢len - téleso vazané k okolnim télesim dvéma vazbami. Viz obr. 8.3a
Terndrni clen - téleso vazana k okolnim télestim tfemi vazbami. Viz obr. 8.3b

Vicendsobny clen - téleso, které je k okolnim télesiim vazano vétsim poctem vazeb nez tiemi.

Viz obr. 8.3c

Degenerovany clen - spojovaci téleso u vicenasobné rotacni nebo sférické vazby

Hnaci clen - ¢len mechanismu, jehoz pohyb je fidici
Hnany clen - ¢len mechanismu, jehoz pohyb je fizeny

Zakladni prvek soustavy - téleso

Prvek soustavy - téleso nebo libovolné podsoustava, ktera mé charakter télesa.

Vnitini vazba - vazba mezi télesy, z nichz zadné neni zakladnim télesem. Obr. 8.3e
Vnéjsi vazba - vazba mezi télesy, pricemz jedno téleso je zakladnim télesem. Obr. 8.3e

Vicenasobnd vazba - Realizace rotacni resp. sférické vazby vyzaduje, aby v mistech styku télesa
tvorila valcovou resp. kulovou plochu, pficemz z kinematického a silového hlediska je
podstatny stied této plochy. Viz obr. 86. To umoznuje styk vice nez dvou téles jednou
vazbou, zdvojeni, ztrojeni ... znasobeni rotacni resp. sférické vazby. Vicenasobna vazba
muze byt realizovana podle obr. 86a, ale také pomoci zvlasniho valcového resp. kulového
télesa, jehoz funkci je realizace spojeni téles. Takové téleso nazyvame sty¢nikovym télesem
nebo degenerovany ¢len. Pozor pfi urc¢ovani pohyblivosti a uvoliovani degenerovany ¢len
zpusobuje studenttim velké potize. Viz obr. 8.3b.

Pocet stupni volnosti  soustavy téles - pocet vSech nezavislych slozek pohybi télesa jako celku,
které mohou vykonavat jednotliva télesa soustavy. Je mirou pohyblivosti soustavy téles.

Zatizeny clen - téleso, které je v silové interakci s okolim soustavy. Viz obr. 8.3d

NezatiZeny clen - téleso, které neni v silové interakci s okolim soustavy.

Staticky nefunkcni clen - téleso, jehoz odstranénim se nezméni ani pohyblivost vyjadiena po-
¢tem stupnu volnosti, ani stykové vyslednice mezi télesy.
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UloZent soustavy teles - soustava vazeb stykem, kterymi je soustava téles vazana k zakladnimu
télesu.

Staticky urcita soustava téles - soustava téles, u které neznamé parametry stykovych vyslednic
mezi télesy mizeme urcit z podminek statické rovnovahy.

Staticky neurcitd soustava téles - soustava téles, u které neznamé nezavislé parametry styko-
vych vyslednic nemiizeme urcit jen z podminek statické rovnovahy.

Vyjimkovd soustava téles - pohybliva soustava téles s omezenymi deformacnimi parametry.

’ / /
— vicena sobny
bindrni_Clen ° terndrni &.o Clen
Z
a) b) Z c)

Vm'fr‘}n' yazba
< _¥F

2

v.v/ bd e)
~— Vne/Sl raqz

Obr. 8.3:

8.3  Statické reseni soustav téles vazanych stykovymi vazbami typu
NNTN.

Obdobné jako u jednoho vazaného télesa miizeme tlohy o soustavach téles rozd€lit na analyzu
a syntézu, pricemz zakladni z hlediska tvorby technickych dél je tloha na syntézu, ktera v
pocateéni fazi obsahuje tviiréi praci. Reseni zpravidla vicezna¢éné tlohy na syntézu vyzaduje
dokonalé zvladnuti lohy na analyzu. V prvni fazi se zaméfime na feSeni podminéné statické
rovnovahy tplné zadané soustavy téles.

Reseni podminéné statické rovnovahy soustav téles je principialné stejné s feSenim sta-
tické rovnovahy jednoho vazaného télesa a obsahuje tyto zakladni kroky:
1) Urceni pohyblivosti soustavy téles
2) Uvolnéni téles soustavy
3) Kontrolu nutné podminky statické urcitosti
4) Sestaveni podminek statické rovnovahy a jejich FeSeni
5) Rozbor vysledki feseni

Drive nez uvedeme algoritmus feseni podminéné statické rovnovahy soustav téles, bu-
deme se zabyvat odliSnostmi jednotlivych krokt oproti feseni jednoho vazaného télesa.

ad 1) Urceni pohyblivosti slozitych nebo vyjimkovych soustav téles vyzaduje samostatné
kinematické Feseni, proto ve statice nelze analyzovat vyjimkové soustavy. Vyjimkovost
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soustavy téles lze pouze konstatovat na zakladé rozboru statickych rovnic. Pohyblivost
normalni soustavy bez degenerovanych téles ur¢ime ze vztahu

i=(n—1)i (Zg 77) (8.3)

kde: 1 — pocet stupnid volnosti soustavy
1n — pocet omezenych deformacnich parametrii
1, — pocet stupnu volnosti volného télesa
> & — pocet stupiit volnosti odebranych vazbami

(n —1) — pocet téles bez zékladniho télesa

Pokud soustava obsahuje degenerované ¢leny pak pohyblivost ur¢ime ze vztahu

i=(n—1)i (Zg n)—ké (8.4)

kde k — pocet degenerovanych clenii
0 =1 pro degen. ¢len s vicenasobnou rota¢ni vazbou

0 =3 pro degen. ¢len s vicenasobnou sférickou vazbou

Vélcové resp. kulové degenerované téleso ma vzdy 1 resp. 3 volnosti, které neovlivni

v ’ y
rotacnt Sferickow (T“A
— -
Wz % d:zgenef“omng %% degenerovanyl
w ¥,

C/en z Yz c/en

Obr. 8.4:

pohyblivost soustavy, proto je musime pfi urcovani stupnti volnosti soustavy odecist.

ad 2) Uvolnéni téles soustavy. Jestlize uvoliiujeme vazané téleso od zdkladniho télesa neu-
réujeme silové vyslednice pisobici na zakladni téleso. Uvoliiujeme-li dvé télesa soustavy
musime urcit vysledné silové ptisobeni na obé télesa, pricemz miizeme postupovat dvéma

zpusoby.
A
A -
)__@_— y A ’ -
- 4
x A2 ®
129
z Ay

Obr. 8.5:
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1. Oddélime t€lesa, silové plisobeni vyjadiime netplné urcenymi vyslednymi stykovymi
silami, pricemz smysl sil na obou télesech libovolné volime. Viz obr. 8.5. Princip akce a

reakce zajistime doplnénim podminek statické rovnovahy vztahy:
F? =—F3 aF% =—-F3.
x T Y Y

2. Uvolnovani s uvazovanim principu akce a reakce, viz obr. 8.6.

P
A A
o E;? y FAX -y
— 4(
X Ffzx ——@
7
Zz

Oddélime télesa, smysl vyslednych stykovych sil na prvnim télesa zvolime, na druhé téleso
v dtisledku principu akce a reakce pisobi sily s opa¢nym smyslem.

<

Uvolnovani vicenasobné rota¢ni vazby. Uvolnéni provedeme pro trojnasobnou rotac¢ni vazbu.
Vicenasobné rotac¢ni vazba miize byt realizovana dvojim zpiisobem, viz obr. 8.7.

Vazba odnima 6 stupnt volnosti Vazba odnima 8 stupnti volnosti
a neni realizovand degenerovanym a je realizovana degenerovanym

télesem télesem, proto o =1

- £ -
3
/-A'x f Ay A]‘f
degenero vany' - F2 2t
dlen /‘A-; A_)‘ - @
AR
IXE W=
= A F,
2 Y A
& Al Co| e
- - F
F.2 5 Ax
A £
Y Ay
X
Z b)

Obr. 8.7:
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Algoritmus FeSeni podminéné statické rovnovahy soustav téles popiseme na kon-
krétni uloze.

Zadani:

Soustava téles podle obrazku méa byt nepohybliva staticky urcita. Zkontrolujte podminky
zadani a v pfipadé, Ze jsou splnény, urcete vypoctovym zpiisobem vysledné stykové sily.
Viz obr. 8.8

Zamysleni:

V piipadé, 7e soustava je nepohybliva, je v podminéné statické rovnovaze. Uloha je zadana
abstraktné veli¢inami.

Rozbor zadani:

a)

Z hlediska tplnosti a spravnosti.
Soustava je zadana obecné. Geometrie soustavy, vazby a silové prvky F', M M jsou zadany
uplné a spravne.

Z hlediska prostorového uspotradani soustavy.
Uloha je zadana jako rovinna.

Volba oznaceni - viz obr. 8.8

Klasifikace clent

2 - binarni zatizeny c¢len

3 - binarni zatizeny clen

Soustava neobsahuje degenerovany c¢len

Klasifikace vazeb
A,C - rotacni k.d (r.kd) - & =2
B - posuvna k.d (p.k.d) - & = 2 Zadn4a vazba neni podminéné funkéni

Urceni pohyblivosti soustavy
Pocet ¢lentt soustavy n = 3, predpokladany pocet omezenych deformacnich parametri
n=0.

i=(n—1)i (Zg ) (3-1)3—(6-0)=0 (8.5)
1=0,7=0

Soustava je ulozena nepohyblivé bez omezeni deformacnich parametri = Soustava je po-
hybové v podminéné statické rovnovaze. Tento vyrok byl vysloven na zakladé kinematického
rozboru. Jestlize se v pribéhu feseni ukaze nepravdivym, je to zpisobeno tim, ze do rozboru
jsme nezahrnuli vSechny podstatné parametry.

Body d), e), f) tvori kinematicky rozbor.

Reseni:

b)

Uvolnéni jednotlivych ¢lenti soustavy. Cleny uvoliiujeme s respektovanim principu akce a
reakce.
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Obr. 8.9:

c) Staticky rozbor

[. Urceni soustavy tplné zadanych a netplné urcenych silovych prvki a mnoziny neznamych

nezavislych parametri .

W:{F;,M} 7T-R:{F_;A;F_;B7]\_4’B7F_;C}
NP = {FA%FA?J’ Fan MBn,FCCE,FCy}
pr =295, ppy =1 pn==06

IT. Urceni poc¢tu pouzitelnych podminek statické rovnovahy

Ty, Tyy — Tovinné obecné soustavy =

v, =3 V:Zl/i:fi; vp=4; vy =2
III. Ovéfeni nutné podminky statické urcitosti

p=V i+ e < Vp

6=62+0<4

Nutna podminka statické urcitosti
} = je splnéna, méa smysl pokracovat

ve statickém FeSeni

d) Sestaveni podminek statické rovnovahy:

Téleso 2
F,:Fa, — Fgpsin3+ Fcosy =0
F,: Fay— Fppcosy =0
M, s : —F cosvyb— Fsinybcotha — Mg, + Fp, sin fa — Fg, cos facotha =0

Téleso 3
F,:Fo,+ Fp,cos3=0
F,: Foy+ Fppsinf3 =0
M. : M + Mp,, + Fega + Feyacoth 5 =0
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Maticovy zapis soustavy rovnic

(10 —sin3 0 0 0 Fas —F cos 7y

01 —cosp 0 O 0 Fay Fsin~y

00 k£ —-10 0 Fpn| | F(bcosy + bsinycotha)
00 cosB 01 0 Mg, | 0

00 sing 0 0 1 Fe, 0

00 O 1 aacothf3| | Fey | i -M i

kde k = (asin§ — acos B coth «)
e) Reseni soustavy statickych rovnic
f) Rozbor fesent:
Je-li soustava zadana ciselnymi veli¢inami, pak je nutné provést rozbor vysledki feseni.

Z hlediska statiky je tiloha ukoncena, je-li nalezeno feseni neznamych nezavislych para-
metrl, coz lze provést v pripadech, kdy tloha je staticky urcita. Ostatni pfipady vyzaduji Sirsi
znalosti (kinematiky, dynamiky, numerické matematiky, pruznosti pevnosti a informatiky) a je
mozné je analyzovat az ve vyssich rocnicich studia.

Poznamka:

1) Uréujeme-li pohyblivost soustavy pomoci vztahu i = (n — 1)i, — (>_ & — 1), je nutné si
uvédomit, Ze tento vztah urcuje pohyblivost soustavy globalné. Jestlize soustava se sklada
z pohyblivé podsoustavy s jednim stupném volnosti a podsoustavy s jednim omezenym
deformac¢nim parametrem, pak vysledna pohyblivost soustavy urcéenad uvedenym vztahem
je i = 0,17 = 0. Chybu pozname rozborem soustavy statickych rovnic.

2) U soustavy téles je silové puisobeni piitazeno télesu a nelze je pfifadit jinému télesu.
Pisobi-li sila F' na téleso 2, nemtzeme ji posunout na téleso 3.

U zkousky ze statiky je u vypoctového TeSeni soustavy téles postacujici sestaveni statickych
rovnic, jejich hodnoceni z hlediska linearnosti a tvahy o moznych problémech pocitacového
feSeni v navaznosti na znalosti matematiky a programovani.

Konkrétni feSeni statické rovnovahy soustav téles je v [2] dlohy ST[1] - ST[10] a
v kapitole 9 z hlediska porovnani vypoctového a grafického feseni soustav téles.

8.4  Zvlastni pripady soustav téles

V tomto odstavci struéné uvedeme nékolik specidlnich pfipadi soustav téles ze statického hle-
diska. Jsou dany zvlastnosti soustavy statickych rovnic, zvlastnimi pozadavky na feseni nebo
zvlastnosti samotné soustavy téles.

1. Soustavy cCastecné staticky urcité.
Staticky neurcitou soustavu téles lze rozdélit na podsoustavu staticky neurcitou a podsou-
stavu staticky urcitou, coz se projevi tim, zZe soustavu statickych rovnic miizeme rozdélit
na dvé soustavy, pficemz jedna je feSitelna. Z mnoziny nezndmych nezavislych parametrt
muzeme urcit alespon nékteré prvky.
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Soustavu statickych rovnic lze rozdélit na diléi, samostatné resitelné podsou-
stavy. Rozdéleni miize byt vyhodné pii feSeni tloh na malé vypocetni technice, neni
vyhodné pfi feSeni na pocitacich.

Vlastni rovnice statické rovnovahy u mechanismaii.

Jestlize u mechanismt ve statické rovnovaze nas nezajimaji stykové sily, ale jen vztahy mezi
silovymi prvky ptisobicimi na hnané a hnaci téleso, je mozné ipravami statickych rovnic obdrzet
zavislost mezi uvedenymi veli¢inami. Tyto tpravy je mozné v rozumném amalytickém tvaru
provadét pouze pro jednoduché soustavy téles.

8.5

Prutové soustavy

Prutové soustavy, kterymi se budeme ve statice zabyvat, jsou nejjednodussi modelovou sou-
stavou prutovych a prihradovych konstrukci. Tuto nejjednodusi modelovou soustavu vymezime
souborem nésledujicich predpokladii:

1)

2)

Poznamka:

U prutovych soustav zvolime toto oznaceni:
Zakladni téleso 1

Pruty 2 3 ...

Vazby mezi télesy jsou u prostorovych tloh sférické kinematické dvojice a u rovinych tloh
rotacni kinematické dvojice, v obou pfipadech typu NNTN. Viz obr. 8.10.

Jednotliva télesa jsou bud pruty nebo stycnikova télesa.

Prutem ze statického hlediska rozumime modelové téleso, které je jednoznac¢né urceno
stfednici ~, kterd je spojnici tézist priénych prifezi. V prutovych soustavach se omezime
na pruty primé, t.j. takové, jejichz stiednici je pfimka. V dalsich predmétech mechaniky
téles prutové predpoklady rozsitime z hlediska dalsich mechanickych vlastnosti.
Sty¢nikové téleso spojuje dva a vice pruti, pricemz stiedy sférickych kinematickych dvojic
u prostorovych tloh a stfedy rotacnich kinematickjch dvojic u rovinnych tloh splyvaji.
Tento spole¢ny bod nazveme sty¢nikem. Viz obr. 8.10.

Okoli prutové soustavy ptisobi silami pouze na styc¢nikova télesa.

Ulozeni k zakladnimu télesu je realizovano stykem ve styc¢niku. U rovinych soustav rotacni
nebo obecnou kinematickou dvojici a u prostorovych soustav sférickou nebo obecnou
kinematickou dvojici.

Kazdy prut prutové soustavy je vazan prostiednictvim sty¢nikovych téles minimalné ke
dvéma jinym prutim tak, zZe pruty jsou nepohyblivé. Soustava prutt vytvari nepohyblivé
prutove teleso.

Sty¢nikova télesa (sty¢niky) budeme oznacovat A, B, C ... A, Obr. 8.10-
B, C - soucasné oznacuji vazbu realizovanou sty¢énikem
Uplné zadané silové prvky Fy, Fyy, ...
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Vnéjst stykové sily Fu, F, . ... Vngjsi stykové sily se vztahuji ke kinematickym dvojicim, kte-
rymi je prutové téleso vazano k zakladnimu télesu.

Soustavy téles podle obr. 8.11 ¢, d, e nejsou prutové soustavy, protoze u nich nejsou splnény
prutové predpoklady.

Obr. 8.11:

Vzhledem k tomu, Ze prut je ze statického hlediska reprezentovan stfednici a stycnikové
téleso sty¢nikem, znazornujeme prut tseckou a stycénikové téleso bodem.
Styc¢niky rozliSujeme - vnéjsi
- vnitini - zatizené

- nezatizené

Vnéjsim stycnikem je prutova soustava vazana k zakladnimu télesu. Viz obr. 8.11a sty¢niky A,

G.

Vnitrni nezatiZeny stycnik véaze pruty prutové soustavy. Viz obr. 8.11b stycniky B, C.

Vnatrni zatiZeny stycnik vaze pruty prutové soustavy a ptisobi v ném uplné urcena sila. Viz
obr. 8.11a sty¢niky D, E.

Statickou rovnovahou prutové soustavy budeme rozumét podminénou statickou rovnovahu,
t.z. prutova soustava je ve statické rovnovaze, je-li kazdé téleso a kazda podsoustava ve statické

rovnovaze.

Pfi uvolniovani prut budeme respektovat axiom o vzajemném piisobeni stejnym zpt-
sobem jako u soustav té€les, t.j. uvolnime-li kinematickou dvojici, pak orientaci stykové sily
pusobici na jedno téleso zvolime a orientace stykové silu piisobici na druhé téleso je na zakladeé
principu akce a reakce opacna.

Z uvolnéni téles prutové soustavy, ktera je ve statické rovnovaze a prutovych predpo-
kladd vyplyvaji tyto dtsledky:
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Obr. 8.12:

- z uvolnéni prutu a podminek statické rovnovahy vyplyva:

Podminka prutu 2

F,: —F4,+Fp, =0
Fy: —FAy+FBy:0 -
MzA FBy'lQZO

FAx:FBx:F2
Fp, = Fay =0

- Prut prenasi pouze silu v ose prutu, kterd predstavuje jeden neznamy silovy para-
metr. Viz obr. 8.12c. F5,, - soufadnice sily ve sméru osy prutu. Obé stykové sily smétuji
bud do prutu nebo z prutu. Sily pFendSené pruty nazveme prutovymi silami.

- Zavedeme orientaci prutové sily vic¢i prutu takto: Prutovou silu budeme oznacovat za
kladnou, je-li orientovana z prutového télesa.

- Vzhledem k tomu, Ze uvolnéni prutu je jednoduché, nebudeme uvolnéni pruti graficky
zobrazovat, ale budeme je provadét pouze v predstave.

- Z uvolnéni sty¢nikového télesa (které je ze statického hlediska reprezentovano sty¢nikem )
a podminky statické rovnovahy vyplyva:

- Soustava sil ptisobicich na sty¢nik je prostorovou resp. rovinnou soustavou sil se spole¢nym
plsobistém.

- U vnitinich sty¢niki zname z uvolnéni pruti nositelky prutovych sil piisobicich na styc¢nik
a vSechny parametry tplné zadaného zatizeni. Pti urcovani smyslu prutovych sil respek-
tujeme axiom o vzajemném ptisobeni.

- U vnéjsich sty¢énik znadme nositelky prutovych sil a ptsobisté (u sférické a rotacni ki-
nematické dvojice) resp. nositelku (u obecnych kinematickych dvojic) vnéjsich stykovych
sil.
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Z prutového predpokladu 5 vyplyva: Po uvolnéni prutové soustavy od zakladniho télesa obdr-
zime uvolnénou prutovou soustavu, kterou nazveme prutové téleso. Prvky prutového télesa se
viici sobé nepohybuji, prutova soustava tvori nepohyblivé prutoveé téleso.

U prutovych soustav rozliSujeme vnéjsi, vnitini a celkovou statickou urdéitost.

Vnéjsi statickda wurcitost prutovych soustav se vztahuje k urceni vnéjsich neznamych stykovych
sil uvolnéného prutového télesa z pouzitelnych podminek statické rovnovahy.

Nutnou podminku vnéjsi statické urcitosti miizeme vyjadiit vztahem

kde p14 - je pocet neznamych parametr vnéjsich stykovych sil
v - je pocet pouzitelnych statickych podminek rovnovahy, ktery
urcime z charakteru soustavy m, = m U mp - sil ptsobicich
na uvolnéné prutové téleso, pricemz 7 - je soustava tplné
zadanych silovych prvki a mg - je soustavou netuplné
urcenych vnéjsich stykovych sil.

Vnitrni staticka urcitost se vztahuje k urceni sil v prutech. Uvolnime-li vSechna télesa pru-
tové soustavy, pficemz pruty uvolnime podle obr. 91c, pak podminky statické rovnovahy
pro pruty jsou identicky splnéné a pouzitelné statické podminky urcujeme z charakteru
soustav sil ptisobicich na sty¢nikova télesa. U prostorové resp. rovinné prutové soustavy
pusobi na uvolnéné stycnikové téleso prostorova resp. rovinna soustava sil se spole¢nym
pusobistém. Jestlize napiseme pro vsechna sty¢nikova télesa pouzitelné podminky statické
rovnovahy, pak z téchto podminek vhodnymi algebraickymi tipravami obdrzime podminky
statické rovnovahy prutového télesa, t.z. ze podminky statické rovnovahy prutového te-
lesa jsou linearné zavislé se soustavou podminek statické rovnovahy styc¢nikii. Proto pocet
vsech pouzitelnych podminek statické rovnovahy pro prostorovou resp. rovinnou prutovou
soustavu je 3k resp. 2k a podminka vnitini statické urcitosti ma tvar:

3k - 6 = p | - pro prostorovou prutovou soustavu
2k -3 =p |- Dpro rovinou prutovou soustavu

kde je pocet styc¢niki
p — pocet pruti
3k — pocet pouzitelnych podminek statické rovnovahy
pro prostorovou prutovou soustavu.
2k — pocet pouzitelnych podminek statické rovnovahy
pro rovinnou prutovou soustavu.
3k — 6 — pocet pouzitelnych podminek statické rovnovahy
pro urceni sil v prutech u prostorové prutové soustavy.
2k — 3 — pocet pouzitelnych podminek statické

pro urceni sil v prutech u rovinné prutové soustavy.
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Je-li 3k — 6 < p resp. 2k — 3 < p, pak prutova soustava obsahuje vice prutl a tim i vice nezna-
mych prutovych sil, nez jsme schopni ze statickych podminek urcit.
Stupen vnitini statické neurcitosti pak uréime ze vztahu:

\S:p—(3k—6)resp.s=p—(2k—3) \

Tvori-li pruty prutové soustavy trojuhelnikové obrazce, pak je prutova soustava vzdy
vnitiné staticky urcita.

Celkova staticka urcitost prutovych soustav se vztahuje k urceni vsech neznamgych ne-
zavislych parametri prutové soustavy z pouzitelnych podminek statické rovnovahy. Obecné
vyjadiend nutna podminka celkové statické urcitosti ma tvar . Z rozboru vnitini a
vnéjsi statické urcitosti je ziejmé, ze celkovou podminku statické urcitosti mtzeme vyjadiit ve
tvaru:

’ 3k=p+pa ‘ - pro prostorovou prutovou soustavu

’ 2k =p+ pa ‘ - pro rovinou prutovou soustavu

Postup feseni statické rovnovahy prutovych soustav. Prutové soustavy z hlediska tvorby
technickych dél maji historicky velky vyznam. Teorie prutovych soustav je podrobné propra-
covana a studenti v literatufe mohou nalézt fadu specifickych metod pro konkretni prutové
soustavy. Napf. v [3] str. 145 - 155. My se dale omezime pouze na dvé zakladni metody.

a) Obecna styénikovad metoda spocivd v uvolnéni vSech styénikli a sestaveni pouZitelnych
podminek statické rovnovahy, které vytvareji soustavu linearnich algebraickych rovnic,
kterou muzeme zapsat maticovou rovnici

Ax=b (8.6)

kde A— je matice soustavy, ktera popisuje prutovou soustavu geometricky
x— sloupcova matice neznamych parametri

b— sloupcova matice iplné zadanych silovych prvki.

V praxi soustavu algebraickych linearnich rovnic (9.3) fesime na pocita¢i. Software na
feSeni soustavy algebraickych lineadrnich rovnic dnes patii k vybaveni programovatelnych
kalkulacek. Proto dnes v praxi prevlada obecna sty¢nikova metoda. Po vyfeseni nezna-
mych parametrd musime provést rozbor vysledki feseni.

b) Postupna styénikovid metoda spociva v postupném uvoliiovani staticky urcité vazanych
sty¢nikil v dané fazi feseni. Poradi sty¢nikti pak neni libovolné , ale je dano podminkou,
ze na uvolnény stycnik piisobi kromé tplné urcenych silovych prvka netplné urcené silové
prvky pouze se 3 neznamymi parametry u prostorové resp.se 2 neznamymi parametry u
rovinné prutové soustavy. Neni-li v dané fazi feSeni u prutové soustavy staticky urcité
vazany stycnik, pak v feSeni mtizeme pokracovat, podari-li se ndm urcit néktery z nezna-
mych parametrii na zakladé uvolnéni podsoustavy. To se nam vzdy podafit nemusi a pak
je nejjednodussi pouzit obecnou styc¢nikovou metodu.
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9 Grafické reseni statickych uloh

9.1 Zakladni véty grafického reseni

Kromé vypoctového feseni 1ze nékteré jednodussi tlohy o statické rovnovaze a ekvivalenci fesit
efektivné graficky. V tomto odstavci uvedeme zakladni grafické metody. Algoritmus vypoctového
feSeni statickych tloh byl uveden v kapitole 7 o TeSeni statické rovnovahy véazaného télesa.
Postupy pfi vypoctové a grafické metodé feseni se odlisuji v krocich d - f. Pro grafické feseni
maji uvedené kroky tento obsah:

d) Grafické zobrazeni zadanych ¢iselnych veli¢in. Silové a geometrické veliciny jsou zadany
¢iselné. Tyto veli¢iny musime jednoznacné zobrazit grafickymi veli¢inami. Zobrazeni je
charakteristické méfitkem, jehoz rozmeér je odvozen z rozméru zobrazované veli¢iny.
Meéritka budeme zapisovat ve tvaru:

Imm = 5N ¢teme 1mm odpovidd 5N

Ilmm = 0.1lm ¢teme 1mm odpovida 0.1m

Grafickd konstrukee, u které nejsou uvedena métitka, neposkytuje kvantitativni idaje o
feSeném problému.

e) Nakresleni geometrického obrazce zadanych veli¢in v daném zobrazeni.

f) Realizace grafické konstrukce. Grafickd konstrukce se nejcastéji skldda z posloupnosti
téchto operaci: sestrojeni priiseciku dvou rtiznobézek, sestrojeni ptimky prochézejici dvémi
body, sestrojeni rovnobézky s danou primkou, sestrojeni piimky prochéazejici danym bo-
dem rovnobézné s danou primkou, konstrukce trojihelnika, sestrojeni bodu leziciho na
dané primce v dané vzdalenosti od urc¢eného bodu.

g) Zpétné zobrazeni grafickych veli¢in na veli¢iny ¢iselné.

Sestrojeni grafické konstrukce vyzaduje technické prostiedky, které dnes mizeme rozdeélit do
dvou skupin:

a) elementdrni - papir, tuzka, pravitko, kruzitko.

b) pocitacové - pocita¢ vybaveny grafickym softwarem a patfi¢nymi grafickymi periferiemi.

V soucasné dobé je dominantni vypoctové feseni, proto se grafickym fesenim budeme
zabyvat pfedevsim z pedagogického hlediska se zamérenim na ziskani nazorné predstavy, kte-
rou grafické feseni poskytuje lépe nez vypoctové. Graficky budeme fesit tlohy jednoduché,
nevyzadujici specialni grafické konstrukce, s omezenim na rovinné tlohy. Vzhledem k tomu, ze
technické prostiedky pocitacové interaktivni grafiky v soucasné dobé jsou ve vyuce nedostupné,
omezime se na ulohy fesené tuzkou, pravitkem a kruzitkem na papire. Grafické konstrukce, kte-
rymi se budeme zabyvat, jsou zalozeny na jednoduchych geometrickych konstrukcich a vétach
o dvou a o tfech silach a vété o superpozici.

Pri grafickych konstrukcich budeme pouzivat nasledujici pojmy:

- silovy obrazec - silovy n-tithelnik jako zobecnéni silového trojihelnika viz. obr. 9.1a
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- silovy obrazec s pomocnymi silami viz. obr. 9.1b

- nositelkovy obrazec viz. obr. 9.1¢c

Bl
G

Obr. 9.1:

9.1.1 Véta o superpozici

Nechf na vazané téleso pusobi tplné zadana silova
soustava m = {ﬁl, By, ..., ﬁn} a ulozeni télesa je ta-
kové, ze po uvolnéni stykovych vazeb, kdy na uvol-
néné téleso plisobi uplné zadana soustava m a sou-
stava netplné urcenych stykovych sil 7y, je splnéna
nutnd podminka statické urcitosti a soustava sta-
tickych rovnic je linearni. Pak soustavu statickych
rovnic mizeme zapsat v maticovém tvaru rovnici:

Obr. 9.2:

Ax=Db

kde x — je sloupcovd matice nezndmych parametri (NP)
A — je matice soustavy rovnic, ktera z geometrického hlediska charakterizuje
ulozeni télesa
b — je sloupcova matice obsahujici soucty souradnic uplné zadané soustavy ,
tedy b =b; + by +--- 4+ b,, kde b; je sloupcovy vektor soutadnic

i-té Gplné zadané sily F;.

Na zakladé znalosti z linearni algebry mizeme formulovat vétu o superpozici:

Pokud je matice A regularni pak existuje feseni soustavy rovnic a plati:
x=>%=>A"1b;=A1(b;+by+ -+ b,), kde x; = A1 b; je vektor stykovych sil

zpusobeny i-tym uplné zadanym silovym prvkem.
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Protoze véta o superpozici se vyuziva predevsim pfi grafickém feseni, uvedeme jeji
slovni formulaci pro grafické feseni:

Pisobi-li na uvolnéné téleso soustava uplné zadanych silovych prvki m = {ﬁ L ﬁn}
a soustava netplné urcenych stykovych sil 7z = {ﬁ A, F, B}, priCemz soustava statickych rovnic
je linedrni (neproménny styk), pak stykové sily soustavy mp uréime jako vyslednice dil¢ich
stykovych sil. Napf. Fy = > F 4, kde F 4, je diléi stykova sila ve vazbé A vyvolana i-tou silou
E, uplné zadané soustavy sil .

9.1.2 Véta o dvou silach

Formulace véty pro statickou ekvivalenci samostatného pusobeni dvou sil na téleso:

Samostatné pusobeni sily F5 na téleso je staticky ekvivalentni se samostatnym ptisobenim sily
F jestlize:

- sily ptisobi na stejné nositelce

- sily jsou stejné velké a stejné orientované (Fy = F))

Formulace v&ty pro statickou rovnovahu télesa pfi soucasném pusobeni dvou sil:

Téleso je pii soucasném ptisobeni dvou sil I} a F, ve statické rovnovaze jestlize:
- sily ptisobi na stejné nositelce

- sily jsou stejné velké, ale opacné orientované (F; + Fy = 0)

Grafické interpretace véty o dvou sildch je vyjadfena silovym a nositelkovym obrazcem (obr.
9.3).

silovy obrazec

a) rovnovaha b) ekvivalence
. —
F FL A F2
nositelkovy obrazec _.l:
_— T - -
nos Fy 2 nos Fy nos Fy & nos Fs

Obr. 9.5:
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9.1.3 Véta o tfech silach

Také véta o tfech silach ma dvé varianty. Prvni varianta se tyka nahrazeni dvou sil z hlediska
statické ekvivalence jedinou silou a druha varianta véty pojednava o rovnovaze uvolnéného
télesa na které ptisobi jako jediné silové prvky tii sily.

Formulace véty pro statickou ekvivalenci:
Ptisobeni dvou danych sil ﬁl, ﬁQ, urcenych {Aj, ﬁl} a {As, ﬁg} na téleso T je staticky

ekvivalentni s ptisobenim sily ﬁg, je-li splnéna podminka statické ekvivalence, kterou mizeme
vyjadrit ve tvaru:

ﬁ1+ﬁ2:ﬁ3 A F1Xﬁ1+F2Xﬁ2:F3Xﬁ3

nositelkovy obrazec silovy obrazec

Obr. 9.4:

Grafické interpretace pfedchoziho vztahu je ziejmé ze silového a nositelkového obrazce (obr.
9.4):

Samostatné puisobeni sily ﬁg na téleso je staticky ekvivalentni se spole¢nym ptsobenim sil ﬁl
a Fy jestlize:

- nositelky vsSech tii sil lezi v jedné roviné a protinaji se v jednom bodé

- silovy obrazec je uzavieny, ptricemz sily F; a F, jsou v ném orientovany v jednom smyslu
a sila F3 ve smyslu opacném

Formulace véty pro statickou rovnovahu télesa:

Ptisobi-li na uvolnéné téleso tii sily F, 1, Fya Fy jako jediné silové prvky (obr. 9.5), pak téleso T
bude ve statické rovnovaze, budou-li sily F}, Fy a Fj tvorit rovnovaznou soustavu, coz vyjadiime
statickou podminkou ve tvaru

ﬁl—Fﬁz—Fﬁg:G/\ 7?1><ﬁ1+772><ﬁ2+773><ﬁ3:6
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Grafickd interpretace predchoziho vztahu je ziejma ze
silového a nositelkového obrazce (obr. 9.5):

Téleso je pfi soucasném pusobeni tii sil Fy, Fy a F3 ve Obr. 9.5:
statické rovnovaze jestlize:

- nositelky vsSech tii sil lezi v jedné roviné a protinaji se v jednom bodé

- silovy obrazec je uzavieny, pricemz sily Fj, F5 a Fj jsou v ném orientovany v jednom
smyslu

9.2 Zakladni grafické konstrukce odvozené z vét
o dvou a o trech silach a véty o superpozici

Na zakladé véty o tfech silach mizeme z hlediska staticke ekvivalence nahradit dveé sily Fy a B
ptsobici na téleso jedinou staticky ekvwalentm silou Fg, jejiz nositelka prochéazi prisecikem

nositelek F; a Fy. Pokud sily F a F, jsou rovnobézné je prusecikem jejich nositelek ubézny
bod (obr. 9.6).

staticky

. staticky
ekvivalaning

ekwivalentni

Obr. 9.6:

Polohu nositelky sily Fy v tomto pripadé urc¢ime takto:
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K soustavé sil £} a Fy pripojime libovolnou rovnovaznou soustavu dvou sil ﬁ a ﬁ na spo-
le¢né nositelce, ktera protina nositelky sil Fi a F2 Na zaklade véty o tfech silach nahradime
soustavu sil F1 a F staticky ekvivalentni silou Fvl a sﬂy F a F2 staticky ekvivalentni silou
Fvg Dalsi postup je zfejmy z obr. 9.6. Pokud nastane, ze Fvl = —F,» a jejich nositelky j jsou rov-
nobézné, vytvareji tyto sily silovou dvojici, ktera je staticky ekvivalentni silové dvojici Fa Fg,
jednoznaéné uréené M (viz. obr. 9.7).

%

R

Obr. 9.7:

Pokud na téleso ptisobi vice sil a soustava je rovinna, mizeme na zakladé postupného
nahrazovani dvou sil staticky ekvivalentni silou ptivodni silovou soustavu nahradit jedinou
staticky ekvivalentni silou (pii F, + 0) nebo jedinou staticky ekvivalentni dvojici (pfi F, = 0).
Pti grafickém feSeni urcujeme velikost a orientaci staticky ekvivalentni sily v silovém obrazci a
polohu nositelky staticky ekvivalentni sily v nositelkovém obrazci. Postup feSeni si ukazeme na
prikladé nahrazeni soustavy ¢tyf rtuznobéznych sil jedinou silou, viz obr. 9.8 (urceni vyslednice
ruznobéznych sil).

Postup feseni: -
Sily ﬁl a F} nahradime staticky ekvivalentni
silou ﬁvl, jejiz velikost, smér nositelky a ori-
entaci uré¢ime ze silového trojtuhelnika (@) .
Nositelka podle véty o trech silach prochazi
prisecikem nositelek sil F,aF, ( bod I). Ob-
dobné nahradime P_’;,l a ﬁg staticky ekviva-
lentni silou qu2, jejiz velikost, smér nositelky Obr. 9.8

a orientaci urcime ze silového trojtihelnika @)

a nositelka musi prochazet prﬁseéikem nositelek ﬁg a F, (bod II). Sily F, a F, nahradime

HOSITELKOVY 0gA.

SILOWY DBRATEC

staticky ekvwalentm sﬂou E,7 ktera je v disledku postupného nahrazovam staticky ekviva-
lentni se silami Fl, FQ, F3 a F4 Vehkost orlentam a polohu nositelky F ur¢ime ze silového a
nositelkového obrazce obdobné jako u Fiq a Foy. Jestlize nositelky sil jsou rovnobézné, musime
k dané soustavé sil pripojit rovnovaznou soustavu. Postup feseni ukazeme na prikladé nahra-
zeni soustavy tii rovnobéznych souhlasné orientovanych sil jedinou staticky ekvivalentni silou

(F, # 0), viz. obr. 9.9.
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Postup feSeni:

K soustavé tfi rovnobéznych sil ﬁl, ﬁg a ﬁg
pripojime rovnovéaznou soustavu sil {F_’;D, —ﬁp}
na spolecné nositelce, kterd protina nositelky
zadanych sil. Sily F; a F, nahradime podle
véty o tiech silach staticky ekvivalentni silou
ﬁvl, jejiz nositelka prochézi prisecikem nosite-
lek sil F; a F, (bod I) a velikost, smér a ori-
entaci urc¢ime ze silového trojihelnika (D). Sily
ﬁvl a F} obdobné nahradime staticky ekviva-
lentni silou Fhy. Postup opakujeme pro sily Fio
a ﬁg. Sila ﬁvg je staticky ekvivalentni silam 131, ﬁg, ﬁg a ﬁ Na téleso v této fazi feseni pﬁsobi

NOSITELKOYY OBRATEC SLOVY OBRATEC

Obr. 9.9:

sily ﬁvg a ﬁ které podle véty o trech silach nahradime staticky ekvivalentni silou Fv, JeJIZ
nositelka prochaz1 pritsecikem nositelek sil Fig a — F (bod IV). Velikost, smér a orientaci F,

urcime ze silového trojuhelnika @). Sila F, je staticky ekvivalentni se soustavou sil 131, ﬁg, Fy
(viz obr. 9.9).

Stejny postup zvolime i v pripadé, ze sily jsou . NOSITELKOVY uncn _siLovy GHFLﬁ-lEt
riznobézné, ale tthly, které sviraji nositelky jsou msF

"malé” (prusemky nositelek sil se nachazeji mimo
pracovni plochu). Postup feSeni je stejny jako
v predchozim pfipadé a je ziejmy ze silového a
nositelkového obrazce na obr. 9.10.

Obr. 9.10:

V ptedchozich grafickych konstrukecich jsme fesili tlohy, kdy na téleso ptisobila pouze soustava
uplné zadanych silovych prvka 7. Dale se budeme zabyvat grafickymi konstrukcemi charakte-
ristickymi tim, Ze na téleso ptisobi jak soustava uplné zadanych silovych prvki, tak soustava
neuplné urcéend. Tato situace vznikd po uvolnéni télesa ze stykovych vazeb.

Na téleso T, které je ve statické rovnovaze, ptisobi iplné urcena soustava m = {F’;,, 6}
a nedplné urdend soustava mp = {ﬁA, Fjg} kde F 45 Fy jsou neﬁplné zadané silové prvky, pro
které zname: Fy— plsobisté, F - nositelku. Je-li F, #+ 0, M = 0, pak na téleso ptisobi t¥i sily
F A, FB, F a téleso je ve statické rovnovaze.

i 1. krak 2. krok

pusobisté i‘i

<

nositelka EL Fa

nasitelkd 3

B nositelka E;l

Obr. 9.11:
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Podle véty o trech silach, se nositelky ]3,4, F, B, & F, se protinaji v jednom bodé a silovy obrazec
je uzavren se Sipkami v jednom smyslu. V prvnim kroku feseni sestrojime nositelky sil, které
prochézeji bodem C a v druhém kroku sestrojime silovy obrazec, viz obr. 9.11.

Soustava 7 je tociva, urcena M a soustava TR = {ﬁA, ﬁB}, viz obr. 9.12. Pro ﬁA, ﬁB
stejné jako v predchozim piipadé zname: F'4 — ptisobisté, Fpz — nositelku. Téleso T je ve statické
rovnovaze.

Obr. 9.12:

Silova soustava 7 je jednoznacné urc¢ena momentem M. Nejjednodussi silovou soustavou, ktera
mé uvedené vlastnosti 7 je silova dvojice. Sily F' a —F' jsou stejné velké, opacné orientované
a lezi na rovnobéznych nositelkdch Vzdalenost nositelek urcime ze vztahu d = %, pricemz

velikost [/ jsme zvolili. Ulohu Fesime s pouzitim superpozice. Pisobi-li na téleso sila F', uréime
sﬂy FialFy podle Vety 0 trech silach a oznacime je F WaF fg, viz. tloha | 1|. Obdobné pro silu

—F vyTesime sily F 7. Sila Fy je vyslednici sil F ! F a sila Fy je vyslednici F 5 a F

Tuto tlohu mizeme vyhodné fesit na zakladé nasledu-
jici avahy. Soustava 7 piisobici na téleso je urcena mo-
mentem M. Podminka statické rovnovahy bude splné-
na, budou-li sily F4 a Fp tvotit silovou dvojici, jejiz mo-
ment M, = —./\71 tedy je-li nositelka sily F, rovnobéz-

n4 s nositelkou sily F a prochazi bodem A (obr 9. 13) phsabifté Fu
Vzdalenost a nositelek zméfime a velikost sil FA a FB % ®
ur¢ime pocetné ze vztahu Fy = Fg = %, orientace sil d nositelkd Ty
ﬁA, Fy je dana podminkou My = —M. Vyhoda uvede- nogitelha r'-'E
ného graficko-pocetniho feseni spociva v tom, ze je jedno-

dussi nez grafické feseni a zachovava nazornost grafického Obr. 9.13:

feSeni pfi urceni polohy nositelek a orientace sil.

Soustava 7 je uréena vyslednicovym bivektorem {F,, 0} a soustava 7 = {F4, Fg}.
Pro F4 a Fg zname tyto veli¢iny: 'y — smér nositelky, Fz — nositelku

Na téleso, které je ve statické rovnovaze, plisobi tii sily. Podle véty o tiech silach se nositelky
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E
nas, FA E -
-z &
smart g s
nosite itels E
3"._,3_ ocsitelka FE pagitelka FB

Obr. 9.14:

protinaji v jediném bodé A. Dalsi postup je stejny jako u|1]|a zfejmy z obr. 9.14.

Soustava 7 je uréena {0, M}, soustava 7z = {F4, F} Pro F4, Fy zndme stejné
veli¢iny jako v pripadé : pro F4 — smér nositelky, pro Fz — nositelku.

Statlcka rovnovaha nastane pouze tehdy, budou-li sﬂy
F A F'g tvotit silovou dvojici ur¢enou momentem My =
—M. Tato podminka je splnéna pouze tehdy, kdyz nosi-
telka Fi je rovnobézna se smérem nositelky Fy (na obr.
9.15 je znazornén piipad, kdy statickd rovnovaha neni
moznd). Velikost F,, Fp uréime pocetnd z podminky
Fy-a = Fp-a= M.V této rovnici bud F4 nebo a
zvolime a zbyly parametr vypocitame.

GMEr nog Fﬁ.

nositelka EE

Obr. 9.15:

Soustava Je uréena {FU,O} soustava mp = {FA, FB} Pro FA, Fp zname tyto
Vehcmy F "2 — velikost, F 's — nositelku.

nositelka fa,

nasitelka 1-}"2

nogrelka i:';

Obr. 9.16:

Graficka konstrukce je zfejma z obrazku obr. 9.16. Z néj je zfejmé, ze tiloha ma jedno FeSeni
(jestlize v silovém obrazci Fy = d), dvé FeSeni (jestlize F4 > d) nebo redlné feseni neexistuje
(v pfipadé F4 < d).

Soustava 7 je urcena {0, M}, soustava 7z = {F4, Fg}. Pro F, Fy zndme tyto
veli¢iny: F "2 — velikost, F 's — nositelku.
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nas. F
vilikost Fa B
i e Y

a} b)

Obr. 9.17:

Staticka rovnovaha nastane pokud F4 a Fg budou tvorit silovou dvojici ur¢enou momentem
My = —M. Nositelka sily F4 musi byt rovnobézna s nositelkou sily F. Jejich vzdalenost
ur¢ime vypoctem ze vztahu a = M. Uloha ma dvé Feseni viz obr. 9.17b a obr. 9.17c.

Na téleso T, které je ve statické rovnovaze, ptisobi iplné urcena soustava m = {Fv, 0}
a neuplne urcend soustava mrp = {FA, FB} Pro netplné zadané silové prvky zname: FA -
pusobisté, F s — nositelku. Soustava sil TUmg, ptisobicich na uvolnéné téleso, je rovinna soustava
sil na rovnobéznych nositelkéch.

Obr. 9.18:

Vétu o trech s1lach nelze v tomto pripadé pouzit prlmo — n081te1ky sﬂ se protinaji v ibézném
bodé a sily Fy a Fig v silovém obrazci nelze uréit (pouze Fy+Fg=—F v). PIi grafickém TeSenti je
proto nutno zvolit dale popsany postup. NeJdrlve ve smyslu statické ekvivalence nahradime silu
F, dvémi libovolnymi pomocnymi silami Fpl a Fpg (silovy obrazec (1)) — nositelky téchto ti1 sil se
v nositelkovém obrazci protinaji v jednom bodé I (je to libovolny bod na nositelce Slly F, — viz.
moznost posouvani pisobist sil). Na uvolnéné téleso nyni ptisobi ¢tyti sily (Fpl, Fpg, Fya FB)
Libovolné¢ zvolené dvé a dvé z téchto sil mizeme nahradit jejich staticky ekvivalentnimi vysled-
nicemi F,; a Fvg, JeJIChZ nosmelky musi spliiovat podminky véty o tfech sildch (zvolime napt.
Fpl —i—FA = Fvl a F,,Q —|—FB = Fvg — v nositelkovém obrazci dostavame priseciky II a IIT). Protoze
téleso je ve statické rovnovaze, museji sily FoaakFy, (plisobici na téleso v této fazi feseni) splio-
vat podminku véty o dvou silach t.j. mit spole¢nou nositelku prochazejici body II a III a musi
platit, ze ﬁvl = —ﬁvg. V silovém obrazci (D vedeme s touto nositelkou rovnobézku spole¢nym
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bodem sil Fpl, a Fp2 a dostévame silové obrazce @( w+ Fpy = ﬁvl) a @(ﬁpg + Fp = ﬁvg), v
nichz jsou graficky zobrazeny hledané sily Fy a Fg.

Soustava T je urcena {F,, 0} a soustava 7z = {F4, Fg}. Pro Fy, Fj zname tyto
veli¢iny: F 's — nositelku, F 'z — nositelku a 7 U TR j€. rovinna soustava rovnobéznych sil. Nezna-
mymi veli¢inami jsou velikosti a orientace sil Fy a Fg. Cilem této ulohy je staticky ekvivalentni
nahrazeni sily F, dvémi rovnobéznymi silami F, a Fgna danych nositelkach.

Obr. 9.19:

Soustava sil {F4, Fz} mé byt staticky ekvivalentni se silou F,. Statickou ekvivalenci nezmé-
nime, jestlize k obéma soustavam pripojime steJnou silu Fp, tedy soustava m = {F A, F B, Ia vt
je staticky ekvivalentni se soustavou my = {Fy, Fp}. Soustavu m, = {F,, F,} nahradime sta-
ticky ekvivalentni silou F?l a sily Fy a F, staticky ekvivalentni silou ﬁell, pro kterou podle véty
o tfech silach zname bod nositelky (II). Sila F 821, kterou zname uplné, je staticky ekvivalentni
se silami Fp a F_EI. Podle véty o ttrech silach se nositelky sil le, F B, a ﬁell museji protinat v
jednom bodé III. Nositelka sily ﬁell musi prochazet body II a III. Protoze zname nositelky sil
F, B, F 611 asilu F 621 uplné, mizeme ze silového obrazce urcit také F B, a F 611 tplné (viz. silovy
obrazec 2)). Soucasné ze silového obrazce @) muzeme urcit Fy. Silovy obrazec @) s nositelkami
sil F_';,, Fia ﬁell, vyjadiuje statickou ekvivalenci sil ﬁp, F4 se silou F_';ll.

Soustava 7 je uréena {0, /\/l} a soustava mp = {Fy, Fg}.

Pro F4, Fp zname tyto veli¢iny: F4 — nositelku, Fgz — nositelku, e 05.
pFicem? nositelky Fy a Fi jsou rovnob&mné (viz obr. 9.20). t

Jd
Statickd rovnovaha nastane, jestlize F A, F p_ tvori silovou dvojici @
uréenou ./\/ld — —M. Velikost sil F A, A F 's uréime ze vztahu d
Fy=Fg=7_"

Bl ]
Obr. 9.20:

Soustava 7 je uréena vyslednicovym bivektorem {F,, 0} asoustava 7z = {Fy, F, Fo}.
Pro Fy, Fp, Fc zname nositelky, které lezi v jedné roviné s nositelkou F;,, neprochazeji jedinym
bodem a nejsou vzajemné rovnobézné (viz obr. 9.21).

Nahradime-li sily Fy a F staticky ekvivalentni silou ﬁ;, pak nositelka ﬁ; podle véty o tfech
silach prochéazi bodem E. Na téleso T pusobi tii sily F), F, a F4, podle véty o tfech silach se
jejich nositelky protinaji v jediném bodé D. Nositelka sily F, prochazi body E a D. Sestrojime
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Obr. 9.21:

silovy trojtahelnik (). Silu ﬁ; nahradime dvéma silami Fy a Fc na danjych nositelkach. Nositelka
sily F se nazyva Culmannovou piimkou. Stejny vysledek musime dostat i pfi jiné vychozi volbé
sil na zacatku FeSeni (napf. [y a Fp nebo Fs a F().

Soustava 7 je uréena {0, M} a TR = {ﬁA, Fg, ﬁc} Pro Fy, Fg, Fe znadme
nositelky, které lezi v jedné roviné kolmé na nositelku M, neprochéazeji jedinym bodem a nejsou
vzajemné rovnobézné (obr. 9.22).

Ulohu mtizeme fesit superpozici jako dvé tlohy @ pro
sily Fa—F , které tvori silovou dvojici jednoznacné urce-
nou M. Vyhodnéjsi vSak bude feseni tlohy graficko-po-
¢etnim zptisobem. Na zaklade véty o trech silach nahra-
dime libovolné dvé ze sil F' A, F B, FC jejich staticky ek-
vivalentni silou. Naptiklad F B a FC nahradime staticky

ekvivalentni silou F. Nositelka sily £ prochézi bodem
E.

Podminka statické rovnovahy bude splnéna tehdy,
budou-li sily ﬁqj a F'4 tvotit silovou dvojici uréenou
momentem /\7ld = —M. Tedy nositelka ﬁ; je rov-
nob&né s F, a prochazi bodem E (viz obr. 9.23).
Velikost F4 a F’ uréime z podminky F! = F, =
%. Déle urcime sily Fy a Fg tak, ze silu F’Z na-

hradime staticky ekvivalentnimi silami Fya ﬁc na
danych nositelkach. Velikost a orientace sil Fg a Fio Obr. 9.23:
urc¢ime ze silového obrazce.

9.3 Grafické reseni statické rovnovahy vazaného télesa

Po formulaci zékladnich vét grafického feseni a vykladu zakladnich grafickych konstrukci mi-
zeme prikroc¢it ke grafickému ftesSeni statické rovnovahy vazanych téles. Budeme vychazet z
algoritmu vypoctového feseni statické rovnovahy vazaného télesa. Postup pii vypoctovém a
grafickém fesSeni se odlisSuje v krocich d - f, tyto kroky grafického feseni jsou uvedeny na za-
catku této kapitoly.
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Vyznamné se také bude lisit interpretace uvolnéni v dusledku toho, Ze pfi grafickém
feseni pracujeme s celky (bod, nositelka sily, orientovana tsecka zobrazujici silu atd.) na rozdil
od vypoctového feSeni, kde pracujeme s prvky (soufadnice bodu, souradnice sily atd.).

Pti uvolnéni télesa pro grafické feseni je tfeba znazornit znamé geometrické atvary gra-
fického zobrazeni statické tilohy, které vyplyvaji z Gplné zadané soustavy 7 a z ulozeni télesa. Na
jejich zékladé ze statické podminky rovnovahy, pokud je to mozné, uré¢ime nezndmé geometrické
utvary, které zpétné zobrazime na statické veli¢iny.

Vyjadfeni statické podminky pro grafické feseni je nasledujici:

- silovy obrazec je uzavien

- v jednom smyslu, pro statickou rovnovahu télesa

- smysl staticky ekvivalentni sily je opac¢ny ke smyslu ostatnich sil, pro statickou ekvi-
valenci silovych soustav

- pro obrazec nositelek nelze vyslovit nazornou podminku, kterou musi splinovat nositelky
v8ech sil, 1ze ji v8ak formulovat pro soustavu dvou a t#i sil (viz. véty o dvou a tfech silach).

Poznamka: Skutecnost, ze nelze formulovat nazornou podminku, kterou musi spliovat nositelky
vsech sil, je pfic¢inou, pro¢ grafické feseni musime rozdélit na posloupnost jednoduchych operaci
zalozenych na vétach o dvou a tfech silach a vété o superpozici.

] ?I NP Znameé parametry
| Nézev |Zn. |Uvolnéni | stykového stykového Geometrické
| bivektoru bivektoru vy jadiend
Obeend | o | oAJ Fa nositelka styk. vysl | Mfes§
i - E i a s ' A J:llji-FlI|I
| Rotacni | r | 'he=Zf | F., F, |phsobiitéstyk vysl | . 27 AR
E__.dfal"-ﬁ, Fa, Ma smér St:l"k' 1"}?51 Emmir Hnsiiflk'r'-ll-':
Fa nebe By
Posuvna | p ﬁ Fa, z smér atylk, vyal has i
nebo E :
. 7& irn:u.ﬁ"I
. . Fa,y Fa, piisob. a nositelky
e .
| Vetknuti n .F,i_, .F'_J,l Lo 4 nic nic
l*},.‘ F_ﬁ_,\i'

Obr. 9.24:
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Ptehled uvolnéni jednotlivych rovinnych stykovych vazeb pro vypoctové a grafické reseni
je znézornén v tabulce (obr. 9.24).

Nyni pfistoupime ke grafickému FeSeni ptikladu z kapitoly 7 (viz obr. 9.25).

Ukazeme nékolik postupti a problémi, které se
pii grafickém feseni mohou vyskytovat. Reseni nebu-
deme provadeét celé, ale zamérime se pouze na ty kroky,
které jsou pri grafickém a vypoctovém feseni odlisné.

Na téleso ptisobi soustava uplné zadanych si-
lovych prvka ©m = {F, Fg, M} a soustava netplné .
uréend m, = {Fa, Fp}. Pfi feSeni neznamych veli¢in is.rllire ‘)

4 v v /. . o v <]
neuplné urcenych sil mizeme postupovat takto: B

Obr. 9.25:

a) Soustavu 7 nahradime jedinou staticky ekvivalentni silou £, nebo jedinou silovou dvojici
M, je-li F,, =0 (rovinna tloha) a pro né uréime nezndmé veli¢iny neuplné uréenych sil.

b) Reseni provadime s vyuzitim superpozice zvlast pro sily F', F a silovou dvojici uréenou
momentem M. Tato diléi feSeni neznamych velic¢in netplné urcenych sil pak nahradime
vyslednym staticky ekvivalentnim feSenim.

ad a) Sily F a Fy nahradime staticky ekvivalentni silou ﬁ; Nejjednodussi silova soustava, ktera
je jednoznacné urc¢end momentem M je silova dvojice, pro kterou plati M = Fy-b = FY-b.
Zvolime-li jednu z veli¢in F}, b pak druhou dopocitame, napiiklad F} zvolime a vzdalenost
nositelek b vypocitame ze vztahu b = /}—/‘1 Smysl sily F; zvolime tak, aby silova dvojice
ﬁl, ﬁ{ méla stejny smysl jako M. Sily F’;’, a Fy nahradime staticky ekvivalentni silou
F" a obdobné F” a F! staticky ekvivalentni silou F,.

Efektivnéji mtizeme staticky ekvivalentni silu
urcit takto: Sily F' a F; nahradime stejné jako F
v pfedchozim postupu silou F). Protoze silu

F} mtizeme volit, zvolime ji na nositelce sily F
stejné velikou, ale opac¢né orientovanou k FJ.

Déle urcime vzdalenost c nositelek sil £ aF]

ze vztahu ¢ = /}—/‘1 Sily F) a F tvofi rovnovaz-

nou soustavu a sila F | je staticky ekvivalentni
se soustavou 7 (viz obr. 9.26 ).

nag Fy
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Da181 postup Teseni je stejny Jako u ulohy Lkrok

. Na téleso pisobi tii sily FA, FB, E,. —_— £ kreok
neg Fg ==

Podle véty o tfech silach ur¢ime v prv- Fa

nim kroku nositelky a ve druhém veli-

kost a smysl Fu, Fp (viz obr. 9.27 ).

Poznédmka: Pokud F, = 0 a M # 0,
rovnovaha télesa vazaného jednostran-
nou posuvnou a obecnou kinematickou
dvojici v zadané konfiguraci vazeb ne-
miize nastat.

E W

Fr
w:?;\ Fo Fa

Obr. 9.27:

ad b) Reseni dil¢ich Stykovych sil F A, Fy ptsobi-li na téleso pouze F nebo Fg j je obdobné Jako
pii postupu a) pro silu F,. Dale se budeme zabyvat Tesenim dil¢ich stykovych sil F e FB,
pusobi-li na téleso pouze silova dvojice urc¢end momentem M. Protoze nositelky F A, Fy
nejsou rovnobézné, nelze tyto dil¢i stykové sily urcit.

Nyni musime zdivodnit, pro¢ tento postup nevede k feseni. Resime-li tilohu zvlast pro sily
ﬁ, ﬁg a /\71, provadime Teseni superpozici. Z véty o superpozici vime, ze zakladnim predpo-
kladem je linearita tlohy. Vzhledem k tomu, ze u stykové sily F4 neznéme polohu nositelky a
velikost, je tato tloha nelinedrni. Proto postup b) nevede k feSeni tlohy.

9.4 Grafické reseni statické rovnovahy soustavy téles

V souladu s kapitolou 8 budeme pod pojmem statickd rovnovaha soustavy téles rozumeét pod-
minénou statickou rovnovahu. To znamené, Ze soustava je ve statické rovnovaze tehdy, je-li
kazdy jeji prvek a tedy i kazd& podsoustava ve statické rovnovaze. Grafické feSeni statické rov-
novahy soustavy téles spociva v posloupnosti grafickych feseni neznamych veli¢in stykovych sil
ptisobicich na uvolnéné prvky soustavy téles. Neznamé veli¢iny stykovych sil fesime graficky na
zékladé podminky statické rovnovahy uvolnéného ¢lenu soustavy téles.

Vzhledem k tomu, Ze podminka statické rovnovahy pro grafické
feSeni ma c¢ast tykajici se nositelek neznamych sil a ¢ast tykajici se ve-
likosti a smyslu neznamych sil a protoze neznamé veliciny se vztahuji
zpravidla ke dvéma prvkim soustavy téles, neni posloupnost grafic-
kyjch feseni vzdy piima, ale miize obsahovat zpétné kroky.

Uvazme napiiklad soustavu zndzornénou na obr. 9.28a. Clen
@) je binarni nezatiZzeny c¢len, na ktery ptsobi stykové sily F A, F B,
u kterych zname ptisobisté. Neznamymi veli¢inami jsou nositelky a B,
velikosti sil. Z véty o dvou silach ur¢ime nositelky, ale nemizeme urcit
velikosti stykovych sil F A, Fg. V fedeni pokracujeme uvolnénim ¢lenu S Eoar
@ . Na clen @) pisobi uplné zadana sila Fa netplné urcené stykové . @"
sily Fy a Fo. 7 fesent neznamych veli¢in stykovych sil ptisobicich na
¢len @)zname nositelku sily F 3. Vyuzitim véty o tfech silach urcime
nositelku sily ﬁc a sestrojime silovy obrazec sil ptisobicich na ¢len @) Obr. 9.28:
(viz obr. 9.28b). Tim jsme urcili vSechny neznamé veli¢iny stykovych
sil ptisobicich na ¢len @)a muzeme se vratit zpét na ¢len ). Vzhledem k tomu, Ze jsme tplné
uréili silu F, B, muzeme sestrojit silovy obrazec ¢lenu ).

U]

b)
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K urceni posloupnosti grafického feseni, které vede k urceni vSech nezndmych veli¢in,
muzeme zvolit dvoji pfistup — ndhodny nebo promysleny.

Pti ndhodném postupu reseni uvoliiujeme nahodné prvky soustavy a na uvolnéném prvku
se snazime z podminky rovnovahy pro grafické feseni urcit neznamé velic¢iny. Postup uvoliovani
jednotlivych prvkia miize byt napriklad podle zvoleného poradi ocislovani clenti, které jsme
zvolili zcela ndhodné.

Promysleny postup je charakteristicky analyzou soustavy z hlediska poctu sil, druhu
neznamych veli¢in vztahujicich se k jednotlivym télesim a podsoustavam soustavy. Z téchto
hledisek je vhodné vsimnout si pfedevsim binarnich nezatizenych ¢lenti. Pokud soustava takovy
¢len obsahuje, pak feseni timto ¢lenem zpravidla zaciname. U binarnich nezatizenych c¢lent
vazanych libovolnou kombinaci kinematickych dvojic typu kdo, kdr a kdp jsme vzdy schopni
na zakladé véty o dvou silach urcit nositelky sil (obr. 9.29).

- 8 nu.a —8

nﬂi_'il n#F.FE .-.“,Elnni.ﬂ @ -E ’?EI'}

Obr. 9.29:

P1i promysleném postupu grafického feseni si posloupnost grafickych operaci, ktera vede
na urceni vSech neznamych veli¢in, nejdiive vytvorime v predstavé, kterou je mozné zobrazit
orientovanym grafem. Orientovany graf zobrazuje posloupnost uvolnénych prvkt a podsoustav
soustavy téles, na kterych muzeme urcit na zakladé jedné ze dvou casti statické podminky
rovnovahy v grafickém vyjadieni odpovidajici nezndmé velic¢iny (velikosti nebo nositelky) sty-
kovych sil ptisobicich na dany prvek resp. podsoustavu. K tomuto vyjadieni budeme pouzivat
symboly uvedené v obr. 9.30.

Schema uvedené v obr. 9.31 charakterizuje tento postup feseni:

Reseni zac¢ina uvolnénim ¢lenu @) a na zakladé podminky

statické rovnovahy pro grafické feseni a zndmych velic¢in ze za- S 1

dané soustavy urc¢ime nositelky stykovych sil ptisobicich na ¢len Q (%) ]

@). Déale pokracujeme uvolnénim ¢lenu @). Z podminky statické

rovnovahy pro grafické feseni a znamych veli¢in ze zadani sou- o a \
stavy a urcenych nositelek stykovych sil ptsobicich na ¢len @) |
ur¢ime stykové sily ptisobici na ¢len 2). Déale uvolnime ¢len 3). O *
Na zakladé podminky statické rovnovahy pro grafické feseni a

znamych veli¢in ze zadani a predchoziho feseni urc¢ime uplné i Obr. 9.91

stykové sily ptisobici na ¢len 3). Nyni se vratime na ¢len @) a
urc¢ime velikost a smysl stykovych sil piisobicich na tento ¢len.

Z hlediska postupu pfi feSeni statické rovnovahy soustav téles rozlisujeme ¢tyii zakladni
ulohy, které si ukdzeme na jednoduchych ptikladech.

Prvni dloha je charakteristicka tim, ze pfi vhodné posloupnosti uvoliovani prvka muizeme
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@ =prvek soustavy typu téleso

@ —podsoustava soustavy

C_’:f)-ua prvku soustavy lze urfit nositelky viech sil pusobicich na prvek

—na prvku soustavy lze dplné uréit sily plisobici na dany prvek

—na prvku uréime nejdfive nositelky a na zakladé
velidgin uréenyeh na jinfch prveich uréime 1 velikosti a orientace sil

—na dvou prvcich lze souasné uréit nositelky sil

—na prvku 3 nemiiZfeme uréit nic a postupujeme na daldi prvek

l?@éé}@éé@@@@

—vyjddieni postupu feden

Obr. 9.30:

na kazdém uvolnéném prvku uréit vSechny neznamé veli¢iny (obr. 9.32). Postup mtzeme cha-
rakterizovat schématem uvedenym na obr. 9.33.
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neidertifikovang
yazbo

Postup feSeni: - Uvolnime binarni
zatizeny clen @ . Na clen @ pu-
sobi tii sily. Uplne zadand sila F

stykova sila FB, jejiz nositelka pro-
chézi bodem B kolmo na ¢len @)
a stykova sila F 4, kterda prochézi
bodem A. Nositelky sil F a Fg se
protinaji v bodé R.

} Obr. 9.32
\
Na zakladé véty o tfech silach timto bodem musi prochazet
také nositelka sily Fa, tedy nositelka sily F4 je uréena body A,

R. Protoze zname silu F' iplné a nositelky sil Fiz a F4, sestrojime
Obr. 9.33: silovy trojihelnik prvku ).

zname
nositelku

- Uvolnime ternarni nezatiZeny clen ®). Na clen @pusobl stykova sila FB, kterou zname
uplné, sila F, D, pro kterou zname nositelku a stykova sﬂa FC, jejiz nositelka prochazi bodem C.
Na zakladé véty o tfech sildch uré¢ime nositelku sily Foa sestrojime silovy trojuhelnik @).

Druha tuloha. Pro grafické feseni této sou-
stavy (obr. 9.34) je charakteristické, ze po T &
uvolnéni prvki, na zadném prvku nemi- —
zeme urc¢it vSechny neznamé veli¢iny, ale pouze
postupnym urcéovanim neznamych veli¢in do-
sahneme stavu, kdy na prvku ) mizeme
urc¢it vSechny neznamé velic¢iny a vhodnym
zpétnym postupem je urcime i na ostatnich
prvcich. Postup je schematicky znazornén
na obr. 9.35.

Postup feSeni: - Uvolnime binarni nezati-
zeny ¢len s jednou kinematickou dvojici
rotacni a jednou posuvnou. Na ¢len 2)pt-
sobi stykové sily Fya ﬁB, pri¢emz zname
piisobisté stykové sily F, a smér nositelky
sily Fy.Na zaklade véty o dvou silach je no-
sitelka sily F, totozna s nositelkou sily Fy. -F-ﬁ.
Prochéazi bodem A kolmo k ose posuvu.

Obr. 9.34:
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- Uvolnime binarni nezatizeny ¢len @) se
dvémi rotacnimi kinematickymi dvojicemi. Na
¢len @ ptsobi stykové sily Fpa ﬁc s pusobisti
v bodech C a D. Na zékladé véty o dvou silach
je nositelka sily F totozna s nositelkou sily Fr
a prochazi body C a D.

- Uvolnime ternarni nezatizeny ¢len Q).
Zname nositelky stykovych sil Fg a Fg, které
se protinaji v bodé R, a dale zndme ptlisobisté

i)

)

2)

5)

0
(&)

S)

Obr. 9.35:

stykové sily Fy. Na zakladé véty o trech silach urc¢ime nositelku sily FE, ktera musi prochazet

body R a E.

- Uvolnime binarni zatiZeny clen ®). Na clen
@ piisobi tii sily. Uplné zadana sila F a stykové sily
F 5 a FG Protoze zname nositelku F 'z a pusobisté
sily F(;, miuiZzeme na zakladé véty o tfech silach urcit
nositelku sily Fs a sestrojit silovy trojuhelnik pro

¢len () a clen Q).

Tieti uloha. Toto feSeni je charakteristické tim, Ze
pro urceni vSech neznamych veli¢in musime uvolnit
nejen vsechna télesa, ale také soustavu resp. pod-
soustavu (obr. 9.36). Postup feseni je schématicky
znazornén v obr. 9.37, kde (P je uvolnéna podsou-
stava ¢lentt @) a @) od zékladniho télesa.

Obr. 9.37:

'F’ —~-
Bs nos FD

Obr. 9.56:

Postup feseni: - Uvolnime binarni nezatizeny ¢len @) , na ktery ptisobi stykova sila Fy jejiz
nositelka prochazi bodem B a stykova sila F)p, jejiz nositelka je kolmé na osu vedeni. Podle
véty o dvou silach nositelka Fg je totozna s nositelkou sily Fp, prochazi bodem B a je kolma
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na osu vedeni.

-Uvolnime ternarni nezatizeny ¢len 2), na ktery pusobi sila Fig, pro niz zname nositelku,
sila F4, jejiz nositelka prochézi bodem A kolmo na zakladni téleso a sila F, jejiz nositelka

prochéazi bodem C. Podle véty o tfech silach urcéime nositelku sily ﬁc, kterda prochazi body
S aC.

- Uvolnime soustavu, na kterou piisobi tplné zadana sila F, stykova sila Fy, jejiz nositelku
jsme urcili a stykova sila F's na nositelce prochézejici bodem E. Nositelky FyaF se protinaji
v bodé R. Podle véty o tfech silach timto bodem prochéazi i nositelka sily Fra je dana body R
a E. Nyni jiz mizeme postupné sestrojit silové obrazce pro ), @), @a @.

Ctvrta tloha. Je charakteristickd vyuzitim véty o superpozici. Postup Fedeni si ukéZeme na
grafickém feSeni stykovych sil u soustavy podle obr. 9.38. Nejdiive budeme uvazovat, zZe na
soustavu piisobi pouze sila F a uréime stykové sily, které oznacime carkou. Potom budeme
uvazovat pouze piuisobeni silové dvojice urcené M a pro toto piisobeni urc¢ime stykové sily,
které oznacime dvémi ¢arkami.

z g
@ 3

Obr. 9.38:

Vysledné stykové sily pro zadané silové

- -
pusobeni se budou rovnat vektorovému souctu nos FB 3 NOsS FC
stykovych sil s ¢arkou a se dvéma carkami. B

Postup feSeni I: - Uvolnime binarni nezatizeny
¢len @, ktery je vazan dvémi rotac¢nimi kine-
matickymi dvojicemi. Na ¢len @) ptisobi stykové
sily FyaFgos pusobisti v bodech B a C. Z véty
o dvou silach ur¢ime nositelku sily F B, ktera je
totozna s nositelkou sily Foa prochézi body B a @ s

C (viz obr. 9.39). A

- Uvolnime binarni zatizeny c¢len @). Na -F”
len @) piisobi tii sily. Uplné zadana sila F , sty- 8
kova sila F ', jejiz nositelka prochazi body B a
C a stykova sila Fy, jejiz nositelka je kolma na g:
osu vedeni. Nositelky sily F a Fp se protinaji v A

bodé R. Podle véty o trech silach timto bodem
musi prochazet také nositelka F4, které je kolma
na osu vedeni. Dale sestrojime silovy trojihelnik Obr. 9.89:
¢lenu @) a silovy obrazec ¢lenu Q).

Uvedeny postup mtzeme charakterizovat schematem znazornénym na obr. 9.40.
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Postup feseni II: - Uvolnime binarni nezatiZzeny clen ), ktery je

0 0 vazan jednou rotac¢ni a jednou posuvnou kinematickou dvojici.
OO 2 e o B
Eno

Obr. 9.40:

Na ¢&len @) piisobi dvé sily. Stykova sila Fg, jejiz
nositelka prochazi bodem B a stykova sila Fly, je-
jiz nositelka je kolma na osu vedeni. Na zakladé

véty o dvou silach nositelka sily Fy je totozna s - m nos -Ec"
— -
nositelkou Fz, prochézi bodem B a je kolm4 na FB ® FE.' = =
. a
osu vedeni (obr. 9.41). . .
o e Fo = Fg
- Uvolnime ¢len @). Na ¢len (@) ptisobi silova
dvojice uréend M a stykové sily Iy a Fo. Z pod- Obr 9.41:

minky statické rovnovahy musi Fg a F vytvaret
silovou dvojici uréenou My = —M.

- Uvedeny postup muzeme charakterizovat
schématem znazornénym na obr. 9.42.

()
33
E—3

Obr. 9.42:

Obr. 9.43:
- Grafické urceni vyslednych stykovych sil je znazornéno na obr. 9.43.

Reseni viech ¢yt tiloh byla ukazkou promyslené-
ho postupu feseni. Abychom ukézali rozdil mezi pro-
myslenym a ndhodnym feSenim, je na obr. 9.44 uve-
deno schematické znazornéni nahodného postupu feseni
druhé tulohy. Posloupnost feseni prvka soustavy byla
zvolena podle jejich oznaceni, které bylo na pocatku
feSeni zvoleno zcela nahodné. Srovnani operacni slozi-
tosti nadhodného postupu a promysleného postupu vy-
zniva zcela jednoznacné ve prospéch promysleného po-
stupu Teseni.
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10 Télesa a soustavy téles s vazbami typu NNTP

10.1 Vazby typu NNTP — vazby s pasivnimi odpory

V kapitole 6 byl analyzovan styk téles a byly vymezeny dva zakladni typy styku lisici se silovymi
a energetickymi podminkami ve stykovém utvaru ve sméru geometricky mozného relativniho
pohybu, oznacené jako NNTN a NNTP. Dosud bylo probirano statické feseni vazaného télesa
a soustav téles s vazbami, pro néz styk NNTN je pouzitelnym vypoctovym modelem redlného
styku. Tento model, vychazejici z predpokladu dokonale hladkych a tuhych téles, popisuje
realitu s dostatecnou presnosti pouze pro omezeny okruh realnych piipadi:

a) Pro nepohyblivé ulozend télesa a soustavy téles u kterych relativni pohyb ve styku nemize
nastat a tedy nemutze dojit ani k jeho ovliviiovani.

b) Pro tvrdé, tuhé, lesténé a dobfe mazané povrchy ve stykovych ttvarech pohyblivé ulo-
zenych téles a jejich soustav — hranice klidové stability a mechanickd prace potfebna k
realizaci pohybu jsou malé a lze je z hlediska silového plisobeni povazovat za nevyznamné.

Z kazdodenni praxe vSak vime, ze ve vétsiné pripad pohyblivého ulozeni téles a jejich
soustav relativni pohyb umoznény geometrii styku nastane, az ptisobici hnaci sila dosdhne ur-
¢ité hodnoty. Charakter pohybu je vyznamné ovlivnén podminkami ve styku a zavisi na poloze
nositelky, velikosti a sméru plisobeni této sily. V téchto ptfipadech neni styk NNTN pouzitel-
nym vypoc¢tovym modelem (napf. feseni pohybu dopravnich prostiedki — pokud se pii néledi
realita blizi k vlastnostem ideélné hladkych vazeb, pak je to vyjimeény a zcela nezadouci stav).
Pro popis realného ovliviiovani pohybu je nutno pouzit model styku NNTP, ktery zahrnuje
podstatné vlastnosti realného jevu.

Je zndmo, ze o podminkach ve styku téles rozhoduji vyznamné takové vlastnosti, které
lze jen obtizné vyjadiit métitelnymi veli¢inami. Jsou to predevsim:

1. Konkrétni tvar a rozméry jednotlivych mikronerovnosti ve stykovém tutvaru I;. Obvykle
mame k dispozici jen statistické tdaje o technologii opracovani a kvalité povrchu té-
lesa (drsnosti), avSak konkrétni tvar a rozméry mikronerovnosti v ur¢itém misté styku
nezname.

2. Mechanické vlastnosti mikroobjemu materiali téles v kontaktu (typ a struktura materialu,
velikost zrn, existence grafit. ¢astic a jejich tvar a rozloZeni, pdry, oxidy a pod.).

3. Lokalni elastické a plastické deformace vznikajici v mikroobjemech Iy (podstatné pfi
smykani) a makroobjemech I’y a blizkého okoli (podstatné pti valeni) a porusovani mik-
ronerovnosti (viz. tlomky kovu v oleji po zabéhu motoru).

4. Vznik studenych spoju (mikrosvari) pfi lokalnim ohfevu a jejich nésledné porusovani.
5. Pfitomnost jinych latek ve styku (maziva, oxidy, necistoty).

6. Teplota — vyznamné ovliviiuje mechanické vlastnosti materialt téles i vlastnosti maziv.

V pritbéhu provozu dochazi ke zménam, tento proces byva oznacovan jako zabihani.
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Z uvedeného je ziejmé, zZe obecné se jedna o slozity komplexni problém a Ze na této
rozliSovaci drovni je jeho praktické feseni nemozné. Cilem statického feseni je vsak ,pouze”
urcit, jak uvedené vlastnosti styku ovlivni pohyb télesa (nebo soustavy téles) jako celku. Z
tohoto hlediska je efektivni fenomenologicky popis sledovaného jevu t.j. popis toho, jak se
existence lokalni deformace a porusovani v I’y a jeho okoli jevi z hlediska ovlivnéni pohybu
télesa.

Shrnuti:

a) Podstatou ovliviiovani relativniho pohybu stykajicich se téles je existence lokalni defor-
mace téles ve stykovém utvaru ['s a jeho blizkém okoli a porusovani mikronerovnosti v Iy,
coz se ve vztahu k pohybu téles jevi jako odpor proti pohybu.

b) Protoze toto ovliviiovani pusobi vzdy proti relativnimu pohybu v Iy, nesmi informace o
relativnim pohybu pfi feseni nikdy chybét !!

Vysetfovanim podminek ve styku téles se zabyva tribologie. Vzhledem k obtiznosti po-
pisu mikrostruktury stykové plochy je v tribologii zdkladem experimentalni pristup, zpracovani
vysledkti métfeni a jejich zobecnéni. Elementarni experimenty, tykajici se smykani a valeni téles,
byly zminovany jiz pfi studiu fyziky na stfedni i vysoké skole. Zavaznost problematiky vsak
vyzaduje, abychom zakladni znalosti zopakovali, rozsirili a zobecnili na trovni studia stroj-
niho inzenyrstvi. Proto znovu podrobnéji popiseme dva experimenty, pfi nichz je vySetfovan
pfechod hranolu (posuvna vazba) a valce (obecna vazba) z klidu do pohybu na vodorovné

podlozce, s cilem analyzovat a urcit zavislost mezi slozkami stykovych vyslednic.

10.1.1 Experiment, jeho vyhodnoceni a zobecnéni vysledka

Pred vlastni realizaci experimentu je nutno naplanovat a pripravit vSe, co s nim souvisi. Je to
predevsim:

vyroba vzorki z urcitych material, urcité drsnosti a ¢istoty kontaktnich ploch, zajisténi
podminek opakovatelnosti experimentu

- priprava méfici techniky

- ptiprava vyhodnoceni méreni

- provedeni experimentu za definovanych podminek
- vyhodnoceni méfeni a analyza vysledkl

- zobecnéni vysledki a navrh teorie pouzitelné pro vypoctové modelovani

Prubéh a vyhodnoceni experimentu s hranolem:

1. V prvni ¢asti experimentu (jeho uspofadani viz obr. 10.1a) pii F; = konst (pfitlacna
sila) a a = konst zkouméame vliv velikosti hnac{ sily F' na pohybovy stav télesa. Ridici
veli¢inou je velikost sily F , kterou ménime tak, aby hranol presel z klidu do rovnomérného
pfimocarého pohybu. Zvétsujeme (dostateéné pomalu) velikost F' = var (akéni velic¢ina) a
mérime rychlost pohybu hranolu v. Charakteristické pohybové stavy a vysledky této ¢asti
experimentu jsou znazornény v obr. 10.1b. Silové poméry ve styku ur¢ime z rovnic statické
rovnovahy uvolnéného hranolu (na obr. 10.2 je znézornén pohybovy stav v = konst).
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2. Pfedchozi méfeni opakujeme pro a = var
(parametrickd veli¢ina) abychom zjistili,
jak hranici klidové stability a pohybovy
stav télesa ovlivni zména polohy nositelky
hnaci sily. Vysledky experimentu lze zna-
zornit graficky (obr. 10.3c). Pokud je a <
ayy, nezavisi velikost sil Fr, i Frr, na po-
loze nositelky a. Pfi a > ay,, dochéazi k pie-
klapéni (valeni) hranolu kolem jeho hrany
— tento pohybovy stav ale neni prfedmeé-
tem naseho zajmu, protoze se pii ném meéni
charakter vazby (na obecnou k.d.).

Obr. 10.1:

Pii FF = F, < Fr, je v = 0 — téleso je v klidu, dosud nebyla pfekonéna hranice
klidové stability. Velikosti sil ' a F} za klidu jsou na sobé nezavislé a po dosazeni do
podminek SR hranolu je ziejmé, Ze rovnéz velikosti norméalné a tecné slozky stykové
vyslednice na sobé nezaviseji, tedy F; # g(F},)

Pii dosazeni I' = F, byla pravé pfekonana hranice klidu a pohybu — zac¢iné pohyb
v = 0,. Pfechod z klidu do pohybu je nestabilni. V této fazi pohybu existuje pfe-
chodova oblast, v niz se velikost hnaci sily F' = I, potfebna k udrzeni dosazeného
rovnomérného pohybu télesa rychlosti v = konst # 0, ndhle a vyznamné méni.

Jestlize nastal rovnomérny makroskopicky pohyb v = konst, je velikost hnaci sily
potiebna k jeho udrZeni mensi nez pro jeho realizaci F' = Fr, < Fr,.
Rovnice statické rovnovahy:

F,: F—Fsqr=0 = fyr=F
Fyi FAn—F1:0 :>F1:FAn
M.o: —Fa—Fib+Fy, =0 ==z

.‘_’.lmi

o
e,
L

J

Obr. 10.2:

3. Opét nés zajima bud pravé okamzik pie-
chodu z klidu do pohybu v = 0., nebo
udrzovani rovnomérného pohybu v = konst. V obou pfipadech postupné ménime velikost
pritlacné sily Fi a urcujeme velikost F' potfebnou k realizaci pozadovaného pohybového
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stavu. Z vysledkti méfeni, které lze opét znazornit graficky (v obr. 10.1c je zndzornén
stav v = konst # 0), vyplyva, Ze za pohybu existuje zavislost F' = ¢(F}) a (po dosa-
zeni ze SR hranolu) tedy i zavislost mezi normélnou a te¢nou slozkou stykové vyslednice
Fr = g(F,). Vysledky experimentu lze s dostate¢nou pfesnosti aproximovat linedrni zé-
vislosti Fr = konst - F,, vyjadfujici, Ze tfeci sila Fr (coZ je teén4 slozka stykové vyslednice
za pohybu) je veli¢ina tmérna normalné slozce F,,.

Zobecnéni vysledku a formulace teorie coulombovského smykového tieni

7 vysledki experimentu vyplyva:

1. Mezi velikosti hnaci sily Fa pohybem télesa plati tyto relace:

je-li F' < Fp, — téleso je v klidu

je-li F' = Fr, — za¢ind pohyb télesa (pfechodové oblast mezi klidem a pohybem)

je-li F = Fp, — rovnomérny pohyb télesa v = konst

je-li F' > Fr, — nerovnomérny pohyb télesa v # konst

2. Orientace sily Fa pohybu télesa v jsou vzdy shodné. Orientace tieci sily Fra pohybu
télesa ¥ jsou vzdy opacné.

3. Préace hnaci sily F' se méni nevratné na teplo, coz se projevi ohfevem okoli styku.

4. Ptechod z klidu do pohybu je nestabilni. Jakmile pohyb nastane, velikost hnaci sily nahle
klesa z poc¢atecni hodnoty F' = Fr, a ustavuje se na hodnoté F' = Fp,. Tuto skutecnost
zname z praxe, jen si ji ne vzdy dostatecné uvédomujeme.

Po analyze vysledkii experimentu lze usoudit, Ze rovnéz v kazdém elementu stykového
utvaru Iy hranolu a podlozky (posuvna vazba) je pfi relativnim smykéani velikost elementarni
treci sily zavisla na velikosti elementarni norméalné slozky dFr = konst-dF,, = f dF,,. Veli¢ina f,
oznac¢ovand jako soucinitel smykového tfeni (pro v = 0, je to soucinitel adheze f, a pro v #
0 soudinitel smykového tfeni f,, pficemz f, > f,) v sobé zahrnuje implicitné ty podstatné
vlastnosti a podminky styku v daném elementu I, které nejsou zahrnuty v modelu geometrie
styku (uvazujicim rovinné a geometricky dokonalé povrchy). Tteci sila je vzdy orientovana proti
pohybu t.j. €g. = —¢é,. Pfedchozi vztahy, formulované pro elementarni sily (lokdlni veli¢iny),
jsou obecné platné pro vSechny ptipady vzajemného smykani i ve vazbéch jiné geometrie Ty (k.d.
obecné, k.d. rota¢ni, pasové tieni atd.), zatimco charakter zavislosti mezi slozkami stykovych
vyslednic (globalni veli¢iny) je geometrii Ty ovlivnén (viz. jednotlivé k.d. dale uvedené).

Zavéry:

a) Hranol i podlozka maji v kontaktu mikroskopicky drsny povrch. Makroskopicky je stykovy
utvar I'y rovinny s velkou stykovou plochou. Dusledkem toho je maly stykovy tlak a
nevyznamna makroskopicka deformace Iy a jeho okoli. Podstatou pasivniho odporu pri
smykani hranolu je proto deformace a porusovani mikronerovnosti v I's.

b) Coulombovské smykové tieni je definovano pouze za pohybu, za klidu ptsobi v kontaktu
tecna slozka stykové sily, ktera je nezavisla na slozce normalné a je urcovana ze statickych
podminek.
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c¢) Coulombovské smykové tfeni je definovano pro elementérni sily. Jsou to lokalni veli¢iny,
podminky ve styku (charakterizované velikosti lokélniho soucinitele smyk. t¥eni f) se
mohou misto od mista ménit. Vztah Fr = f F}, neni defini¢nim vztahem pro coulombovské
smykové tieni a je pouzitelny pouze pro nékteré typy vazeb (obecné, posuvna). V tomto
vztahu veli¢ina f predstavuje globalniho soucinitele smykového tfeni a vyjadiuje stiedni
hodnotu soucinitele v I's. Je zfejmé, ze:

- hodnota coulombovského soucinitele smykového tfeni f [—] vyznamné zavisi na ma-
terialech téles, drsnosti kontaktnich ploch, pritomnosti cizich latek v kontaktu, ma-
zani a teploté v I

- hodnota coulombovského soucinitele smykového tfeni f nezavisi na velikosti piitlacné
sily a na velikosti plochy I's. Proto ani velikost tfeci sily nezavisi na velikosti plochy
L.

- hodnoty soucinitele smykového t¥eni se pohybuji v fddech 1072 az 10~! (orientacné
z technickych prirucek napt. pro ocel-led 0,02, ocel-bronz 0,1, ocel-ocel 0,15, ocel-
osinek 0,3, ocel-pryz 0,7, pryz-asfalt 0,8)

- pfi vypoctovém feSeni je nutno vzdy uvazit moznost odchylek hodnoty soucinitele
smykového tieni od tabulkovych hodnot uvadénych v technické literatute

d) Podminku ér. = —¢é, je nutno pfi FeSeni vzdy respektovat. Proto pfi uvolnéni téles je
nutno vzdy spravné vyznacit smér relativniho pohybu v uvolnénych stykovych vazbach.

Pribéh a vyhodnoceni experimentu s valcem:

R 7

™ e

Fu lb'."-q.

[ I-F‘lrﬂlﬁ-

1]

Obr. 10.3:

1. Podobné jako u hranolu vySetfujeme v prvni ¢asti experimentu (uspofadani viz. obr.
10.14b) pfi Fy = konst (piitlacnad sila) a a = konst vliv velikosti hnaci sily F' na pohybovy
stav télesa (viz. obr. 10.14c). ZvétSujeme (dostatecné pomalu) velikost F' = var (akéni
veli¢ina), sledujeme charakter pohybu vélce a méfime jeho parametry. Pohybovy stav je
v tomto pripadé zavisly nejen na velikosti akéni sily F', ale i na vzdélenosti jeji nositelky
od mista kontaktu. Je-li vzdalenost a < a, pak nastava po prekonani hranice klidové
stability smykani valce po podlozce rychlosti v = vy # 0, pfi a > a, nastava valeni
v # 0 (pfi ném relativni rychlost v misté kontaktu A je v4 = 0). Bod A je vypoctovym
modelem I z hlediska geometrie obecné vazby. Mezni hodnotu a = a, budeme vysetiovat
ve druhé ¢asti experimentu. Vysledky prvni ¢asti experimentu jsou znazornény v obrazku
obr. 10.14c. Z jejich analyzy lze vyvodit nasledujici zavéry:
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a) Klidovy stav vélce:

pii a < ay a ' < Fle, = Fr, valec setrvava v klidu, nebyla pfekonana hranice
klidové stability a v = 0. Stejné jako u hranolu jsou velikosti sil F' a F} za klidu
na sobé nezavislé a po dosazeni do podminek SR je ziejmé, Ze rovnéz velikosti
normalné a tecné slozky stykové vyslednice na sobé nezaviseji F; # g(F,).

pii a > a, valec setrvava v klidu ptfi F' < Fle,, priCemz mezni hodnota sily
Flez, odpovidajici pfekonani hranice klidové stability pro valeni, je mensi nez
v pfedchozim pripadé smykani, t.j. Fine, < Fr,. Velikosti sil F' a Fj za klidu
jsou opét na sobé nezavislé a po dosazeni do podminek SR vélce rovnéz velikosti
normalné a teéné slozky stykové vyslednice na sobé nezaviseji F; # g(F,).

b) Pohyb vélce po pfekonani hranice klidové stability:

pii a < a, a dosaZzeni F' = Fr, byla pravé piekonana hranice klidu a pohybu a
nastava smykani valce po podlozce rychlosti v = v4 = 0. Stejné jako u hranolu
existuje na hranici klidu a pohybu pfechodova oblast, v niz se velikost hnaci
sily F' = Fr,, potfebnad k udrzeni rovnomérného pohybu télesa rychlosti v =
va = konst # 0, vyznamné méni. Jestlize jiz nastal rovnomérny makroskopicky
pohyb, je velikost hnaci sily potfebna k jeho udrzeni mensi nez k jeho realizaci

F:FT,U<FT,0-
w
NN TR
-
- A -
oy XL e |l Fa
c) d ®)

Obr. 10.4:

pfi a > a, a dosazeni F' = Fy,, zacina valeni valce w = 0, (tomu odpovida
rychlost obecného bodu véalce v = 0, ). Pfitom nedochézi k relativnimu pohybu
v kontaktnim bodé A, t.j. v4 = 0. Pfechod z klidu do pohybu je rovnomérny (na
rozdil od pifipadu smykani). Pti valeni dochézi k deformaci téles (valce a pod-
lozky) v misté styku. V obr. 10.4a je pro ndzornost naznacena pouze deformace
podlozky. Mezni velikost sily F' = Fy,e, je v tomto piipadé zavisla na poloze jeji
nositelky a. Tato zavislost bude vysetfovana v nasledujici ¢asti experimentu.
Rovnice statické rovnovéhy (viz obr. 10.4):

F:E: F—FAtZO ___>FAt:F
F,: Fan—F =0 — =R

M,s: —Fa+F4,v =0 =F,, x=Fa=konstt = x =konst =e

2. Pfedchozi méreni opakujeme pro a = var abychom zjistili, jak zména polohy nositelky
hnaci sily ovlivni hranici klidové stability a pohybovy stav télesa. Vysledky experimentu
lze znézornit graficky (obr. 10.3c).
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a) Pokud je a < ay, nastdva smykani vélce po podloZce a stejné jako u hranolu velikost
sily Frr, i Fr, nezavisi na poloze nositelky a.

b) Pfi a > a, dochazi k valeni vélce po podloZce a naméfené vysledky lze aproximovat
hyperbolickou zavislosti F' - a = konst

3. Podobné jako u hranolu nés opét zajiméa prechod z klidu do pohybu v = 0, resp. udrzovani
rovnomeérného pohybu v = konst pri smykani nebo analogické stavy w = 0, resp. w =
konst pfi valeni. V obou pfipadech postupné ménime velikost pritlacné sily F; = var a
urcujeme velikost F' potfebnou k realizaci pozadovaného pohybového stavu. Z vysledkt
meéreni 1ze vyvodit néasledujici zavéry:

- pfi a < a, za pohybu nastéava smykani (stejné jako u hranolu). Mezi slozkami silové
stykové vyslednice existuje jiz uvadéna linearni zavislost Fp = konst - F,, = f F,.

- pfi a > a, nastava valeni a namérené vysledky lze aproximovat zavislosti FTla =
konst = e. Momentova podminka SR valce M4 — M, 4 = 0 vyjadiuje rovnovahu mezi
hnacim momentem M, = F - a a pasivnim odporem proti pohybu M,4 = Fy, - €.
Veli¢ina e [mm], kterd vyjadiuje posunuti nositelky normalné slozky stykové sily

vzhledem k bodu A, je oznacovana jako rameno valivého odporu.

Zobecnéni vysledku a formulace teorie tuhého valeni

V pripadé experimentu s valcem meéla stykova vazba mezi valcem a podlozkou charakter
podpory. Poznatky, které jsme na zakladé experimentu ziskali, zopakujeme, doplnime a utii-
dime. Z analyzy prtibéhu a vysledkl experimentu je zfejmé, Ze na rozdil od smykani je pii
valeni pfechod z klidu do pohybu stabilni. Velikost momentu valivého odporu Mo v podpore
A urcéime ze vztahu M,, = F4, e. Moment valivého odporu je vzdy orientovan proti pohybu
t.j. €u,, = —€,. Veli¢ina e [mm]|, oznac¢ovana jako rameno valivého odporu, v sobé zahrnuje
implicitné ty vlastnosti styku, které nebyly uvazeny v modelu geometrie stykajicich se téles
(uvazujicim geometricky dokonalé povrchy a bodovy kontakt). Rameno valivého odporu je
obecné zavislé na materidlech téles, nerovnostech a na deformaci téles v blizkém okoli jejich
styku. Vypoctovy model tuhého valeni neuvazuje zménu velikosti e se zatizenim t.j. e # g(F},).
Hodnoty ramene valivého odporu se pohybuji fddové v mezich 1072 a7 10! [mm)] a lze je najit v
technickych pfiru¢kach. Nékteré orientacni hodnoty e [mm] uvadéné v literatute: kalené ocel -
kalena ocel 0,01 — 0,1, ocel - ocel 0,5, ocel - dfevo 0,7 — 0,9, dfevo - dfevo 0,5 — 1,5, pneu auto
- vozovka 3 — 10 (podle typu vzorku), pneu bicykl - vozovka 2 — 5 (podle typu vzorku) atd. P¥i
vypoctovém Feseni je nutno vzdy uvazit moznost odchylek od tabulkovych hodnot uvadénych
v technické literatute.

ZAavér:

a) Valec i podlozka maji v kontaktu mikroskopicky drsny povrch, stykovy ttvar I'y o malé
stykové plose mtizeme z makroskopického hlediska povazovat za bodovy. Diisledkem toho
je velky stykovy tlak a vyznamna makroskopicka deformace Iy a jeho okoli.

b) Podstatou pasivniho odporu pfi smykani valce, popsaného tfeci silou Fr = F,, f, je pre-
devsim deformace a porusovani mikronerovnosti. Udrzovani pohybu je podminéno doda-
vanim mechanické energie, ktera se nevratné meéni v teplo.

c) Podstatou pasivniho odporu pii valeni vélce, popsaného momentem valivého odporu
M, = F, e, je predev§im makroskopicka deformace podlozky a valce v I'y a jeho okoli.
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Jestlize dochézi k valeni, musime télesu dodavat mechanickou energii, ktera se v misté
styku méni nevratné na teplo a zbytkovou energii napjatosti akumulovanou v télesech.

d) Mezi velikosti momentu hnaci sily M4 = Fa k bodu dotyku A a pohybem télesa pfi
valeni plati tyto relace:

je-li Fla < Fye (pii F < Fy f,) — téleso je v klidu w =0

( )
je-li Fa= Fye (pii F < F} f,) — za¢ina valeni télesa w = 0
je-li Fa= Fye (pfi F < F} f,) — rovnomérné valeni télesa w = konst
( )

je-li Fla < Fye (pii F' < F} f,) — nerovhomérné valeni télesa w # konst

e) Pasivni ucinky jsou vzdy orientovany proti pohybu télesa.

10.1.2 Obecné zavéry vyplyvajici z experimenti a z praxe

V historii mechaniky byly popsané experimenty mnohokrat opakovany a o pravdivosti tvrzeni
z nich vyvozenych se lze pfesvédcit improvizovanymi pokusy a pozorovanim jevi probihajicich
kolem nas. Prokazaly, ze je-li silové plisobeni ve sméru geometricky mozného pohybu z hlediska
feseného problému podstatné, pak pro popis silovych podminek ve styku, které jsou vyznamné
zavislé na charakteru pohybu, musime pouzit model NNTP.

V tuvodni kapitole byly podstatné vlastnosti stykovych vazeb NNTP formulovany do
axiomu o styku téles, vyjadiujiciho, ze relativni pohyb v kazdém bodé I'y zatizeného styku
téles:

a) je omezen ve sméru normély v disledku neprostupnosti téles
b) jeho ovliviiovani v te¢ném sméru zavisi na podminkach ve styku

c) jeho udrzeni vyzaduje dodavéni mechanické prace, kterd se nevratné méni v teplo.

10.2 Aplikace teorie coulombovského smykového tifeni
a tuhého valeni

Zakladni vztahy silového ptisobeni pro nejjednodussi modely NNTP styku t.j. coulombovské
tfeni a tuhé valeni jsme vymezili v predchozim odstavci. Déle se budeme zabyvat uvolnénim
zakladnich stykovych vazeb s uvazenim uvedenych modelt styku. Vzhledem k tomu, ze silové
pusobeni v téchto pripadech vyznamné zavisi na charakteru pohybu, musime pii uvoliiovani
vazeb uvazovat konstrukcéni provedeni vazby a ulozeni télesa, které jsou z hlediska pohybu
podstatné.

10.2.1 Posuvna vazba

Vazba mezi hranolem a podlozkou u experimentu méla charakter jednostranné posuvné vazby.
V pripadé jednostranné posuvné vazby mize z pohybového hlediska nastat klid nebo smykani
nebo mizZe dojit ke zméné charakteru vazby (na obecnou pfi preklapéni hranolu), pfipadné i ke
zruseni kontaktu. Funkéni posuvna vazba odnima télesu dva stupné volnosti. Dale jsou uvedena
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Obr. 10.5: Uvolnéni posuvné vazby

uvolnéni télesa vazaného posuvnou vazbou (obr. 10.5) a odpovidajici vztahy a zavislosti pro
pohybové stavy klidu v = 0 a smykani konstantni rychlosti v = konst.

Pohybovy stav

klid smykani

Pocet odebiranych stupnt volnosti

(=2

Mnozina NP

Stykova zavislost

neexistuje Far = [ Fan

Podminky realizace pohybového stavu

F=Fy<fFa F=Fur=[fFa
T < x <
Fy,, tlakova Fy,, tlakova
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Nositelka vysledné stykové sily svira s norma-
lou ke stykové plose thel ¢ tak, zZe jeji te¢na slozka -
pusobi proti pohybu. To plati i pro kazdou elemen- ¥ = konst

— i
tarni silu v elementu stykové plochy. Tteci tihel ur- -
¢ime ze vztahu ¢ = arctan % = arctan f, viz obr. F
10.6.
10.2.2 Téleso uloZené v klinové drazce A”“'a
g F=f

Zabyvejme se pripadem, kdy je téleso se zakladnim

télesem vazano posuvné, pricemz stykovou plochu Obr. 10.6:

tvori klinova drazka (vedeni stolt obrabécich strojt

atd.) viz. obr. 10.7a. Cilem je odvozeni vztahu pro

potfebnou velikost hnaci sily F plsobici na dané nositelce, ma-li se téleso v drazce posou-
vat konstantni rychlosti v = konst. Uvazme stejnou hodnotu soucinitele smykového tieni v
obou podoblastech styku f = konst. Geometrickéa konfigurace a zatizeni jsou ziejmé z obrazku.
Podminky statické rovnovédhy uvolnéného télesa (viz obr. 10.7b):

Obr. 10.7:

F,: F,icosa; — Facosas =0
Fy: Foisinag + Fpasinay — Fp =0
Fz: —F + (Fnl + an)f =0

Vhodnymi algebraickymi tipravami obdrzime z prvni a druhé rovnice rovnovahy obdrzime

COS (vg Cos (g

Fnl — FQ an — FQ

sin(a; + az) sin(ay + az)

Po dosazeni do silové podminky rovnovahy ve sméru osy z dostavame:

COS (v] + COS (g

F=F
of sin(oq + ag)

Tento vztah lze formalné upravit na tvar I’ = Fy fr, kde velicina fr = % je ozna-

covana jako soucinitel tfeni v klinové drazce. Je zfejmé, ze veli¢ina fr je zavisla na souciniteli
smykového tfeni f a geometrii drazky.
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10.2.3 Pasové treni

Pti pohybu lan, fementi, ocelovych past po zakiiveném povrchu téles dochazi ve stykovych
plochéach ke smykani, které oznacujeme jako pasové nebo vldknové tieni (viz. smykani lana
po pevné kladce, pasové brzdy atd.). Vztah pro vldknové tfeni odvodime pro dokonale ohebné,
neprodluzitelné vlakno pohybujici se po vypouklé plose télesa konstantni rychlosti. Tiha vlakna
vzhledem k ostatnim sildm je nepodstatna. Hodnotu soucinitele smykového tieni v celém kon-
taktu predpokladame konstantni. P¥i popsaném rovnomérném pohybu vldkna je kazdy jeho
element ve statické rovnovaze. Vztah pro vlaknové tieni odvodime z podminek statické rovno-
vahy uvolnéného elementu viz obrazek obr. 10.8.

—— -
dy {- konst # 0

fo

Obr. 10.8:
d d
F,: (F+dF)cos7w—Fcos7w—dFT:O
F,: an—(F+dF)sin%—Fsin%:O

dFy = fdF,

Po dosazeni cos % =1, sin % = %, algebraickych upravach a vylouceni diferencialnich velic¢in

vyssich fadi obdrzime:

dF — fdF, =0

2
L= fdy |f
dF, — Fdip = 0 !

ln?—f:foz

} dF — fFdy =0
Podminkou rovnomérného pohybu péasu je
F2 = F1 eaf

Je zfejmé, ze pomér sil Fy/F) je zavisly pouze na hodnoté soucinitele smykového tfeni f a na
tthlu opésani a. Pro Fy/F, < e/ relativni pohyb v kontaktu nenastane, pii Fy/F; > ¢*/ neni
pohyb pasu rovnomeérny.
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10.2.4 Radialni ¢epy — rotac¢ni vazba

Zakladni poznatky o vysledném silovém ptisobeni v posuvné vazbé a v podpore jsme ziskali
vyhodnocenim a zobecnénim vysledkil experimentu, provedeného na tirovni vysledného silového
pusobeni. Modelovymi stykovymi utvary I's téchto vazeb jsou oblast rovinna resp. bod, realitu
smykani v téchto vazbach lze s dostatecnou presnosti popsat s pouzitim modelu coulombovského
smykového tieni. Efektivni uvolnéni téchto vazeb je provadéno pro vysledné silové piisobeni.

Modelovym stykovym tutvarem rotacni vazby je c¢ast valcové plochy, ve které za po-
hybu dochéazi mezi télesy ke smykani. Podstata smykani je stejna jako u pfedchozich vazeb, na
urovni coulombovského smykového tieni jsme ji popsali pfi zobecnéni vysledkil experimentu.
Tento vypoctovy model je vSak pouzitelny pouze pro feSeni pripadii, kdy dochéazi ke vzajem-
nému kontaktu téles v Iy a kdy ¢ep neplave na olejovém filmu (k tomu dochazi na zacatku
rozbéhu hiidele, model nelze pouzit pro kluzna loziska mazand tlakovym olejem). Coulombov-
ské smykové tfeni pouzijeme pro feseni silovych poméri v rotac¢ni vazbé. Uvolnéni objimky je

Obr. 10.9:

znazornéno na obr. 10.9b. Za pfedpokladu, Ze se objimka otac¢i konstantni thlovou rychlosti
w = konst, jsme opravnéni pro feseni silovych pomért pouzit podminek statické rovnovahy.

F,: —Fcosa+/(pncosg0+stincp)dS:0
Ts
Fy: Fsina—i-/(aningO—pTCOS(p)dS:0
Is
M.s: Fa—/répTdS:0
Ts

pricemz pr = f pn; Mé:/TéPTdS:/TéfpndS
T s
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Velicinu M, kterd vyjadiuje vysledny pasivni c¢inek ptlisobici -
proti pohybu v rota¢ni vazbé, nazyvame momentem cepového F
tfeni radialniho cepu.

Rotacni vazba patii k nejbéznéjsim a nejvyznamnéjsim o /
vazbam ve strojirenstvi. Vztah pro uréeni momentu ¢epového
tfeni je jednoduchy, jeho feseni vsak predpoklada znalost stykové
oblasti I'; a v ni rozlozeni normélného tlaku p,(¢). Rozlozeni
norméalného tlaku a geometrii stykové oblasti lze urcit resenim
kontaktniho problému, ktery patii k slozitym tiloham mechaniky
téles, presahujicim ramec zakladniho studia. Pro ur¢eni momentu
¢epového tieni (v rotacni vazbé A, viz obr. 10.10) za podminek
odpovidajicich modelu coulombovského smykového tieni se pou-

7iva vztah
Mea = Fapre =r1¢ Fa sinpe = 1 fe Fa = 1 fe | F3, + F,

Oznaceni velidin:

Obr. 10.10:

M4 je moment Cepového tieni radialniho ¢epu A

fe je soucinitel ¢epového tieni radidlniho ¢epu, ktery zavisi na souciniteli tfeni f a rozlozeni
tlaku p, (). Hodnota soucinitele f; je zpravidla uréovana experimentalné

Faz, Fa, jsou soufadnice silové stykové vyslednice urcované z podminek statické rovno-
vahy

Télesa vazana rotacni vazbou pii uvazovani styku NNTP mohou byt v relativnim klidu

w = 0 nebo pohybu w # 0. Déle uvedeme uvolnéni pro oba mozné pohybové stavy (viz. obr.
10.11).

- - {_l: - E}— F'_-
';;lj' e Ay
H'q ——i
¥ il
Mag =
Fax Fax
Obr. 10.11: Uvolnéni rotacni vazby
Pohybovy stav
klid smykani

Pocet odebiranych stupiu volnosti
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(=2
MnozZina NP
NP = {Fay, Fay, M4} NP = {Faz, Fay}
©w=3 p=2

Stykova zavislost

neexistuje Mea = re fe \/ F3, + Fley

10.2.5 Axialni ¢epy

Predpokladejme, Ze pro popis smykani ve stykové plose
axialniho ¢epu (obr. 10.12) je mozno pouzit model coulom-
bovského smykového tieni (dochdzi ke vzajemnému kontaktu
téles v Iy a ¢ep neplave na olejovém filmu) dFr = fdF, a
€p;, = —€,. Vysledny pasivni Gc¢inek je zavisly na rozlozeni
tlaku p,(r) ve stykové plose. Vzhledem k obtiZznosti urceni
rozloZeni stykového tlaku (kontaktni problém) se ve stroji-
renstvi pro modelovani jeho rozlozeni bézné pouzivaji dale
uvedené vztahy, urcené na experimentalnim zakladé a pro-
voznich zkuSenostech:

pn = konst u nezabéhanych cepti
Pn -7 = konst u zabéhanych cept

a) Nezabé&hany cep:
e,
P = ——5———~ = konst
m(ry —ri)
dS =2nrdr, dF,=2wrdrp,
2r2dr F,
dM(; — dFTr = den'r = %

3 3

T2 T2
M, = /dMé _ 2o f r2 dr — EFQf T; — T; Obr. 10.12:
T1

2 2

T1
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b) Zab&hany ¢ep:

pn 1T = konst = K

T2

Fo = /27rrdrpn =21 K (ro —ry)

1

13
dtud K=p,r=——"5—
odiu PnT 27T(7"2—7“1)

dMg = dFrr = frdF, = frp,2nrdr = fr2rm Kdr

+ 7o
M,= [dM, = —2 (22—, 1
/ 2(7"2 — 7”1) (TQ 7’1) Qf 9

Z predchozich vztaht je zfejmé, Ze pasivni
odpor, charakterizovany momentem ¢epového tieni
Mz, je zavisly na souciniteli smykového tieni f,
na rozlozeni stykového tlaku p, a na geometrii
¢epu (Cep s vybranim nebo bez néj). Odvozené
vztahy lze zobecnit do tvaru

M = Fg fere

v némz veli¢ina f;, ktera zavisi na souciniteli smy-
kového tieni a rozloZeni stykového tlaku p,(r), je
oznacovana jako soucinitel ¢epového tieni axial-
niho c¢epu a veli¢ina r¢ zavisi na geometrii ¢epu.

10.2.6 Sroubova vazba

Cilem vypoctového feseni je urceni potiebné ve-
likosti momentu silové dvojice, ktera vyvola ota-
¢eni Sroubu ulozeného v nepohyblivé matici a za-
tiZeného osovou silou F' , konstantni tthlovou rych-
losti. Vysledny pasivni tcinek je zavisly na kon-
krétnim provedeni profilu zavitu, kterym je ovliv-
néna geometrie styku a rozlozeni stykového tlaku.
Ilustrativni ukazku odvozeni provedeme pro tra-
pezovy profil zavitu za predpokladu rovnomeér-
ného rozlozeni tlaku ve stykové plose. Uvolnéni
styku elementu Sroubu (pfi zvedéani) je znazor-
néno na obrazku obr. 10.13. Podminky statické
rovnovahy elementu v souradnicovém tvaru:

F,: dF — dFrcosa — dF, sina =0
F,: —dFg +dF, cosa — dFrsina =0

Obr. 10.13:
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Po dosazeni za dFr = f dF,, a jednoduché algebraické tipravé obdrzime:

dF:dFchosoz+s%noz _ ar, f+tana _
cosa — fsina 1— ftana
t t
=dFy anp+tana = dFgtan(a+ ¢)

1 —tanptana
Analogicky pfi spousténi
dF = dFgtan(a — @)

Potfebnou velikost hnactho momentu pro rovnomérné zvedani (index 1) resp. pro rovnomérné
spousténi (index 2) uréime ze vztahu

Fq

Mo = /'r’s tan(a £ ) dFg = rs F tan(a £ ¢)
0

Ze vztahu vyplyva, Ze je-li a < ¢, pak tan(a — ¢) < 0 a My < 0. Pfi spousténi tedy
musi pusobit hnaci silova dvojice My orientovana ve sméru pozadované rotace sroubu. Pokud
je My = 0 pak pohyb nenastava t.j. nedochazi k samovolnému spousténi. V téchto piipadech
sroubovou vazbu oznacujeme jako samosvornou.

10.2.7 Obecna vazba — podpora

Je-li téleso vazano k jinému télesu vazbou typu podpora, pak v podporfe muze nastat klid,
smykéni, valeni nebo ztrata kontaktu (podminénd funkénost podpory). Skuteény pohybovy stav
télesa zavisi na jeho ulozeni (charakterizovaném mnozinou vsech jeho stykovych vazeb s okolim)
a na silovém ptisobeni na né. Jestlize v podpore nastava smykani, pak vazba odnima télesu jeden
stupen volnosti, v pfipadé valeni dva, protoze otaceni télesa kolem osy z a jeho posuv ve sméru
osy x jsou vzajemné linedrné zavislé. Tato zavislost je popsana vztahem v = & x 7. Uvolnéni
télesa pro jednotlivé pohybové stavy (viz. obr. 10.14) a statické vypoctové fesSeni provedeme za
predpokladu, Ze bud je téleso v klidu (v = 0 a w = 0), nebo se pohybuje konstantni rychlosti
(v =konst a w = 0 resp. v =0 a w = konst pfi smykani, nebo w = konst a v = w r p¥i valeni).

Obr. 10.14: Uvolnéni obecné vazby

Pohybovy stav
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klid

NP = {Fat, Fan,x}

N:

neexistuje

F < Fyp =Fa f
Fa< Fy,e= Myu

Fy,, tlakova

smykani

Pocet odebiranych stupni volnosti

C=1

MnozZina NP

NP = {Fy,,z}
p=2

Stykova zavislost

Far = f Fa,

valeni

NP = {Fan, Fa}
p=2

MUA:FAne

Podminky realizace pohybového stavu

r<e
Fy,, tlakova

Far < Far = Fap f
Fy,, tlakova

P1i uvoliovani vazby na zacatku vypoctového feSeni lﬁ':—_ =4
jesté nevime, jaky pohybovy stav ve vazbé realné nastane. ra rurmra
Je-1i z hlediska ulozeni télesa mozné valeni, pak je predpokla- ]
dame. Pri béznych podminkach ve styku je valeni pravdépo- * A . B
dobnéjsi nez smykani. Po urceni neznamych parametri mu- 3 Jud [
sime vzdy zkontrolovat splnéni podminky pfedpokladaného 1
pohybového stavu — v tomto pfipadé valeni. Podminka valeni 2= PACR o
mé tvar Fyy < Far = f Fa,. V pfipadé, ze podminka neni i fan
splnéna, musime feseni opakovat s predpokladem smykani. V _-H:-_..*._
prirodé jde vybér realného pohybového stavu cestou minima Obr. 10.15-

mechanické energie potiebné k realizaci pohybu. Redlné na-
stane ten z geometricky moznjch pohybovych stavii, ktery pro svoji realizaci potfebuje méné

mechanické prace.

Je-li v podpotfe mozné pouze smykani (viz obr. 10.15 v podpofe A), pak vyoseni x
nositelky normaéalné sily je u vétsiny pripadt z hlediska feseného problému nepodstatné a lze je

zanedbat.
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10.3 Staticka rovnovaha pohyblivé uloZeného télesa

P¥i pohyblivém uloZeni mé téleso i = i, — (>_ (; — 1) > 0 stupnd volnosti. Zakladni statickou
ulohou je feseni SR télesa pro piipady kdy:

- nebyla dosazena hranice klidové stability a téleso setrvava v klidu (v = 0, w = 0)
- po prekroceni hranice klidové stability pravé nastal pohyb (v = 0,, w = 0)
- mé byt udrzovan rovnomérny pohyb (v = konst,w = konst)
Analyzujme mozné piipady pohyblivého uloZeni télesa i > 0 (pro jednoduchost se zamé-
fime na rovinné tlohy):
a) Rotacni vazba (kdr — ( =2 — i = 1) — tento piipad byl feSen pfi vykladu rota¢ni vazby.
b) Posuvna vazba (kdp - (=2 —i=1)

- Jednostranna (podminéné funkéni) — tento piipad byl feSen pii vykladu posuvné
vazby.

- Oboustranna (vzdy funkéni) — praktickym piipadem této vazby je smykadlo (obr.
10.16a), pouzivané bézné v praktickych strojirenskych aplikacich.

t

\_ ez = A
N
"'.,‘|I|I - g
3 B Pttt
"\-\‘ L]
k T a o

- v | o

r3 a) = b

z 4

Obr. 10.16:

Cilem statického Teseni je urceni potiebné velikosti hnaci sily F ptisobici na dané
nositelce ve sméru pozadovaného pohybu, aby bylo dosazeno rovnomérné posouvani
télesa rychlosti v = konst, analyza moznych pohybovych stavii télesa a jejich re-
alnosti. Velikost hnaci sily urc¢ime z podminek statické rovnovahy za predpokladu
fa = fp = f. Z uvolnéni télesa (obr. 10.16b) :

Fa, = fFan, Fp,=fFpn

F,: F—Fy —Fp =0 — F=f(Fa+ Fg)
Fy: FAn_FBnZO—)FAn:FBna F:2fFBn

b b
szl FAT§_FBT§_FBTLZ+FGZO
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Po jednoduché algebraické tpravé obrzime:

l

Fg,l=Fa, Fﬁ:Fa
Je-li:
a = % — téleso T se pohybuje rychlosti v = konst
a < % — téleso T se pohybuje rychlosti v # konst
a>% — téleso T je v klidu v =0

a to pii libovolné velikosti sily F.

Posledné uvedeny stav, kdy pro a > % je téleso v klidu pfti libovolné velikosti sily F ,
je oznacovan jako vzpficeni télesa. Bézné je stav vzpriceni pfi provozu mechanismi
nezaddouci, existuji vSak piipady pozitivniho vyuziti tohoto jevu (napf. stolaiska
ztuzidla nebo stoupaci Zeleza na sloupy el. vedeni).

¢) Obecnd vazba typu podpora (kdo — v pfipadé valeni ( = 2 — ¢ = 1, v pfipadé smykani
¢ =1—1i=2). Oba pfipady byly feseny pii vykladu obecné vazby.

d) Dvé podpory (¢ = 2,7 = 1). Pokud jsou obé podpory zatizené (t.j. funkéni) je v obou
mozné pouze smykani (viz obr. 10.15 u vykladu obecné vazby) a vyoseni nositelky nor-
malné sily je u vétsiny pripadt z hlediska feseného problému nepodstatné. Pokud je
funké¢ni jen jedna z podpor, je pravdépodobné pieklapéni télesa kolem ni t.j. valeni. Pti
vypoctovém feseni je nutno vzdy provést kontrolu stykovych podminek v jednotlivych
podporach a rozhodnout o realnosti predpokldadaného pohybového stavu télesa. Pii po-
kusu o feseni SR télesa, ulozeného pohyblivé na dvou podporéch, za klidu t.j. pro v =0
zjistime, ze v tomto pripadé neni splnéna nutna podminka statické urcitosti tlohy vy-
zadujici aby p = v A . + pyr < vy Tento poznatek lze zobecnit a konstatovat: za
klidu vede feseni SR télesa, vazaného vice nez jednou stykovou vazbou, vzdy na staticky
neurcitou ulohu.

10.4 Staticka rovnovaha soustav téles s pasivnimi vazbami

Je zirejmé, ze k ovliviiovani pohybu pasivnimi odpory miize dojit pouze u pohyblivych soustav
(t.j. u mechanismi, diferencialt ...). UvaZovani pasivnich odporii pii statickém FeSeni nepo-
hyblivych soustav téles (napf. prutovych soustav) nemé smysl. Na za¢atku statického Feseni je
tedy nutno vzdy analyzovat pohyblivost soustavy (provést kinematicky rozbor).

Pti vypoctovém feseni SR soustav téles s vazbami s pasivnimi odpory lze rozlisit tii
zékladni typy tloh:

1. Nenastal pohyb a pti ptisobeni vnéjsich silovych ucinkt setrvava pohybliva soustava téles
v klidu. Nebyla dosud prekonana hranice klidové stability a tloha feseni SR soustavy za
klidu je staticky neurcité.

2. Nastava pohyb vsech pohyblivé ulozenych téles v soustavé a pohybovy stav vSech téles je
jednoznaé¢né urcen (uloZeni neobsahuje obecnou vazbu s moznosti valeni nebo smykani).
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Cilem vypoctového Teseni je:

a) Ur¢it hodnoty NP neuplné zadanych vnéjsich silovych prvki silové soustavy m spl-
nujicich pravé podminku SR soustavy téles za pohybu.

b) Uré¢it hodnoty NP neuplné zadanych stykovych vyslednic soustavy .

c) Ovérit, zda pozadovany (predpokladany) pohybovy stav miize redlné nastat (kont-
rola funkénosti jednostrannych stykovych vazeb).

Algoritmus vypoc¢tového Feseni:

a) Rozbor zadani, kontrola pohyblivosti soustavy téles.

b) Uréeni charakteru relativniho pohybu v jednotlivych vazbach a jeho znazornéni na
osamostatnénych télesech.

c) Uvolnéni téles pii respektovani relativniho pohybu a orientaci jeho ovliviiovani v
kazdé stykové vazbé (kazdy pasivni odpor pisobi vzdy proti relativnimu pohybu).

d) Staticky rozbor — stanoveni mnoziny NP, pouZitelnych statickych podminek a kont-
rola splnéni nutné podminky statické urcitosti ulohy.

e) Sestaveni soustavy statickych rovnic pro uréeni NP, pfi¢emz zavislé parametry ZP
jsou z rovnic vylouceny s pouzitim stykovych zavislosti.

f) Analyza soustavy stat. rovnic z hlediska jeji fesitelnosti (linearni, nelineérni) a vlastni
feSeni jehoz cilem je urceni hodnot NP.

g) Kontrola splnéni stykovych podminek

- predpokladané funkénosti jednostrannych vazeb (tlakovosti)
- skute¢ného prekonani hranice klidové stability (podminka realizace pohybu)
- skutec¢né orientace pasivnich uc¢inki proti pohybu

vvvvvv

h) Analyza vysledki vypoctového FeSeni (je znacné obtiZznéjsi nez pii pouziti modelu
vazeb bez pasivnich odporit).

3. Nastava pohyb a jednoznacné je dan pohybovy stav jen nékterych ¢lenti soustavy. U ostat-
nich téles mohou, podle skutecnych podminek ve styku, nastat odpovidajici pohybové
stavy (valeni nebo smykani), které mohou ovlivnit i pohybovy stav zbyvajicich téles sou-
stavy. Typickym ptipadem je uloZeni s obecnou vazbou (viz. déle Fesené tlohy).

Postup vypoctového feseni je v podstaté stejny jako v pripadé 2. ale:

- Na zacatku vypoctového feSeni skutecny pohybovy stav téles nezname a musime jej
odhadnout. Aby feSeni vedlo efektivné k cili, snazime se na zakladé predchozi analyzy
predpokladat ten nejpravdépodobnéjsi pohybovy stav. S timto pfedpokladem tlohu
fesime.

- V zavéru feSeni vSak vzdy musime ovérit, zda jsou skutecné splnény vsSechny pod-
minky realizace predpokladaného pohybového stavu (valeni nebo smykani a funké-
nost vazeb) a Ze tento stav pro dané podminky ve styku redlné nastane. Lze se
presvédcit, ze je realizovan pohybovy stav s miniméalni potiebnou velikosti hnaciho
silového prvku.

- Jestlize podminky realizace jsou splnény je feSeni spravné a konci. Jestlize podminky
realizace splnény nejsou a predpoklad z Gvodu feSeni neni potvrzen (predpokladany
pohybovy stav neni pii danych podminkach ve styku realny) je nutno predpoklad o
pohybovém stavu zménit a provést nové feseni s naslednou kontrolou.
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10.5 Resené tilohy

Aplikace teorie stykovych vazeb typu NNTP a algoritmus vypoctového feseni statické rovnovahy
pohyblivé ulozenych téles a jejich soustav jsou podrobné predvedeny pii feSeni nasledujicich
praktickych tloh.

Po prkné premostujicim odpadni Zlab pomalu vystu-
puje muz. Na zakladé vypoctu predikujte, zda se mu podaii
prejit bezpecné na druhou stranu. V pripadé zZe ne, urcete A
jeho polohu d v okamziku, kdy nastane nekontrolovany po-
hyb prkna. Dano: délka prkna [ = 5000 mm, thly a = 20°
a 3 = 30°, tiha Fp = 800N, soucinitele smykového t¥eni
(adheze) fa = fp =0,4.

e Rozbor zadani:

Zadani je tiplné a spravné, cil vypoctového feseni je jasné formulovan. Problém lze modelovat
a fesit jako rovinny.

- VA= 0+

Obr. 10.17:

e Mozné pohybové stavy télesa:

7 praktické zkusenosti je ziejmé, Ze téleso je ulozeno pohyblivé. V klidu setrva pokud nebude
prekonana hranice jeho klidové stability, po jejim piekonani nastava pohyb. Predpokladany
( a pravdépodobny) charakter pohybu je vyznacen na obr. 10.17.

e Specifikace stykovych vazeb télesa:

Stykové vazby A,B typu NNTP jsou podpory. Z hlediska omezovani slozek pohybu télesa
je podpofe prifazena kinematickd dvojice obecna — k.d.o. Funkénost podpory je podminéna
tlakovosti stykovych sil, tahové sily podpora neni schopna realizovat. Nefunkéni podpora pohyb
télesa neomezuje. V zavislosti na silovych podminkdch v dané podpore a na ulozeni télesa
muze ve funkéni podpore nastat klid, smykani nebo valeni. Podle charakteru realizovaného
relativniho pohybu podpora omezuje odpovidajici pocet nezavislych pohybovych parametra
— stupiitt volnosti (za klidu ¢ = 3, pfi valeni ¢ = 2, pfi smykéni ¢ = 1). Ze zndzornéného
ulozeni télesa je zfejmé, ze pii pohybu télesa nastane v podporach smykani, pricemz kazda z
nich odebere (; = 1 stupni volnosti.

e Kontrola pohyblivosti ulozeni télesa:
2

Pohyblivost télesa uréime ze vztahu =i, — (> (G —n)=3—-(1+1-0)=1
i=1

Téleso je ulozeno pohyblive, stykové vazby neza}iét’uji jeho statickou rovnovahu. Pocet ome-
zenych charakteristik deformace 1 = 0 je zfejmy z charakteru ulozeni — téleso se mize volné
deformovat. Jedna se tedy o normalni stav ulozeni.

Poznamka: Pokud neni pfekonana hranice klidové stability télesa, odebira kazda stykova vazba
NNTP stejny pocet stupiiti volnosti jako vazba pevna. Pro zajisténi klidového stavu (souvisi s
pohybem télesa jako celku) pod hranici klidové stability tedy postac¢uje pravé jedna vazba. Dalsi
funkéni vazby jiz zptsobuji omezeni druhé slozky mechanického pohybu t.jdeformace t&lesa. V
daném ptipadé jsou za klidu omezeny tfi deformac¢ni parametry (n = 3). Protoze deformacni
charakteristiky ve statice nejsou uréovany (je v ni formulovan model tuhého télesa s nepod-
statnou deformaci), neni takova tiloha ve statice fesitelnd. Pro feSeni problémi jsou ve statice
k dispozici pouze pouzitelné statické podminky. Urcovani deformacnich charakteristik téles a
popis omezeni parametri deformace deformac¢nimi podminkami bude pfedmétem pruznosti a
pevnosti.
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Po prekonani hranice klidové stability nastane pohyb, ktery v daném ptipadé neni kont-
rolovany a jeho rychlost roste. Pro feseni takového stavu nejsou statické podminky pouzitelné
(jsou formulovény pro rovnomérny pohyb dd—qg = 0). Pii statickém FeSeni se musime omezit na
stav, kdy rychlost vgy = 0 i zrychleni dzc’% = 0 jsou jesté zanedbatelné malé, t.jna stav na
hranici klidu a pohybu. Urcovani parametri pohybu télesa v zavislosti na silovém ptisobeni

bude predmétem dynamiky:.

e Uvolnéni télesa s vyznacenim relativniho pohybu v uvol-
nénych stykovych vazbach, volba vhodného soutadnicového
systému:

Pfi uvolnéni télesa (obr. 10.18) je t¥eba spravné vyznadit
predpokladany (pravdépodobny) smér relativniho pohybu
v kazdé uvolnéné stykové vazbé NNTP. Pasivni ucinky pti-
sobi vzdy proti pohybu!! Dusledkem jejich nespravné ori-
entace je zasadni chyba v feseni !!

Obr. 10.18:

e Silové soustavy piisobici na uvolnéné téleso, specifikace mnoziny neznamych nezavislych pa-
rametru stykovych vyslednic:

Na uvolnéné téleso pisobi dvé silové soustavy: soustavu zadanych (zde netplné — nezname po-
lohu nositelky) silovych prvki 7 predstavuje sila Flg, soustavu neuplné zadanych vyslednic 7y
v uvolnénych stykovych vazbich (nezndme soutadnice sil) predstavuji sily F4, Fg. Mnozina
neznamych nezavislych parametri silové soustavy m, = m U mg, ptsobici na uvolnéné téleso, je

NP:{FA’VH FBna d}

e Kontrola splnéni nutné podminky statické urcitosti:

- Pocet a typ NP silové soustavy m, je it = pgp + ptr + i =2 +1+0 = 3.

- 7 hlediska prostorového rozlozeni nositelek je mozno silovou soustavu 7, charakterizovat
jako obecnou rovinnou. Proto pocet pouzitelnych podminek statické rovnovahy je v =
VF+VM:2+]_:3

- Nutna podminka statické urc¢itosti p = v A p, + s < vy je splnéna, protoze 3=3 a 1=1.

Poznamka: Pokud neni prekonana hranice klidové stability, jsou slozky stykovych vyslednic na
sobé nezavislé. Pak mnozina NP obsahuje pu = s + p, + piyr = 4+ 240 = 6. ProtoZe charakter
silové soustavy 7, a pouzitelné podminky SR se neméni, neni nutna pominka statické urcitosti
splnéna a mira statické neurcitosti je s = p — v = 6 — 3 = 3. Za klidu je tedy uloha ttikrat
staticky neurcita a ve statice ji nelze Tesit.

e Stykové zavislosti pro pasivni ucinky:

Tyto zavislosti popisuji vztah mezi nezavislymi (NP) a zavislymi (ZP) parametry stykovych
vyslednic v jednotlivych vazbach za pohybu. V nasem pripadé se jedna o vztahy pro smykové
tfeni (coulombovské)

Far =Fan-fa a Fpr = Fp,- [B

e Sestaveni soustavy statickych rovnic a eliminace zavislych parametri (ZP) pomoci stykovych
zavislosti:

Po vyjadieni pouzitelnych statickych podminek a vylouceni zavislych parametri pomoci sty-
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kovych zavislosti obdrzime soustavu statickych rovnic pro NP

F.:  Fanfa+ Fp, (fpcosf—sinf) =0
Fy:  Fan+ Fp, (fpsinf+cosff) — Fp =0
M,a: Fppl [sina(sinf — fp cos ) + cosa(fp sinf + cos B)] — Fod cosa =0

e Reseni soustavy statickych rovnic:

V soucasné dobé je na fakulté bézné k dispozici software pro personalni pocitace, pouzitelny k
FeSeni soustav at linearnich nebo nelinearnich rovnic. P¥i feSeni vSech néasledujicich tloh bude
predpokladano jeho vyuziti. Jednodussi tlohy je mozZzno fesit i pomoci kapesni kalkulacky. V
daném pripadé je soustava statickych rovnic linedrni, po dosazeni zadanych vstupt a Teseni
obdrzime nasledujici hodnoty NP: Fy,, = 211,8 N, Fz,, = 551, 7N, d = 3869 mm.

o Zaver:
7 vypoctového teseni vyplyva, ze v daném piipadé neni mozné po prkné piejit bezpecné na
druhou stranu prekazky. Pii prekonani vzdalenosti d < [ nastava pohyb.

Pro zndmou hodnotu soucinitele adheze f, (stejnou
pro obé stykové vazby A, B) urfete vypoctové krajni
rovnovazné polohy (t.j. interval hodnot thlu «), kdy
homogenni ty¢ znazornéna na obr. 10.19, setrva v klidu.
Zadané vstupni hodnoty: [ = 1000 mm, a = 200 mm,
Fe =100N, f4 = fp =0,27.

e Rozbor zadani, mozné pohybové stavy télesa:
Zadani je tplné a spravné, cil vypoctového feseni je
zadan. Problém lze fesit jako rovinny. Téleso, které je
ulozeno pohyblivé, setrva v klidu v pripadé, kdy tecné slozky stykovych sil budou mensi nez
tfeci sily. P¥i malych hodnotach souciniteltt smykového tieni (adheze) to nemusi byt splnéno pro
zaddnou polohu télesa, pti urcité trovni soucinitelit miize existovat mnozina rovnovaznych poloh,
charakterizovana intervalem hodnot thlu a.. V tomto pripadé nastanou po prekroceni meznich
rovnovaznych poloh dva odlisné pohybové stavy. Po prekroceni krajni polohy charakterizované
mensi hodnotou uhlu « se ty¢ smyka po svislé sténé (vazba A) smérem nahoru, zatimco po
prekroceni krajni polohy charakterizované vétsi hodnotou thlu « se ty¢ smyka smérem dolt.
Statické feseni, které je mozné pro stav na hranici klidu a pohybu, provedeme pro oba mezni
pripady. Takto ur¢ime hledany interval thlu a.

Obr. 10.19:

e Specifikace stykovych vazeb télesa:

Stykové vazby A,B typu NNTP jsou podpory, které mizeme charakterizovat jako kinema-
tické dvojice obecné. Ze znazornéného ulozeni télesa je ziejmé, Ze pri pohybu tyce nastane v
podporach smykani, pricemz kazdé z nich odebere (; = 1 stupni volnosti.

e Kontrola pohyblivosti ulozeni télesa:
2

Pohyblivost télesa ur¢ime ze vztahu =i, — (> (G —n)=3—-(1+1-0)=1
i=1

Téleso je ulozeno pohyblivé, stykové vazby neza}iét’uji jeho statickou rovnovahu. Pocet ome-
zenych charakteristik deformace 1 = 0 je zfejmy z charakteru ulozeni — téleso se miize volné
deformovat. Jedna se tedy o normalni stav uloZeni.

e Uvolnéni télesa s vyznacenim relativniho pohybu v uvolnénych stykovych vazbach, volba
vhodného souradnicového systému:
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Uvolnéni tyce a vypoctové feSeni provedeme postupné pro oba mozné pripady prekroceni hra-
nice klidové stability:

a) Uvolnéni tyce ve spodni mezni poloze s vyznafenim sméru relativniho pohybu v kazdé
uvolnéné stykové vazbé NNTP je znazornéno na obr. 10.20a

b) Uvolnéni ty¢e v horni mezni poloze s vyznacenim sméru relativniho pohybu v kazdé
uvolnéné stykové vazbé NNTP je znazornéno na obr. 10.20b

Obr. 10.20:

e Silové soustavy piisobici na uvolnéné téleso, specifikace mnoziny neznamych nezavislych pa-
rametrua stykovych vyslednic:

Na uvolnéné téleso piisobi v obou piipadech dvé silové soustavy: soustavu zadanych (zde ne-
uplné — nezndme polohu nositelky) silovych prvka 7 predstavuje sila ﬁg, soustavu neuplné
zadanych vyslednic mr v uvolnénych stykovych vazbach (nezndme soufadnice sil) predstavuji
sily F A, F'5. Mnozina neznamych nezavislych parametri silové soustavy m, = 7 U mg, ptsobici
na uvolnéné téleso, v obou pripadech je

NP:{FAna FBTw Oé}

e Kontrola splnéni nutné podminky statické urcitosti:

- Pocet a typ NP silové soustavy m, je = py + por + piar =2 +1+0 = 3.

- 7 hlediska prostorového rozlozeni nositelek je mozno silovou soustavu 7, charakterizovat
jako obecnou rovinnou. Proto pocet pouzitelnych podminek statické rovnovahy je v =
vpt+rvy=2+1=23.

- Nutna podminka statické urc¢itosti p = v A p, 4+ pupyr < vy je splnéna, protoze 3=3 a 1=1.
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ad.a) F_: Fu, — Fp,(f cosa+sina) =0
Fy:  —Faf—Fp, (fsina—cosa) — Fg =0

l
M.p: Fapa(f +tana) — Fg (5 cosa—a) =0

ad.b) F_:  Fa,+ Fp,(f cosa —sina) =0

xT

F,: Fanf+ Fp, (fsina+cosa) — Fg=0

l
M.g: Fapa(tana — f) + Fg (a—§ cosa) =0

e Reseni soustavy statickych rovnic:
V daném pripadé je soustava statickych rovnic nelinearni, po dosazeni zadanych vstupt a reseni
obdrzime nésledujici hodnoty NP:

ad.a) Fu, = 137,6N, Fp, = 187,6N, a = 30°.
ad.b) Fu, = 60,3N, Fg, = 99,6N, a = 50, 9°.

o Zavér:
Z vypoctového TeSeni vyplyva, ze mnozina klidovych rovnovaznych poloh tyce je charakterizo-
vana intervalem thlu a € (30%; 50,9°).

Urcete thel sklonu naklonéné roviny «, kdy se civka, zndzornéna O
na obr. 10.21 zacne pohybovat. Specifikujte jeji pohybovy stav. Je dano: /
R =200mm, Fz =1000N, f4 =0,15, e4 = 0,8 mm.

e Rozbor zadani: 4
Zadani je uplné a spravné, cil vypoctového feseni je formulovan. Problém A
lze modelovat a fesit jako rovinny. Obr. 10.21:

e Mozné pohybové stavy télesa:
Z praktické zkusenosti je ziejmé, ze téleso je ulozeno pohyblivé. V klidu setrva, pokud nebude
prekonana hranice jeho klidové stability, po jejim prekonani nastava pohyb.

e Specifikace stykovych vazeb télesa:

Stykova vazba A je typu NNTP. Z hlediska omezovani slozek pohybu télesa je podpotfe A
prifrazena kinematicka dvojice obecnd — k.d.o. V zavislosti na silovych podminkach mtize pfti
pohybu nastat ve stykovém utvaru A smykani nebo valeni. Podle charakteru realizovaného
relativniho pohybu podpora omezuje odpovidajici pocet stuptd volnosti — pii valeni ( = 2, pfi
smykéani ¢ = 1. Na zacatku vypoctového feseni charakter realizovaného pohybu nezname, proto
je tfeba jej kvalifikované odhadnout. Pokud se fesenim potvrdi, Ze pfedpoklad o pohybu byl
spravny, feSeni konci. V pripadé, ze podminka realizace predpokladaného pohybového stavu
neni splnéna, je nutno predpoklad zménit a feSeni provést znovu. Praxi mame ovéreno, ze po
prekonani hranice klidové stability nastane pti béznych podminkach ve styku valeni. Podminkou
realizace valeni je, aby tecna slozka stykové sily, potiebna pro valeni, byla mensi nez tieci sila
t.j. Fay < Far (nepfekonana hranice klidové stability pro smykani).
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e Kontrola pohyblivosti ulozeni télesa:

Za predpokladu valeni je pohyblivost télesa
i=i,—((=n)=3-02-0)=1

Téleso je ulozeno pohyblivé, stykové vazby nezajistuji jeho statickou

rovnovahu. Pocet omezenych charakteristik deformace n = 0 je zfejmy

z charakteru ulozeni — téleso se mtze volné deformovat. Jedna se tedy

o normalni stav ulozeni.

Obr. 10.22:

e Uvolnéni télesa s vyznacenim relativniho pohybu v uvolnéné stykové

vazbé, volba vhodného soutadnicového systému:

P¥i uvolnéni télesa (obr. 10.22) je tfeba spravné vyznacit predpokladany (pravdépodobny) smér
relativniho pohybu v uvolnéné stykové vazbé NNTP a zavést pasivni acinky, které vzdy ptisobi
proti pohybu.

e Silové soustavy piisobici na uvolnéné téleso, specifikace mnoziny neznamych nezavislych pa-
rametrua stykovych vyslednic:

Na uvolnéné téleso ptlisobi dvé silové soustavy: soustavu zadanych silovych prvka « predstavuje
sila ﬁg (zde netplné — neznadme smér nositelky sily ﬁG v zavedeném s.s.), soustavu nediplné
zadanych vyslednic 7 v uvolnénych stykovych vazbach predstavuje stykova sila F4. Mnozina
neznamych nezavislych parametri silové soustavy m, = m U mg, ptsobici na uvolnéné téleso, je

NP = {Fapn, Fa, a}

e Kontrola splnéni nutné podminky statické urcitosti:

e Pocet a typ NP silové soustavy m, je pp = piy + i +ppr =3 +0+0 = 3.

e 7 hlediska prostorového rozlozeni nositelek je mozno silovou soustavu 7, charakterizovat
jako obecnou rovinnou. Proto pocet pouzitelnych podminek statické rovnovahy je
v=vrp+vy=2+1=3.

e Nutnd podminka statické urcitosti u = v A p, + uy < var je splnéna, protoze 3=3 a
0<1.

e Stykové zavislosti pro pasivni ucinky:

V daném pfipadé se jedna o vztah pro valivy odpor (tuhé valeni)

Mya = Fan -€a

e Sestaveni soustavy statickych rovnic a eliminace zavislych parametri (ZP) pomoci stykovych
zavislosti:

Po vyjadreni pouzitelnych statickych podminek a vylouceni zavislého parametru M, 4 obdrzime
soustavu statickych rovnic pro NP

F.: —Fgsina+ Fy =0

Fy: —Fgcosa+ Fy, =0

M,s: FeRsina— Fy,eq =0

e Reseni soustavy statickych rovnic:

Soustava statickych rovnic je v daném pfipadé nelinearni, po dosazeni zadanych vstupt a feseni
obdrzime nasledujici hodnoty NP: Fly,, = 1000N, Fy; = 5N, a = 0, 229°.
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o Zavér:

Pomoci vztahu Far = Fly, f4 je mozno urcit velikost tfeci sily Fur = 150N. Z kontroly
podminky valeni vyplyva, ze relace Fy; < Far je splnéna a predpokladany pohybovy stav
realné nastane.

Urcete thel sklonu naklonéné roviny « (obr. 10.23), kdy se
civka, na kterou je navinuto lano vazané k zakladnimu télesu, zacne
pohybovat. Specifikujte jeji pohybovy stav a porovnejte vysledky
s TeSenim predchozi dlohy. Je dano: R = 200mm, F; = 1000 N,
fA = O7 15, €A = O,Smm.

e Rozbor zadani:
Zadani je tplné a spravné, cil vypoctového teSeni je formulovan. Obr. 10.23:
Problém budeme modelovat a fesit jako rovinny.

e Mozné pohybové stavy télesa:

Stejné jako v predchozi tloze je téleso ulozeno pohyblive. V klidu setrva, pokud nebude pfre-
konana hranice jeho klidové stability, po jejim prekonani nastane pohyb. Pti pohybu se bude
odvijet lano navinuté na civce, otacejici se civka se bude smykat po naklonéné roviné.

e Specifikace stykovych vazeb télesa:

Stykova vazba A je podpora typu NNTP, vazba B je vazba lanem, kterou lze modelovat jako
vazbu NNTN. Z hlediska omezovani slozek pohybu télesa je podpofe A i lanu B pfifazena
kinematicka dvojice obecna — k.d.o. P¥i pohybu mtze ve vazbé A nastat pouze smykani, moznost
valeni je vyloucena ulozenim télesa a charakterem vnéjsiho silového piisobeni. Mozny pohybovy
stav télesa je tak jednoznac¢né dan.

e Kontrola pohyblivosti uloZzeni télesa:
2

Pti smykani ve vazbé A je pohyblivost télesa i=1i,— (D¢ —n)=3—-(14+41-0)=1
i=1

Téleso je ulozeno pohyblive, stykové vazby nezajistuji jeﬁo statickou rovnovahu. Pocet ome-
zenych charakteristik deformace = 0 je zfejmy z charakteru uloZeni — téleso se mize volné
deformovat. Jedna se tedy o normalni stav ulozeni.

e Uvolnéni télesa s vyznacenim relativniho pohybu v uvolnéné stykové
vazbé, volba vhodného souradnicového systému:

Pfi uvolnéni télesa (obr. 10.24) je tieba spravné vyznacit predpokladany
(pravdépodobny) smér relativniho pohybu v uvolnéné stykové vazbé
NNTP a zavést pasivni ucinky, které vzdy ptisobi proti pohybu.

e Silové soustavy piisobici na uvolnéné téleso, specifikace mnoziny ne-
znamych nezavislych parametri stykovych vyslednic:

Na uvolnéné téleso plisobi dvé silové soustavy: soustavu zadanych silovych prvkii 7 pfedstavuje
sila Fig (zde nedplné — neznadme smér nositelky sily F v zavedeném s.8), soustavu netplné zada-

Obr. 10.24:

nych vyslednic 7z v uvolnénych stykovych vazbach predstavuji stykové sily F4 a Fz. Mnozina
neznamych nezavislych parametra silové soustavy m, = m U mg, ptsobici na uvolnéné téleso, je

NP:{FAna FBrw Oé}

e Kontrola splnéni nutné podminky statické urcitosti:

- Pocet a typ NP silové soustavy m, je = py + por + piar = 3+ 0+ 0 = 3.
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- 7 hlediska prostorového rozlozeni nositelek je mozno silovou soustavu 7, charakterizovat
jako obecnou rovinnou. Proto pocet pouzitelnych podminek statické rovnovahy je v =
VF+VM:2+1:3

- Nutnd podminka statické urcitosti p = v A p, + py < var je splnéna, protoze 3=3 a
0<1.

e Stykové zavislosti pro pasivni uc¢inky:
V daném pfipadé se jedna o vztah pro smykové tieni (coulombovské)
Far = Fan - fa

e Sestaveni soustavy statickych rovnic a eliminace zavislych parametri (ZP) pomoci stykovych
zavislosti:

Po vyjadteni pouzitelnych statickych podminek a vylouceni zavislého parametru F 47 obdrzime
soustavu statickych rovnic pro NP

F,: —FGsina—i—FAan—l—FBn:O
Fy: —Fgcosa+ Fy, =0

R
MZS: FAanR_FBHEZO

e Reseni soustavy statickych rovnic:
Soustava statickych rovnic je v daném piipadé nelinearni, po dosazeni zadanych vstupt a feseni
obdrzime nasledujici hodnoty NP: Fly,, = 911,9N, Fpg, = 273,6 N, a = 24, 23°.

o Zavér:
7 vysledkt provedeného feseni je zfejmé, Ze realizace pohybu civky vyzaduje podstatné vétsi
thel sklonu podlozky nez v predchozim ptipadé, kdy se mohlo realizovat valeni.

Urcete thel sklonu naklonéné roviny «, kdy se da
do pohybu soustava téles, znadzornéna na obr. 10.25. Na
civku je navinuto lano, které je vazano ke kvadru. Spe-
cifikujte pohybovy stav téles a porovnejte vysledky Te-
seni s vysledky feseni predchozich dvou tuloh. Je déano:
R = 200mm, F; = 1000N, Fp = 2000N, f4 = 0,15,
ea=0,8mm, fo =0,1.

e Rozbor zadani: Obr. 10.25:
Zadani je tuplné a spravné, cil vypoctového feseni je for-
mulovan. Problém budeme modelovat a fesit jako rovinny.

e Mozné pohybové stavy télesa:

Jiz z nézoru je ziejmé, ze soustava téles je ulozena pohybliveé. V klidu setrva, pokud nebude
prekonana hranice jeji klidové stability, po prekonavani hranice nastane pohyb. Podle silovych
podminek ve stykovych vazbiach mohou realné nastat rizné pohybové stavy (naptiklad pii
velkém souciniteli tfeni ve styku kvadru a podlozky muze nastat stav, kdy kvadr setrva v
klidu a lano navinuté na civce se odviji, pfitom otécejici se civka se smyka po podlozce).
Pravdépodobnym realnym pohybovym stavem pii zadanych hodnotéach pasivnich tc¢inki muize
byt stav, kdy se lano naviji na civku valici se po podlozce, pficemz civka za sebou tahne kvadr.
Tento pohybovy stav budeme déle predpokladat, na konci vypoctového feseni vSak musime
provést kontrolu splnéni podminek jeho realizace, t.j. podminky valeni civky a tahového silového
pusobeni v lané.
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e Specifikace stykovych vazeb téles:

Stykové vazby A (podpora) a C (jednostrannd posuvné vazba) jsou typu NNTP, vazbu B
(vazba lanem) lze modelovat jako vazbu NNTN. Z hlediska omezovani slozek pohybu télesa je
podpote A i lanu B pfirazena kinematicka dvojice obecna — k.d.o; posuvné vazbé kinematicka
dvojice posuvnéa — k.d.p. Pfi pohybu pfedpokladame ve vazbé A valeni ({4 = 2), ve vazbé C
smykéani ({c = 2).

e Kontrola pohyblivosti uloZeni soustavy téles:
Pohyblivost soustavy téles ur¢ime ze vztahu

i:%n—Dhr%iQ—W%:23—@+1+2—®:L

kde n je pocet téles v soustavé vcetné zakladniho télesa. Soustava ma pii predpokladanych
pohybovych stavech 1° volnosti, jedna se tedy o pohyblivé ulozeni. Pocet omezenych charakte-
ristik deformace n = 0 je zfejmy z charakteru ulozeni — obé télesa se mohou volné deformovat.
Jedna se tedy o normalni stav ulozeni.

e Uvolnéni téles s vyznacenim relativniho po-
hybu v uvolnénych stykovych vazbach, volba
vhodného souradnicového systému:

Nejdiive zvolime vhodny soufadnicovy systém,
ve kterém provedeme feseni. Pak uvolnime jed-
notliva télesa soustavy, pricemz v uvolnénych
stykovych vazbach typu NNTP vyznacime smér
relativniho pohybu a zavedeme pasivni ucinky,
které vzdy ptisobi proti pohybu. Uvolnéni je
znazornéno na obr. 10.26. Pro vypoctové feseni pouzijeme zvoleny souradnicovy systém O x y z.

Obr. 10.26:

Poznamka: Uvolnéni vSech téles a feseni SR soustavy musi byt provedeno v jejich danych
polohédch a v jednom (spoletném) soufadnicovém systému. Formulace podminek SR pro jed-
notliva télesa v pootocenych polohach nebo v rozdilnych soutadnicovych systémech nespliuje
podminky axiomu o vzajemném pusobeni (principu akce a reakce) !!

e Silové soustavy piisobici na uvolnéna télesa, specifikace mnoziny neznamych nezavislych pa-
rametru stykovych vyslednic:

Na uvolnéné télesa piisobi v obou pripadech silové soustavy vnéjsich silovych prvka m; a sou-
stavy mg; stykovych vyslednic ptisobicich v uvolnénych stykovych vazbach. Vysledna mnozina
neznamych nezavislych parametri silovych soustav 7,; = m; U mg;, pusobicich na uvolnéna

télesa, je NP =UNDP;
NP = {FA’I’H FAt7 FBna FCTM MCna OZ}
e Kontrola splnéni nutné podminky statické urcitosti:
- Pocet a typ NP je
po= g+ pr +piar =5+ 041 =6.

- 7 hlediska prostorového rozlozeni nositelek je mozno silové soustavy m,;, ptisobici na uvol-
néna télesa, charakterizovat jako obecné rovinné soustavy sil. Proto pocet pouzitelnych
podminek statické rovnovahy je v = Uy, = vp + vy =4+ 2 =6.

- Nutna podminka statické urcéitosti u = v A p, + puy < vy je splnéna, protoze 6 = 6 a
1<2.
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e Stykové zavislosti pro pasivni ucinky:
Stykové zévislost ve vazbé A (tuhé valeni) je popsana vztahem M, 4 = Fa,-e4, stykova zavislost
ve vazbé C (coulombovské smykové tieni) je popsana vztahem For = Fe, - fe.

e Sestaveni soustavy statickych rovnic a eliminace zavislych parametri (ZP) pomoci stykovych
zavislosti:

Po vyjadreni statickych podminek a vylouceni zavislych parametri pomoci stykovych zavislosti
obdrzime soustavu statickych rovnic pro NP.

Téleso 2: Téleso 3:
F,: Fugu+Fg,— Fgsina=0 F,: —Fpn+ Fonfo—Fgsina=0
Fy: Fap— Fgcosa=0 Fy: Fap— Fgcosa=0
R R
M.s: FAtR_FAneA_FBnEZO M.s: FAtR_FAneA_FBnEZO

e Reseni soustavy statickych rovnic:

Soustava statickych rovnic je nelinearni, po dosazeni zadanych vstupt a feseni obdrzime néasle-
dujici hodnoty NP a ZP:

Fuan =997, 1N, Fay = 27,9N, Fur = 149,6 N, F, =47, 9N, F,, = 1994 2N, For = 199,4 N,
Mey, = 354,2Nm, a = 4, 35°.

e Kontrola splnéni predpokladii pohybového stavu, zaver:

Z vysledku feseni vyplyva, ze podminka valeni Fy; < Far ve vazbé A je splnéna a vazby B
a C jsou funkcéni. Podminky realizace pohybového stavu, predpokldadaného na zacatku reseni
jsou splnény a Teseni konci. Z porovnani s vysledky predchozich dvou tiloh pfedstavujicich dva
limitni ptipady fesené tlohy (kvadr neovliviiujici pohyb civky resp. nepohyblivé ulozeny kvadr)
vyplyva, ze vysledky Teseni jsou realné.

Pti vykladani z vagonu je tézké rotacné symet-
rické téleso spousténo po podlozce tak, jak je to zna-
zornéno na obr. 10.27. Téleso je homogenni a problém
se vyznacuje rovinou symetrie z hlediska geometrie a
stykovych vazeb. Urcete, jak velkou silou F je tieba
pridrzovat lano, aby pohyb télesa byl dostatecné po-
maly a byly zaruceny pozadované podminky bezpec-
nosti. Je dano: R = 600mm, r = 500mm, Fg =
3000N, a = 30°, B = 135°, v = 75% ex = 1,5mm,
fa = 0,3, fg = 0,3 (vldknové tfeni mezi lanem a
spousténym télesem), fp, = 0,2 (vldknové tfeni mezi
lanem a zékladnim télesem).

Obr. 10.27:

e Rozbor zadani:

Zadani je uplné a spravné, cil vypoctového feseni je formulovan. Problém mtzeme modelovat
a fesit jako rovinny.

e Mozné pohybové stavy télesa:

Je zfejmé, ze téleso je ulozeno pohyblivé. Zatimco podlozka pohyb télesa omezuje a ovliviiuje,
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lano jeho pohyb pouze ovliviiuje. Pfi pohybu télesa muze nastat bud smykani nebo valeni. Na
zakladé praktické zkusenosti lze predpokladat, ze pfi béznych hodnotach pasivnich ucinki v
podpore A nastane s velkou pravdépodobnosti valeni. Ve styku lana pusobi pasové tieni, které
pohyb pouze ovlivni.

e Specifikace stykovych vazeb télesa:

Stykové vazbé A, ktera je typu NNTP, je z hlediska omezovani slozek pohybu télesa pfifazena
kinematicka dvojice obecna. Pti valeni odebird ¢ = 2 stupné volnosti. Po obdrzeni vysledkt
feSeni bude tfeba splnéni podminky valeni Fa; < Far zkontrolovat! Lano B pohyb télesa pouze
ovliviiuje, proto mu neodebira zadny stupen volnosti.

e Kontrola pohyblivosti ulozeni télesa:

Za predpokladu valeni je pohyblivost télesa i=1i,—((—n)=3—-(2-0)=1

Téleso je ulozeno pohyblivé, stykové vazby nezajistuji jeho statickou rovnovahu. Pocdet ome-
zenych charakteristik deformace n = 0 je zfejmy z charakteru ulozeni — téleso se mtize volné
deformovat. Jedna se tedy o normalni stav ulozeni.

e Uvolnéni télesa s vyznacenim relativniho pohybu v uvolnénych stykovych vazbach, volba
vhodného souradnicového systému:

P¥i uvolnéni télesa (obr. 10.28) je tfeba vyznacit pfedpokla- P
dany (pravdépodobny) smér relativniho pohybu v uvolné-

nych stykovych vazbach NNTP a spravné orientovat pasivni
t¢inky. ReSeni provedeme v souf. systému z y z. >

NP ={Fupn, Fa, F}

e Kontrola splnéni nutné podminky statické urcitosti: Obr. 10.28:

- Pocet a typ NP silové soustavy m, je = py + pir + piar = 3 +0+0 = 3.

- 7 hlediska prostorového rozlozeni nositelek je mozno silovou soustavu 7, charakterizovat
jako obecnou rovinnou. Proto pocet pouzitelnych podminek statické rovnovahy je
v=vp+vy=2+1=3.

- Nutna podminka statické urcitosti p = v A pu, + pupr < vy je splnéna, protoze 3 = 3 a
0<1.

e Stykové zavislosti pro pasivni uc¢inky:

V daném pripadé se jedna o vztahy pro valivy odpor ve vazbé A a vlaknové tieni ve vazbach
B a B*.

Mya = Fa, - €4, FB*:F-erB*, FB:FB*.e/BfB

e Sestaveni soustavy statickych rovnic a eliminace zavislych parametri (ZP) pomoci stykovych
zavislosti:

Po vyjadieni pouzitelnych statickych podminek a vylouceni zavislych parametri M,, a Fp,
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obdrzime soustavu statickych rovnic pro NP

F,: Fgsina—F.e/5 [cos (ﬁ—ﬂ)+eﬂf3} —Fu=0
F,:  Fa,+F-e"5 .sin(3—n)— Fgcosa =0
M.s: Fanes— FyuR+F-r-es (eP/r —1) =0

e Resenf soustavy statickych rovnic:
Soustava statickych rovnic je v daném pripadé linearni, po dosazeni zadanych vstupt a reseni
obdrzime nasledujici hodnoty NP: F,, = 2303,8N, Fl4, = 362, 1N, F' = 320,2N.

e Zaver:

S vyuzitim stykovych zavislosti je mozno dopocitat velikosti sil Fig, Fig, v lané a velikost treci
sily Fiur = 691,1N. Protoze je splnéna podminka valeni Fly; < Fa7, byl predpoklad valeni
télesa spravny a fesSeni je skonceno.

Tram, polozeny na zakladnim télese a na podstavci

: ~ v « 112 1/6
(obr. 10.29), je tfeba posunout v naznaceném sméru.

Urcete velikost sily /', potfebnou pro dosaZzeni pohybu |/';: OL N e
a zkontrolujte pohybovy stav soustavy. Preklapéni pod- - Q
stavce pfi posouvani tramu je nepiipustné. Je dano: [ =

5000mm, ¢ = 150mm, A = 1000mm, b = 500 mm, M
v = 350mm, Fy = 1000N, Fy = 300N, f4 = 0,3, k=5

fB = 0, 2, fc = fD = 0,4 Obr. 10.29:

e Rozbor zadani, mozné pohybové stavy téles:

Zadani je uplné a spravné, cil vypoctového feseni je zadan. Pfi vypoctovém feseni budeme
predpokladat existenci roviny symetrie a problém budeme fesit jako rovinny.

Jiz z nazoru vyplyva, ze soustava je ulozena pohyblivé. Pfi pohybu tramu muze realné
nastat jeden z vice moznych pohybovych stavii soustavy. Pravdépodobnym (a pozadovanym)
stavem je smykani tramu po zékladnim télese a podstavci, ktery setrvava v klidu. V zavislosti
na silovych podminkéch ve stykovych vazbach vsak mutize nastat stav, pii kterém se tram smyka
po zakladnim télese a podstavec se preklapi (jeho styk se zédkladnim télesem ve vazbé C konéi
a nastava valeni vazbach B a D) resp. stav, kdy se podstavec spolu s trdmem posouva po
zékladnim télese (relativni pohyb mezi tramem a podstavcem nenastavd). Pi dalsim feSeni
budeme predpokladat prvni ptipad pohybového stavu, na konci feseni bude nutno zkontrolovat
splnéni jeho stykovych podminek.

e Specifikace stykovych vazeb télesa:
Vsechny stykové vazby mohou byt modelovany jako podpory typu NNTP a miizeme je cha-
rakterizovat jako kinematické dvojice obecné. Pti predpoklddaném charakteru pohybu tramu
nastane ve vazbach A a B smykani (odebiraji po ¢ = 1 stupni volnosti), ve vazbach C a D po-
hyb nenastava. V prvni fazi feSeni miizeme podstavec povazovat za soucast zakladniho télesa
a zabyvat se pouze pohybem tramu.
e Kontrola pohyblivosti ulozeni soustavy téles:

2
Pohyblivost trdmu uré¢ime ze vztahu i=1i,— (> —n)=3—-(1+1-0)=1

i=1
V predpokladaném pohybovém stavu mé tram 1° volnosti, jeho ulozeni je tedy pohyblivé. Pocet
omezenych charakteristik deformace n = 0 je zfejmy z charakteru ulozeni — tram se muze volné
deformovat. Jedna se tedy o normalni stav ulozeni.
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e Uvolnéni téles s vyznacenim relativniho pohybu v uvolnénych stykovych vazbach, volba vhod-
ného souradnicového systému:

Jako vhodny byl pro feseni byl zvolen soufadnicovy systém O xy z. Uvolnéni tramu s vyzna-
¢enim smeéru relativniho pohybu ve vazbéach a zavedenymi pasivnimi tcinky je znédzornéno na

obr. 10.30.

e Silové soustavy piisobici na uvolnéné téleso, specifi- F —
kace mnoziny neznamych nezavislych parametri styko- i:’AfT V=0 WF:Q

vych vyslednic: ) Fan®™

Na uvolnéné téleso ptisobi iplné zadana silova soustava

vnéjsich silovych prvki 7 a netplné zadana soustava mg y )
stykovych vyslednic, ptisobicich v uvolnénych stykovych /l_»x

vazbach. Vysledna mnozina neznamych nezavislych pa- z

rametri je VeV

NP:{FAna FBTL? F}7

po jejich uréeni bude mozno dopocitat slozky stykovych Obr. 10.30:
sil ve vazbach C a D.

e Kontrola splnéni nutné podminky statické urcitosti:

- Pocet a typ NP je pp = piy + pp + s =3 +0+0 = 3.

- Z hlediska prostorového rozlozeni nositelek je mozno silovou soustavu m,, ptisobici na uvol-
néné téleso, charakterizovat jako obecnou rovinnou. Proto pocet pouzitelnych podminek
statické rovnovahy je v =vp + vy =2+ 1= 3.

- Nutnad podminka statické urcitosti p = v A p, + par < vas je splnéna, protoze 3 = 3 a
0<1.

e Stykové zavislosti pro pasivni ucinky:
Vyznamnym pasivnim u¢inkem v obou vazbéach je smykové tfeni (coulombovské), popsané
stykovymi zavislostmi Far = Fa, - fa a Fpr = Fg, - [B.

e Sestaveni soustavy statickych rovnic a eliminace zavislych parametri (ZP) pomoci stykovych
zavislosti:

Po vylouceni ZP z pouzitelnych statickych podminek pomoci stykovych zavislosti dostavame
soustavu statickych rovnic pro urceni NP.

Fx: F_FAan_FanB:O
Fy: FAn—f—FBn—FQ:O
l l

MZAZ —FQ§+FBn§:0

e Reseni soustavy statickych rovnic:

Soustava statickych rovnic je linedrni, po dosazeni zadanych vstupt a snadném feseni obdrzime
nasledujici hodnoty NP a ZP:

Fu, =333,3N, Fp, =666, 7N, ' =233,3N, Fyr = 100N, Fpr = 133,3N.

e Kontrola splnéni piedpokladii pohybového stavu, zaver:
Po urceni hodnot NP a ZP je nutno zkontrolovat splnéni stykovych omezeni predpokladaného
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pohybového stavu. Témi jsou v daném pripadé podminky, pozadujici aby tecné sily ve stykovych
vazbach C a D byly mensi nez tieci sily a aby normalné slozky v obou vazbach byly tlakové
(podminky funkénosti).

P¥i vyjimkova statické neurcitosti ulozeni podstavce za klidu (pohyblivé ulozeni s omezenim
deformace) nelze ve statice urcit tecné slozky stykovych sil v jeho vazbach se zdkladnim télesem.
Mizeme ur¢it pouze velikost vysledné teéné sily F;, = Foy + Fpy (teéné slozky stykovych sil
Fey a Fpy maji spole¢nou nositelku), coz pro kontrolu redlnosti klidového stavu podstavce plné
postacuje. Ke kontrole splnéni stykovych omezeni pouzijeme vztahy

F:c: FBT_th:07 Fy: _FBn_FG+FCn+FDn207
MZDZ (FBn+Fg)'b/2—F3T~h—FCn'b:0,

z nichz po feseni vylyvaji hodnoty Fg,, = 216,7N, Fp, = 750N a F,; = 133,3 N. Dosazenim
do vztahti pro smykové tieni lze urcit celkovou tteci silu F,r = For + Fpr = 386, 7 N. Protoze
Fe, > 0 a F,; < F,r lze konstatovat, ze stykova omezeni predpokladaného pohybového stavu
jsou splnéna a tento pohybovy stav je realny.

Soustava téles, znazornéna na obr. 10.31, ma byt v
klidu. Urcete pti jakém rozmezi velikosti sily F tento po-
zadovany pohybovy stav nastane. Je dano: [ = 800 mm,
h = 400mm, v = 300mm, R = 200mm, a = 30°,
Fgo = 300N, Fgz = 150N, fa = 0,4, fp = 0,25,
ec =2mm, fo =0,3.

e Rozbor zadani:
Zadani je tplné a spravné, cil vypoctového feseni je for-
mulovan. Problém budeme modelovat a fesit jako rovinny.

Obr. 10.81:

e Mozné pohybové stavy téles:

Jiz z nazoru je zfejmé, ze soustava téles, vazanych stykovymi vazbami typu NNTP, je ulozena
pohyblivé. V klidu setrva, jestlize velikost vnéjsi sily F bude z intervalu F € (Frnin, Frnaz)-
Pti velikosti F' > F,,,, bude pfekonana hranice jeji klidové stability a nastane pohyb smérem
nahoru, pii velikosti F' < F},,;, nastane pohyb smérem dolti. ProtozZe za klidu neni dany problém
ve statice feSitelny, budeme postupné fesit stavy na obou hranicich klidové stability.

Na poécatku vypoctového feseni je tieba (na zakladé zkusenosti) odhadnout nejpravdépo-
dobné¢jsi charakter relativniho pohybu v jednotlivych vazbach pti pohybu soustavy. Nespravny
uvodni predpoklad pohybového stavu prodluzuje feseni. V daném pripadé je velmi pravdépo-
dobné, ze ve vazbé A nastane smykani. Vazby B a C jsou typu podpora. Pokud ve vazbé C
nastane valeni, nemize ve vazbé B nastat jiny pohybovy stav nez smykani (je to dusledek
neprostupnosti téles). Smykani ve vazbé C je méné pravdépodobné — mohlo by nastat pfi ma-
lém souciniteli smykového tieni ve vazbé C a velkém souciniteli smykového tfeni ve vazbé B
(v tomto pfipadé by nastal ve vazbé B relativni klid). Pfi feSeni tedy budeme predpokladat
smykani ve vazbach A a B a valeni ve vazbé C.

e Specifikace stykovych vazeb téles:

Stykova vazba A je jednostrannd posuvnd vazba, jiZ je pfifazena kinematickd dvojice posuvna
(k.d.p) odebirajici ( = 2 stupné volnosti. Vazbam B a C jsou piifazeny kinematické dvojice
obecné (k.d.oj, tyto vazby odebiraji ( = 1 (smykéni) a ( = 2 (valeni) stupiii volnosti.

e Kontrola pohyblivosti ulozeni soustavy téles:
Pohyblivost soustavy téles urcime ze vztahu
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i—(n—l)iv—(ig—n)—2~3—(2+1—|—2—0)—1,

kde n je pocet téles v soustavé vcetné zakladniho télesa. Soustava mé pfi predpokladanych
pohybovych stavech 1° volnosti, jedna se tedy o pohyblivé ulozeni. Pocet omezenych charakte-
ristik deformace n = 0 je zfejmy z charakteru ulozeni — obé télesa se mohou volné deformovat.
Jedna se tedy o normalni stav ulozeni.

e Uvolnéni téles s vyznacenim relativniho pohybu v uvolnénych stykovych vazbach, volba vhod-
ného souradnicového systému:

Nejdiive zvolime vhodny soutadnicovy systém O xy z, ve kterém provedeme feseni. Pak uvol-
nime jednotliva télesa soustavy, pricemz v uvolnénych stykovych vazbach typu NNTP vyzna-
¢ime smér relativniho pohybu a zavedeme pasivni tcinky ptlisobici proti pohybu. Uvolnéni pro
prvni predpoklad pohybového stavu (pohyb nahoru) je zndzornéno na obr. 10.32a, uvolnéni pro
druhy predpoklad (pohyb dol) na obr. 10.32b.

Obr. 10.32:

NP = {FAn7 MAnu FBn7 FCnu FCtJ F}
e Kontrola splnéni nutné podminky statické urcitosti:

- Pocet a typ NP je = pg + ptr + ups =5+ 0+ 1= 6.

- 7 hlediska prostorového rozlozeni nositelek je mozno silové soustavy m,;, ptisobici na uvol-
néna télesa, charakterizovat jako obecné rovinné soustavy sil. Proto pocet pouzitelnych
podminek statické rovnovahy je v = Uy; = vp + vy =4+ 2 =6.

- Nutnad podminka statické urcitosti p = v A p, + par < vas je splnéna, protoze 6 = 6 a
1 <2

e Stykové zavislosti pro pasivni uc¢inky:

Stykové zavislost ve vazbach A a B (coulombovské smykové tieni) je popsdna vztahy Far =
Fan - fa a Fgr = Fpg, - fB, stykova zéavislost ve vazbé C (tuhé valeni) je popsana vztahem
MvC = F, Cn * €C-

e Sestaveni soustavy statickych rovnic a eliminace zavislych parametri (ZP) pomoci stykovych
zavislosti:

Po vyjadreni statickych podminek a vylouceni zavislych parametri pomoci stykovych zavislosti
obdrzime pro oba predpokladané stavy soustavy statickych rovnic pro urceni NP.
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Pohyb nahoru Pohyb dolia
Téleso 2 : Téleso 2 :
F,: —Fgsina—Fg,— Fafa+F=0 F,: —Fgsina—Fg,— Fafa+F=0
F,: —Fgycosa+ Fa,+ Fp, f5 =0 F,: —Fpyfp—Fgzcosa+ Fe,, =0
F F
MzA:%(hSina—lcosa)—i- MzA:%(hsina—lcosoz)—i-
+MAH+FBn(R+lfB)—FU:0 +MAn+FBn<R—lfB)—FU:O
Téleso 3 : Téleso 3 :
Fxt FBn—FggsinOé—FCtIO F;EI FBn—FggSina+FCt:0
F,: —Fp,fp— Fgzcosa+ Fe, =0 F,: Fp,fp— Fgs cosa+ Fey, =0
M.s: Fp, [ R+ Fenec — Fot R=0 M.s: — Fpn fBR— Fonec + Foy R =10

e Reseni soustavy statickych rovnic:
Soustavy statickych rovnic jsou nelinearni, po dosazeni zadanych vstupi a feSeni obdrzime né-
sledujici hodnoty NP a ZP:

Pohyb nahoru Pohyb dolt
Fyn =234,3N, My, = 136,8 Nm, Fyp, =274,6 N, M, = 103,7Nm,
Fp, =102,1N, F¢, = 155,4N, Fg, =59, 1N, F¢, =115, 1N;,
Fey =27, 1N, F =345,8N, For = 46,6 N Foy =15,9N, FF =99,2N, For = 34,5N

e Kontrola splnéni predpokladii pohybového stavu, zaver:
7 vysledki feseni vyplyva, ze podminka valeni Fioy < For ve vazbé C je splnéna v obou fesenych

pohybovych stavech a feSeni konci. Soustava setrva v klidu, jestlize velikost vnéjsi sily F bude
z intervalu F' € (99,2, 345,8).

Urcete velikost sily F potiebnou k dosazeni

R !
pohybu homogenniho valce, znadzornéného na obr. 10.33, |Vs=0
v naznaceném smeéru. Na pocatku plisobeni hnaci sily F° F (s
je valec v kontaktu s hranolem, pfedstavujicim prekazku. N
. . . . @ G2 =
Analyzujte mozné pohybové stavy valce a hranolu a ur- B |Fas
Cete, ktery z nich realné nastane, jestlize vyska prekazky @ - ||n
je h = 10mm. Déle je ddno: R = 200mm, b = 200 mm, Ay KC b
FG2 = 500N, Fgg = 50N, fA = 0,3,€A = 2mm, fB = 0,3, Obr. 10.33:

ep = 2mm, fc = 0,4. V ramci samostatné pripravy pro-
vedte feSeni pro ptripad A = 20 mm.

e Rozbor zadani, mozné pohybové stavy téles:
Zadani je uplné a spravné, cil vypoctového feseni je zadan. Pii vypoctovém feseni budeme
predpokladat existenci roviny symetrie a problém budeme fesit jako rovinny.

Je zfejmé, Ze soustava je ulozena pohyblivé. Pii pohybu vélce muze realné nastat jeden

ze tii moznych pohybovych stavli soustavy. To, ktery redlné nastane, bude zaviset na vysce a
tize prekazky a vlastnostech styku. P¥i malé vysSce hranolu je pravdépodobné valeni valce pres
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kvadr, ktery ztstava v klidu. Pti velké vysce kvadru zfejmé nastane pripad, kdy se vélec vali
po podlozce a tlaci pred sebou smykajici se hranol. Mtze vSak nastat i pfipad, kdy na zacatku
valeni vélce po hranolu dojde k prekldpéni (t.j. valeni) hranolu vazaného k zakladnimu télesu
podminéné funkéni jednostrannou posuvnou vazbou.

Protoze zadana vyska hranolu h je malda v porovnani s polomérem valce R, pfedpo-
klddejme dale, ze nastane prvni z moznych pohybovych stavi. Na konci feSeni bude tieba
zkontrolovat splnéni stykovych podminek tohoto pohybového stavu.

e Specifikace stykovych vazeb télesa:

Vsechny stykové vazby jsou typu NNTP. Pfi valeni valce pfes hranol prestava byt podpora A
funkéni (styk valce s podlozkou konéi), v podpote B se realizuje se valeni (¢ = 2) a posuvna
vazba C se chova jako pevna (nepfekonéna hranice klidové stability — ¢ = 3)

e Kontrola pohyblivosti uloZeni soustavy téles:
Pohyblivost soustavy urc¢ime ze vztahu

i=(n—1) iv—(éci—n):2-3—(2+3—0):1,

kde n je pocet téles v soustavé vcetné zakladniho télesa. Soustava ma pii predpokladanych
pohybovych stavech 1° volnosti, jedna se tedy o pohyblivé ulozeni.

e Uvolnéni téles s vyznacenim relativniho pohybu v uvolnénych stykovych vazbach, volba vhod-
ného souradnicového systému:

Uvolnéni téles ve zvoleném souradnicovém systému Oz yz s vyznacenim smeéru relativniho
pohybu ve vazbach a zavedenymi pasivnimi tc¢inky je znézornéno na obr. 10.34.

D z
SR
NP:{FB’H?FBt?FOWJFCt7MCTL7F} .
M
e Kontrola splnéni nutné podminky sta- r:B

tické urcitosti:

- Pocet a typ NP je = s+ pr + pupr =5+ 0+ 1 =6. Obr. 10.34:

- 7 hlediska prostorového rozlozeni nositelek je mozno silové soustavy m,;, ptisobici na uvol-
néna télesa, charakterizovat jako obecné rovinné soustavy sil. Proto pocet pouzitelnych
podminek statické rovnovahy je v = Uy; = vp + vy =4+ 2 =6.

- Nutnad podminka statické urcitosti u = v A p, + par < vas je splnéna, protoze 6 = 6 a
1 <2

e Stykové zavislosti pro pasivni uc¢inky:
Pasivnim uc¢inkem ve vazbé B je valivy odpor, popsany stykovou zavislosti M,g = Fg, - €g.

e Sestaveni soustavy statickych rovnic a eliminace zavislych parametri (ZP) pomoci stykovych

zavislosti:

Po vyjadreni statickych podminek a vylouceni zavislého parametru pomoci stykové zavislosti
R—h

obdrzime soustavu statickych rovnic pro NP. Uhel « je uréen z geometrie — o = arcsin =
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Téleso 2: Téleso 3:
F,: F— Fp sinaw— Fp, cosaa=0 F,: Fpg, cosa+ Fg;sinaw— Fy =0
F,: Fpysina— Fp, cosa— Fgo =0 Fy,: — Fpysina+ Fp, cosa+ Fo, — Fgz =0
M.s: Fppep — Fpr R=0 M.p: — Fpnep+ Mcn — Fa3 - b/2 — Feyh =0

e Reseni soustavy statickych rovnic:

Soustava statickych rovnic je linearni, po dosazeni zadanych vstupt a feseni obdrzime nasle-
dujici hodnoty NP:

Fg, =528N, Fg; =5,3N, Fp, = 550N, F¢; = 170N, Mg, = 7,755 Nm, F' = 170 N.

e Kontrola splnéni predpokladii pohybového stavu, zaver:

Po urceni hodnot NP a ZP je nutno zkontrolovat splnéni stykovych omezeni predpokladaného
pohybového stavu. Témi jsou v daném piipadé podminky, pozadujici aby tecné slozky styko-
vych sil ve vazbach B a C byly mensi nez tteci sily. Z hlediska funkcénosti vazeb je tieba, aby
normalné slozky stykovych sil byly tlakové a aby osa soustavy rozlozeného silového ptisobeni v
jednostranné posuvné vazbé C protinala stykovy utvar. Ke kontrole splnéni uvedenych styko-
vych omezeni pouzijeme vztahy pro smykové tfeni a vztah pro urceni souradnice osy soustavy
rozlozeného silového piisobeni v jednostranné posuvné vazbé z = Alfc" Po dosazeni urc¢ime
hodnoty Fpr = 158N, For = 220N a x = 141 mm. Predpokladany pohybovy stav pii vysce
hranolu 2~ = 10mm realné nastane, protoze jeho stykova omezeni Fg; < Fpr, Foy < For a

x < b jsou splnéna.

Soustava téles (vozik), zndzornéna na obr. 10.35, se v=konst
mé pohybovat konstantni rychlosti v naznaceném smeéru. E = i —=
Urcete potiebnou velikost sily F. Je ddno: [ = 1000mm, T ) ©\\\\\\ e

= 400mm, R = 200mm, rx = 20mm, Fgo = 1000N, v|R gl N

‘ N VR
fA:fD:07676A—eD_275mmafCB fcc 0,2 2/B/ ) e \\C4
Pti reseni tillohy uvazujte @ A ||
a) vSechny pasivni odpory Obr. 10.35:

b) vSechny pasivni odpory s pouzitim linearizace vztahu pro ¢epové tfeni podle Ponceleta

c) zanedbani ¢epového tieni

Porovnejte vysledky feSeni a posudte vyznamnost odchylek
vyvolanych linearizaci vztahu pro ¢epové tfeni resp. jeho zanedbanim.

e Rozbor zadani, mozné pohybové stavy téles:
Zadani je uplné a spravné, cil vypoctového feSeni je zadan. Pii vypoctovém feSeni budeme
predpokladat existenci rovin symetrie tlohy a problém budeme fesit jako rovinny.

Je zfejmé, Ze soustava je ulozena pohyblivé. V praxi je pfi pohybu pozadovéno (a za
béznych podminek s nejvétsi pravdépodobnosti nastane) otaceni kol a valeni v jejich vazbach
se zakladnim télesem. Tento pohybovy Stav budeme pfedpoklédat pri feseni. Piipad zablokovani
kol neni bézny a nastane kdyz fx, > fA e resp. fuo > fo & e
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Reseni ad. a):
e Specifikace stykovych vazeb télesa:

Vsechny stykové vazby jsou typu NNTP. Obecné vazby A, D i rota¢ni vazby B, C odebiraji
(; = 2 stupnich volnosti. Podminkou valeni v obecnych vazbach je F; < Fr.

e Kontrola pohyblivosti ulozeni soustavy téles:
Pohyblivost soustavy uréime ze vztahu

4
i=(n—1)i,—(NG-n=3-3-(4-2-0)=1,

i=1
kde n je pocet téles v soustavé véetné zakladniho télesa. Soustava ma pii predpokladanych
pohybovych stavech 1° volnosti, jedna se tedy o pohyblivé ulozeni.

e Uvolnéni téles s vyznacenim relativniho pohybu v uvolnénych stykovych vazbach, volba vhod-
ného souradnicového systému:

Uvolnéni téles s vyznacenim sméru relativniho pohybu ve vazbach a zavedenymi pasivnimi
ucinky je znazornéno na obr. 10.36. Pro feSeni byl zvolen soutfadnicovy systém O x y z.

@ v=konst

U;mﬁ\% v l‘m
x
Vo I j

\

Fsy

Obr. 10.56:

e Silové soustavy piisobici na uvolnéna télesa, specifikace mnoziny neznamych nezavislych pa-
rametru stykovych vyslednic:

Na uvolnéna télesa piisobi v obou pripadech silové soustavy vnéjsich silovych prvka m; a sou-
stavy mg; stykovych vyslednic ptisobicich v uvolnénych stykovych vazbach. Vyslednd mnozina
neznamych nezavislych parametrt silovych soustav 7,; = m; U mg;, pusobicich na uvolnéna
télesa, je NP =UNP,;

NP = {FAru FAt7 FBI) FBy7 FCx> FCy7 FDn> FDta F}
e Kontrola splnéni nutné podminky statické urcitosti:

- Pocet a typ NP je = pp + ptr + pps =9 4+04+0=09.

- 7 hlediska prostorového rozlozeni nositelek je mozno silové soustavy m,;, ptisobici na uvol-
néna télesa, charakterizovat jako obecné rovinné soustavy sil. Proto pocet pouzitelnych
podminek statické rovnovahy je v = Uy; = vp 4+ vy =6+ 3 =9.

- Nutnéd podminka statické urcitosti p = v A u, + par < var je splnéna, protoze 9 = 9 a
0<3.
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e Stykové zavislosti pro pasivni ucinky:
Pasivnim tucéinkem ve vazbach A,D je valivy odpor, popsany stykovymi zavislostmi M,, =
Fap - ea resp. Myp = Fp,, - ep. V rota¢nich vazbach B, C (radidlni ¢epy) ptusobi ¢epové tieni

popsané stykovymi zavislostmi My, = \/F, + Fp, fegrep vesp. Mg = \/FE, + F2, feo T

e Sestaveni soustavy statickych rovnic a eliminace zavislych parametri (ZP) pomoci stykovych
zavislosti:

Po vyjadreni statickych podminek a vylouceni zavislych parametri pomoci stykovych zavislosti
obdrzime soustavu statickych rovnic pro NP.

Téleso 2 : Téleso 4 :
F,:. Fg,—F4u =0 F,:. Foyz—Fp,=0
Fyt FAn—FByZO Fyt FDn—FCyZO
M,s: — Fp, R+ Féx‘i'ngféBréB‘l' M.p: — Foe R+ Fg'x+Fg'yféCTéC+
+ Fanea =0 + Fprep =10
Téleso 3:

Fm: F—FBm—FCz:O
Fyi FBy+FCy_FG:0

[
M,g: —Fv— Féx_‘_F]%yf(v;Br(va_FGg_ g‘x+FC2‘yféCréC+FCyl:O

e Reseni soustavy statickych rovnic:

V disledku vztahti pro ¢epové tieni je soustava statickych rovnic nelinearni, po dosazeni zada-
nych vstupi a feSeni obdrzime nasledujici hodnoty NP:

Fyan = 483N, Fy, = 15,7N, Fp, = 15,7N, Fp, = 483N, F¢, = 16,8N, F, = 517N,
Fp, =517N, Fp, = 16,8N, FF = 32,51 N.

e Kontrola splnéni predpokladii pohybového stavu, zaver:

Po urceni hodnot NP a ZP je nutno zkontrolovat splnéni stykovych omezeni predpokladaného
pohybového stavu. Témi jsou v daném piipadé podminky valeni ve vazbach A F4; < Fur a D
Fp; < Fpr. O jejich splnéni se 1ze snadno presvédcit.

Reseni ad. b):

V literatufe jsou udavany vztahy umoziujici linearizaci feseného problému, uvadéné
jako Ponceletovy vztahy. Podle nich lze velikost silové stykové vyslednice F' = /F7 + F?
ptiblizné ur¢it pomoci linearniho vztahu F = 0,96 F, + 0,4 F, (pfi F, > F,) resp. vztahu
F =0,96F, + 0,4 F, (pti F, > F,). Relativni odchylka pfi urceni velikosti sily nepfesahne
hodnotu 4 %. Ve vétsiné pripadi je tato presnost postacujici.

Po nahradé clenti, zptsobujicich nelineritu, obdrzime snadné€ji fesitelnou soustavu line-
arnich rovnic. Po jejim feSeni obdrzime nasledujici hodnoty NP:
Fan = 483,3N, Fuy = 15,4N, Fp, = 15,4N, F, = 483,3N, F¢, = 16,5N, F, = 516, 7N,
Fp, =516,7N, Fp;, =16,5N, ' = 31,95N.

Reseni ad. ¢):
Dale si ukazeme, jak vyznamny vliv na vysledek feseni mtize mit zanedbani téch pasivnich
ucinkt, které jsou z hlediska feSeného problému podstatné. Pti zanedbani cepového treni vymizi
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v soustaveé statickych rovnic ¢leny, které je popisuji. Obdrzime soustavu lineadrnich rovnic jejimz
feSenim urcime nasledujici hodnoty NP:

Fan =495N, Fgy = 6,2N, Fp, =6,2N, Fg, = 495N, Fo, = 6,3N, I, = 505N, Fp,, = 505N,
Fp;=6,3N, F=12,5N.

e Zaveér:

Z vysledkti vypoctl vyplyva, Ze linearizace feSeného problému dava velmi presné vysledky v
porovnani s pivodnim nelinearnim fesenim. Zanedbani ¢epového tfeni vsak vede k podstatnym
odchylkdm a to zvlasté ve velikosti hnaci sily.

7 uvedeného pripadu tedy vyplyva ponauceni: Zanedbani nékterych pasivnich G¢inkd by méla
predchazet dukladna analyza jejich vyznamnosti!

Bremeno, znazornéné na obr. 10.37, ma byt spous-
téno bezpecné, t.jmalou a konstantni rychlosti. Urcete
potfebnou velikost sily F ptisobici na paku spalikové
brzdy. Podobné jako pfi feSeni pfedchozi tilohy posudte
vyznamnost odchylek vyvolanych linearizaci vztahi resp.
zanedbanim ¢epového tieni. Je dano: [ = 600 mm, h =
400mm, o = 45°, p = 600mm, s = 250mm, v =
30mm, R = 250 mm, r = 200 mm, r¢ = 25mm, Fg =
500N, fa=0,35, fs, =0,2, fp =0,7.

e Rozbor zadani, mozné pohybové stavy téles: Obr. 10.37:
Zadani je uplné a spravné, cil vypoctového feSeni je zadan. Pii vypoctovém feSeni budeme
predpokladat existenci roviny symetrie tlohy a problém budeme fesit jako rovinny.

Je zfejmé, Ze soustava je ulozena pohyblivé a pohybovy stav jednotlivych téles pti spous-
téni bremene je jednoznacné dan. Protoze c¢epové tfeni pfi nataceni brzdové paky ve vazbé D a
vliv neohebnosti lana B jsou naprosto nevyznamné a vysledek feseni prakticky neovlivni (pdka
se nataci pouze v rdmci opotiebovavani brzdového obloZeni), mizeme pii vypoctovém FeSeni
pro vazbu lanem B a rotac¢ni vazbu E pouzit model typu NNTN. Vliv pasivnich ac¢inkd ve
stykovych vazbach A, C,D vyznamny je, proto u téchto vazeb pouzijeme model typu NNTP.

e Specifikace stykovych vazeb soustavy téles:
Obecné vazby B, D odebiraji po (; = 1 stupni volnosti, posuvna vazba A a rotac¢ni vazby C, E
po ¢; = 2 stupnich volnosti.

e Kontrola pohyblivosti uloZeni soustavy téles:
Pohyblivost soustavy urc¢ime ze vztahu

5
i=n—-14i—-O.¢G—1n=3-3—(2-143-2-0) =1,
i=1
kde n je pocet téles v soustavé vcetné zakladniho télesa. Soustava ma pii predpokladanych

pohybovych stavech 1° volnosti, jedna se tedy o pohyblivé ulozeni.

e Uvolnéni téles s vyznacenim relativniho pohybu v uvolnénych stykovych vazbach, volba vhod-
ného souradnicového systému:

Uvolnéni téles s vyznacenim sméru relativniho pohybu ve vazbach a zavedenymi pasivnimi
ucinky je znazornéno na obrazku obr. 10.38. Pro feseni byl zvolen souradnicovy systém O x y z.

NP:{FAru MAna FBn: FOI) FCy> FDn> FExa FE’y; F}
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Obr. 10.58:

e Kontrola splnéni nutné podminky statické urcitosti:

- Pocet a typ NP je = pp + ptr + ppy =8 +0+1=09.

- 7 hlediska prostorového rozlozeni nositelek je mozno silové soustavy m,;, ptisobici na uvol-
néna télesa, charakterizovat jako obecné rovinné soustavy sil. Proto pocet pouzitelnych
podminek statické rovnovahy je v = Uy, = vp + vy =6+3 =9.

- Nutnad podminka statické urcitosti p = v A p, + par < var je splnéna, protoze 9 = 9 a
1<3.

e Stykové zavislosti pro pasivni uc¢inky:
Pasivnim uc¢inkem ve vazbach A,D je smykové tieni, popsané stykovymi zavislostmi Fr =
Fapn -+ fa resp. Fpr = Fp,, - fp. V rota¢ni vazbé C (radidlni ¢ep) pisobi ¢epové tieni popsané

stykovou zavislosti Mg, = \/F&, + F&, fec ¢

e Sestaveni soustavy statickych rovnic a eliminace zavislych parametri (ZP) pomoci stykovych
zavislosti:

Po vyjadreni statickych podminek a vylouceni zavislého parametru pomoci stykové zavislosti
obdrzime soustavu statickych rovnic pro NP.

Téleso 2 : Téleso 4 :
F,: Fanfa+ Fp,— Fgsina=0 F,: —Fsina+ Fp, (sina— fp cosa) + Fg, =0
Fy,:  Fap,—Fgcosa=0 F,: —Fcosa+ Fp, (fpsina+cosa) — Fg, =0
M.a: Fg/2- (hsina —1 cosa) + M.g: F-p—Fp, (s+ fpv) =0
+ Fynea=0
Téleso 3:

F.: —Fgy+ Fp, (fp cosa —sina) + Fg, =0
y:  Foy— Fp, (fp sina+ cosa) =0

Mzci FBnT—FanDR— Fgm—i‘Fg 0

yfécréc =

e Reseni soustavy statickych rovnic:
V disledku vztahti pro ¢epové tieni je soustava statickych rovnic nelinearni, po dosazeni zada-
nych vstupi a feseni obdrzime nasledujici hodnoty NP:
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Fap = 353,6N, My, = 81,3Nm, Fp, = 229,8N, Fg, = 283,0N, Fg, = 301,5N, Fp, =
250,8N, Fg, = 26,9N, Fig, = 221,4N, F = 113,29 N.

Pro analyzu vyznamnosti vlivu linearizace vztahu pro ¢epové tieni resp. vlivu jeho pfi-
padného zanedbani na vysledky feseni (hlavné na pfesnost uréeni potfebné velikosti sily F ),
je treba provést stejné tipravy soustavy statickych rovnic jako pii feseni predchozi tlohy. Po
upravé rovnic a feseni obdrzime v prvnim pripadé hodnotu F' = 113,42 N, ve druhém ptipadé

F =118,62N.

e Zavér:
7 vysledkii urceni potfebné velikosti sily F vyplyva, Ze v tomto pripadé je vliv ¢epového tieni
malo vyznamny. Jeho zanedbéani vede k odchylce mensi nez 5%.

Urcete mezni vysku prekazky v, kterou pri
pusobeni hnaci sily F dané velikosti pusobici na
dané nositelce prekona vozik, znazornény na ob-
razku obr. 10.39. Je dano: [ = 1000 mm, h = 400 mm,
R = 150mm, rg, = rg, = 15mm, F; = 1000N, N2
fA = fD = 0,5, €q = €p = 2,5mm, féB = féC =
0,1, F = 1000N.

h/2

Obr. 10.59:
e Rozbor zadani, mozné pohybové stavy téles:

Zadani je tplné a spravné, cil vypoctového feseni je zadan. Problém budeme fesit jako rovinny.
Analyza moznych pohybovych stavi pfi pohybu voziku po rovné podlozce byla provedena pii
feSeni ulohy P10, analyza pohybu valce ptes prekazku pri feseni tlohy P9. P1i feSeni této ulohy
vyuzijeme zkuSenosti z TeSeni predchozich tloh. Pti prejezdu voziku pres prekdzku budeme
predpokladat valeni kol ve vazbach A a D, styk ve vazbé E kondi.

e Specifikace stykovych vazeb télesa:

Vsechny stykové vazby jsou typu NNTP. Obecné vazby A,D i rotacni vazby B, C odebiraji
(; = 2 stupnich volnosti. Podminkou valeni v obecnych vazbach je F; < Fr.

e Kontrola pohyblivosti ulozeni soustavy téles:
Pohyblivost soustavy urc¢ime ze vztahu

4
i=n—1)i,—O_¢G—1n=3-3—(4-2-0)=1,

i=1
kde n je pocet téles v soustavé vcetné zakladniho télesa. Soustava ma pii predpokladanych
pohybovych stavech téles 1° volnosti, jedna se tedy o pohyblivé ulozeni.

e Uvolnéni téles s vyznacenim relativniho pohybu v uvolnénych stykovych vazbach, volba vhod-
ného souradnicového systému:

Pro feseni byl zvolen souradnicovy systém O xy z. Uvolnéni téles s vyznacenim sméru relativ-
niho pohybu ve vazbach a zavedenymi pasivnimi ucinky je znazornéno na obrazku obr. 10.40.

e Silové soustavy piisobici na uvolnéna télesa, specifikace mnoziny neznamych nezavislych pa-
rametru stykovych vyslednic:

Silova soustava vnéjsich silovych prvkt m; pisobi pouze na téleso 3, soustavy mg; stykovych
vyslednic piisobi na vSechna tii uvolnéna télesa. Vyslednd mnozina neznamych nezavislych
parametra silovych soustav m,; = m; Unmg; je NP = UNPF,

NP:{FAru FAt7 FBx> FBy7 FC’x> FC'y7 FDn> FDta U}

e Kontrola splnéni nutné podminky statické urcitosti:
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- Pocet a typ NP je = pp + ptr + ppy =8+1+0=09.

- 7 hlediska prostorového rozlozeni nositelek je mozno silové soustavy m,;, ptisobici na uvol-
néna télesa, charakterizovat jako obecné rovinné soustavy sil. Proto pocet pouzitelnych
podminek statické rovnovahy je v = Uy, =vp + vy =6+3 =9.

- Nutna podminka statické uréitosti p = v A p, + py < vy je splnéna, protoze 9 = 9 a
1 <3.

Obr. 10.40:

e Stykové zavislosti pro pasivni uc¢inky:
Pasivnim téinkem ve vazbach A,D je valivy odpor, popsany stykovymi zavislostmi M,4 =
Fy,-eqresp. M,p = Fp, -ep. V radialnich ¢epech B, C ptisobi ¢epové tieni popsané stykovymi

.. . _ 2 2 Lo ... . = 2 2 f. .
zavislostmi My, =/ F, + Fg, fepreg vesp. My = \/Fé, + FGy Too Teo

e Sestaveni soustavy statickych rovnic a eliminace zavislych parametri (ZP) pomoci stykovych
zavislosti:
Po vyjadreni statickych podminek a vylouceni zavislych parametri pomoci stykovych zavislosti

obdrzime soustavu statickych rovnic pro NP. Uhel a vyjadiime z geometrie — « = arcsin PE“.

Téleso 2 : Téleso 4 :
F,: Fg,—Fqu=0 F,: Fc,— Fp, cosa— Fp; sinae =0
Fy: Fan—Fpy,=0 Fy,: Fp,sina— Fpy cosa — Fey =0
MzAi _FBIR—{'\/Féx_‘_F%yféBréB_‘_ Mzci —FDtR+HFc2*x+Fc2*yféc7’éc+
+ Fanea=0 + Fprnep =0
Téleso 3:

Fm: F—FBm—FCxZO
Fyi FBy+FCy_FG:O
h [

MZB: —FE—FG§—|—FCyl— Féx—FFéyféBTéB— Fg'x—{_Fg'yf(ijT(ij:O
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e Reseni soustavy statickych rovnic:

V disledku vztahti pro ¢epové tieni je soustava statickych rovnic nelinearni, po dosazeni zada-
nych vstupnich hodnot a feSeni obdrzime nasledujici vystupni hodnoty NP:

Fyn, = 460,3N, Fay = 12,3N, Fp, = 12,3N, Fp, = 460,3N, Fg, = 987, 7N, F¢, = 539, 7N,
Fp, =1125,1N, Fp;, = 30,0N, v = 74, 6 mm.

e Kontrola splnéni predpokladii pohybového stavu, zaver:
Po urceni hodnot NP a ZP je nutno zkontrolovat splnéni stykovych omezeni predpokladaného
pohybového stavu. Témi jsou v daném piipadé podminky valeni ve vazbach A Fy < Far
a D Fp; < Fpr. O jejich splnéni se lze snadno presvédcit po dopocitani velikosti tfecich sil
Fur =230,2N a Fpp = 562,6N. Reseni tilohy tim konéi.
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11 Zaklady analytické statiky.

vvvvvv

ucinky tj. hledali jsme pripady pro které byl vektorovy soucet sil a jejich momentt roven nule
tj. hledali jsme feseni na bazi vektorového poctu. Proto tyto metody jsou fazeny do tzv. vek-
torové mechaniky.

V analytické mechaniky podminky rovnovahy budeme diskutovat na zakladé variace skalér-
nich veli¢in, jakymi jsou zejména prace a kineticka energie. Uvidime, Ze tento postup, vychazejici
v podstaté z energetické bilance, umoznuje nalézat podminky rovnovahy ihned po vyjadreni
Metodicky postup pfi feseni tloh statiky metodami analytické mechaniky se podstatné odlisuje
od postupt vektorové mechaniky. Proto vyzaduje i zavedeni odlisSného vypocetniho aparatu,
mechanickych systémi, zatimco pro jednotliva téles popt. jednodussi modely soustav téles u
kterych se zajiméame i o urceni reakci vazeb byva vhodnéjsi a také nazornéjsi pouziti metod
vektorové mechaniky:.

11.1 Zakladni pojmy

Vsechny zakladni vztahy budeme odvozovat pro mechanicky systém, tvofeny soustavou téles,
obecné mezi sebou vazanych. U jednotlivych téles pouzivame pro popis premisténi jednotli-
vych bodu téles polohové vektory a; a pro natoceni jednotlivych téles vektory pootoceni ; .
Pritom vsak plati, Ze méa-li soustava n® volnosti, jen n téchto parametrii je nezavislych. Proto
provadime ze vSech soufadnic vybér s tim, Ze soubor téchto n vybranych nezavislych souradnic
41, G2, - - - §n budeme nazyvat zobecnénymi souradnicemi. Terminem zobecnéné soutradnice
tedy budeme rozumét nejmensi potfebny soubor nezavislych konfigura¢nich parametrt (soutrad-
nic, thld, délek apod.). Analytické vyjadieni vztahti mezi zavislymi a nezévislymi soufadnicemi
mechanické soustavy nazyvame vazebnimi podminkami (vazebni rovnice, rovnice vazeb). Pies
rovnice vazeb pak mizeme vzdy z vybranych nezavislych soutadnic urcit polohu vsech bodu
soustavy. Pfitom budeme dale predpokladat, ze vazby mezi télesy jsou holonomni (tj. pro vazby
které jsou integrovatelné, v praxi to jsou vazby nezavisejici na rychlosti). Vazby tohoto typu
lze vyjadrit rovnicemi typu

7 = Ti(q1,425 1055+, qnst) (11.7)

Zakladnim pojmem analytické mechaniky je virtualni pohyb (malé posunuti nebo pooto-

Ceni). V ptipadé holonomnich vazeb je to jakykoliv elementdrni pohyb, ktery se déje ve shodé s

vazbami. Budeme jej oznacovat 07; ( je oznaceni pro variaci). Skutecné pohyby driresp.dg;v ¢asedt
(odpovidajici prislusngm vazbdm, pusobicim silam a pocdtecnim podminkdm) je jednim z vir-

tudlnich pohybt jen tehdy, jde-li o vazby skleronomni (tj. nezavisejici na ¢ase) popf. zavislost

na Case lze pro kratky casovy okamzik dt zanedbat, coz v naprosté vétsiné pripadi je splnéno.

Pak virtualni posunuti odpovida pohybiim skutecnym - viz obr. 1. Mizeme je tedy zjistit tak,

ze s télesy v soustavé myslené "pohneme” a vyvolana posunuti nebo pootoceni zakreslime do

schématu soustavy.

Variaci vztahu (1) tedy za uvedenych predpokladi mtizeme dostat systém N vztaht mezi
variacemi virtualnich pohybti a variacemi zobecnélych soutadnic

or; or; or; "L O
i+ —0q+ ... +—0q, = —5q; 11.8
EPY i 9 92 dan q 2« Dy, qj (11.8)

J]=
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. (11.2) Prace vykonavand silovymi ucinky pfi virtudlnich budeme déle nazyvat virtualni
praci. Pro potifeby analytické mechaniky bude dale icelné pouzivat rozdéleni sil podle jejich
pgacovniho efektu. Sily budeme proto dale rozdélovat na sily pracovni]ip a sily vazbové
F,Y' . Vazbovymi silami budeme pfitom dale rozumét pouze nepracovni slozky reakei (napft.
kolmé slozky reakei), zatimco pracovnimi silami budou vSechny ostatni sily. To znamen4, Ze
pracovnimi silami budou vSechny sily akéni a z reakei pouze jejich pracovni slozky (napt. sila
tfeni, moment ¢epového tfeni, moment valivého odporu apod.). Jelikoz vSak reakce konaji praci
jen tehdy, uvazujeme-li pasivni odpory, je ziejmé, ze u systemu bez pasivnich odporiu pojem
vazbove sily splyvd s poymem sily reakcnt, a tudiZ splynou i poymy sil pracovnich a akcnich.

11.2 Staticka rovnovaha téles pomoci principu analytické mecha-
niky

11.2.1 Princip virtualni prace pro centralni silové soustavy

Necht v bodé B télesa ptisobi P pracovnich vnéjsich sil F_;p a S vazbovych reakei F;". Jestlize
je téleso ve statické rovnovaze, je splnéna podminka

P S
S EP+Y FY =0 (11.9)
i=1 ]
Udélime-li bodu B virtualni pohyb ¢7 pak soustava sil vykona virtualni praci
P s P s
D FP T+ Y FY6F = (Z FF+ZFJ.V> OF (11.10)

ktera s ohledem na vztah (11.3) a obecné nenulovou hodnotu 07 je rovna nule. Odtud
plyne princip virtualnich praci o spolecném ptisobisti: Pri statické rovnovdze sil pisobicich v
daném bod¢ télesa, je algebraicky soucet virtudlnich praci vsech sil roven nule. Ze vztahu (11.4)
vyplyva dale véta: Pouziti principu virtudlni prace vede vZdy na podminky staticke TOUZLOUdhy
prislusné silové soustavy. Pro vazby téles bez uvazovani pasivnich odporti plati, ze F;" jsou
kolmé na o7, takze vztah pro virtualni praci prejde na tvar

P

P P P
S FPot =) Floz+ ) Floy+Y FLoz=0 (11.11)
i=1 i=1 i=1

i=1

Jestlize bod B je volnym bodem tj. ma pocet stupii volnosti n = 3, je i pocet nezavislych
virtualnich pohybt , které bod muze konat je roven také 3. Za nezavislé virtualni pohyby volime
ox # 0,0y # 0, 0z # 0. Pak z principu virtualni prace vyplyvaji podminky rovnovahy centralni

silové soustavy
P P P
Y FEL=0, Y Fr=0 Y FI=0 (11.12)
i=1 i=1 i=1
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11.2.2 Princip virtualni prace pro obecné silové soustavy

Necht na téleso pusobi k sil F; a dale m momenti silovych dvojic ]\ij . Jestlize tato obecna
silova soustava je ve statické rovnovaze, pak plati opét princip virtualnich praci : Pri staticke
rovnovaze obecne silovée soustavy pusobici na téleso je algebraicky soucet virtudlnich praci vsech
sil a vsech momentu roven nule. Tento princip mizeme opét vyjadrit vztahem

K M
JA=Y Fisi+ > M.0G=0 (11.13)
i=1 j=1

kde d7; jsou virtudlni posuvy ptisobist sil F a 0 je virtualni natoceni télesa. Vztah
(11.7) se nazyva obecna rovnice statiky. Pro soustavu téles obsahujici n ¢lentt mizeme psat
vztah analogicky ke vztahu (11.7)

n

M
0A =) Fisf+ > Y M6 =0 (11.14)
i =1 j=1

=1

Jestlize pouzijeme diive zavedené zobecnéné souradnice q,(u = 1,2, ..., n), pak nezavis-
Iymi virtualnimi pohyby jsou dq,. Po vyjadieni zavislych virtualnich pohybi pomoci zédkladnich
virtualnich pohybt d¢, (pouzivame piitom kinematické vztahy nebo provadime variace rovnic
vazeb) lze princip virtudlnich praci vyjadfit symbolicky vztahem

Z{[PU (Ean:QDq%Qn)] (5Qu} =0 (1115)
u=1

kde vyrazy P, (Fi, M;,q1,q2, ...q,) dostaneme jako koeficienty u dq, po aplikaci vztaht
(11.2) do rovnice (11.8). Vzhledem k tomu, ze dq, # 0 , vyjadiuje kazda hranatd zavorka
rovnovaznou rovnici silovych uc¢inkt

Pu (Ean7Q1>q27'"Qn> =0 (1116)

Tento systém rovnic statické rovnovahy neobsahuje neznamé vazbové sily, fikdAme mu
proto hlavni rovnice statické rovnovdhy. Vzhledem k tomu, Ze systém rovnic (11.10) neobsa-
huje reakcni silové t¢inky, neni tak rozsahly jako v ptfipadé systému rovnic statické rovnovahy
ziskaného metodou uvolnovani jednotlivych téles ze soustavy. Pomoci téchto vlastnich rovno-
vaznych rovnic mizeme zjistit: - pridavné vnéjsi ¢inky pro uvedeni mechanické soustavy do
rovnovahy pro danou polohu (vyjadienou pomoci zobecnénych soufadnic) -pro danou soustavu
silovych tcinkt takové hodnoty zobecnénych souradnic qu, pfi nichz staticka rovnovaha vsech
pusobicich silovych u¢inkt nastane. Vztah (11.10) je dulezity a uziteény proto, Ze umoziiuje
primo urcit potiebné neznamé parametry v tloze.. Jinak bychom je museli urcovat pomoci
podminek rovnovahy uvolnénych jednotlivych c¢lenti. Takze vyhoda pouziti metod analytické
mechaniky se uplatni vyraznéji u soustav téles s vétsim poctem clenii-pokud ovSem neni nutné
urcit vazbové reakce, ale jen pridavné vnéjsi silové ucinky

Poznamka 1 : Pro vySetfovani vech virtualnich pohybt (posuvii a pootoceni) u télesa nebo
soustavy téles je zapotiebi znalosti kinematickych feSeni téchto mechanickych soustav.
Proto prozatim budeme vyuzivat principu virtualnich praci u jednoduchych mechanickych
soustav, u kterych muzeme sestavit potfebné vazebni podminky.
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Poznamka 2 : U soustav s pasivnimi odpory vystupuji mezi pracovnimi silami pracovni slozky
reakci (napf. tfeci sily). Abychom dostali vlastni rovnice statické rovnovahy musime, tj.
rovnice neobsahujici reakce, musime pracovni slozky reakci urcit néjakym jinym zptiso-
bem, zpravidla uvoliovanim.

Ve vétsiné prikladl soustavy jsou rovinné a maji jeden stupen volnosti tj. systém rovnic
(11.10) obsahuje jen jednu rovnici. K sestaveni podminek pro zjisténi rovnovazného stavu lze
doporucit nasledujici postup :

1- urc¢ime pocet stupni volnosti
2- do schématu soustavy zakreslime vSechny vnéjsi silové ti¢inky ptisobici na soustavu

3- analyzujeme vazby. Neni - li néktera idedlni, pfislusnou pracovni slozku vazebni silového
uc¢inku zahrneme do ptisobicich pracovnich sil

4- Vybereme zékladni virtualni zobecnélou souradnici ¢ a provedeme se soustavou mysleny
pohyb o dq. Najdeme odpovidajici virtualni posunuti d7; pro kazdé i-té pusobisté pracov-
nich sil a vSechna pootoceni d¢; kolem kazdé 1-té osy piisobicich pracovnich momentii.
Jednotliva virtualni posunuti zakreslime k pfislusnym piisobicim silovym uc¢inkim a za-
kreslime do schématu.

5- Najdeme vztahy mezi prislusnymi jednotlivyme virtudalnimi pohyby a virtudalnim zobecné-
lym premisténim najdeme bud z rovnic vazeb x;(q),v:(q)ayi(q) pomoci derivovdni dx; =
8"’“” q) dq, dy; = ayai—((;])cgq, S = awlq dq nebo najdeme tyto vztahy pomoci kinematickych
Vztahu (napt. z podminky valeni 0r = rdp , pfevodu predlohovych kol apod.)

6 - dosadime za dx;, dy;adp; do vyrazu pro virtualni praci

= S F,.0f + Y M, 0@, =Y F, 6z + Y F,, 0y, + Y. M;6p; =Qdq=0

V této rovnici uréujeme znaménka jednotlivych ¢lenti podle pravidel pro skalarni né-
sobeni (napf. je-li sila opacné orientovand nez piislusné posunuti, pfislusné virtualni prace je
zapornd) 7- rovnici rovnovahy ) = 0 dostaneme zkracenim vztahu pro virtudlni praci o dg

Pouziti principu virtualnich praci uvedeme na dvou prikladech.
Pi. 11.1 U ruc¢niho zveddku je bfemeno tihové sily Fy zvedano ozubenou tyc¢i , pohanénou
ozubenymi koly. Jak velkym momentem musime plisobit na ozubené kolo 27 Déano: Fy, 79, 73, Rs.

Reseni: Pocet stupiitt volnosti i = (n — 1)i, — (D¢ —n) = 3.3 — (3.2 +2.1) = 19V.
i1

Soustava je rovinnd a ma jeden stupen volnosti. Za nezavislou soufadnici volime natoceni (o
kola 2 tj. polozime ¢ = 5 . Ostatni soufadnice natoceni kola 3 a posun tyce 4 jsou jiz zavislé
a muzeme psat ptimo kinematické vztahy: ¢o.r9 = @3.r3ay, = @3.r3. Pro nezavisly virtualni
pohyb ¢ jsou zéavislé virtualni pohyby

dp3 = (5802, 0ys = —7”3 02
3

R R

PouZijeme princip virtualnich praci pro pusobici vnéjsi silové tcinky

SA = F.0s + M.0Gy = —Fg dys + M 6y = 0
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Obr. 11.1:

Po dosazeni zavislého virtualniho posuvu obdrzime po tpravé
T2
3

Vzhledem k tomu, ze dg # 0, dostavame pro hledany moment na kole 2 pro zvedani nebo
spousténi biemene vysledek M = 1’;,—27‘3FQ

Pt. 11.2 U Sroubového lisu je tlak na predmét vyvozovan silovou dvojici M ; _r puso-
bici na rameni 2/ -obr. 11.2. Urcete silu pisobici na lisovany predmét. Dano: F 1, h (stoupani
Sroubovice)
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Obr. 11.2:

Resent: Téleso (Sroub 2) je vazéno v prostoru.
Pocet stupmiti volnosti i = (n — 1)i, — (D¢, —1n) = 1.6 — (1.5 + 1.1) = 0 kde n je pocet téles
—1

v soustavé véetné ramu. Soustava ma pii predpokladaném pohybovém stavu tedy 0y volnosti
tj. je nepohybliva. Odstranime proto lisovany piedmét a jeho ucinek nahradime silou F), . Pak
dostavame novym rozborem

i=(n—1)i Zgl )=1.6—(1.5) =1V

Soustava je pak pohybliva a ma jeden stupen volnosti. Pro urceni nyni jiz ”vnéjsi” sily
F, miZeme pouzit principu virtualni prace, ktery ma tvar

§A = Mp_pdh + F,00 = 2F16¢ — F,6y = 0

Za zobecnélou soutradnici q volime natoceni Sroubu tj. polozime ¢ = v tj. dg = d1). Pro
jediny zavisly virtualni pohyb miiZzeme pouzit vazebni podminku

oy o _h
h o or y—27r5w

Po dosazeni do virtualni prace a tpravé obdrzime

5A:(2Fl 2h)5q_o

Vzhledem k tomu, ze dq # 0, vyraz v zavorce 2F[ — Fy% = 0 predstavuje podminku
statické rovnovahy ptisobicich silovych tc¢inkid. Odtud uréime silu jakou je pfedmét lisovan
47l

Fy=—F
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