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Ztrata stability konstrukci v elastickém stavu

Vzpérna tnosnost konstrukci.

Pojem vzpérné (inosnosti.

Pozadavky na vysokou Ginosnost a malou hmotnost modernich kon-
strukci vedou k vyuZzivani stihlych a tenkosténnych prvkd. Tato ten-
dence ma své limity. Praktické zkuSenosti a zkousky ukazuji, ze
(nosnosti stanovené podle elementérnich elastickych nebo elasticko-
plastickych teorii se podari dosahnout jen vyjimecné. Velmi dalezitou
roli pfi tom hraje vycerpani “vzpérné” (nosnosti.

Ke ztraté Gnosnosti tenkosténnych konstrukci dochazi v pripadé, ze
namahani konstrukce ma vyznamnou membranovou tlakovou slozku,
ktera pfi soucasném ohybani nebo krouceni vede k vétsim prihybim
nezli predpovida klasicka linearni pruznost.
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.

Pfipomernime pfipad kombinace ohybu a tlaku na prikladu: Pfimy
nosnik délky / je na obou koncich kloubové podepren a zatizen pric-
nym liniovym zatizenim g(x) = konst. a osovou tlakovou silou F.
Material ma Younglv modul pruznosti E, prirez nosniku ma plochu
A a centralni kvadraticky moment k neutralné ose /.

q

Klasické reseni technické mechaniky stanovi priibéhy vnitrnich silo-
vych G¢ink( od vnéjsiho zatiZzeni na nedeformovaném nosniku
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.
e Ohybovy moment

PM,
dx2

~q(x) = Mo(x) = Mo(x) = =11 =

e Osova membranova sila N(x) = —F
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Vzpérna tnosnost konstrukci.
Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.

e Ohybovy moment

d*M,

= —a(x) = Molx) = Mo(x) = 211~ o

e Osova membranova sila N(x) = —F
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.
e Ohybovy moment

d2M, gx
e = 4l = Molx) = Mo(x) = X1 - A
e Osovd membranovd sila N(x) = —F

a z nich integruje posuvy
e Prihyb
d?v M, q

oW = E TV e X2 PN

e Osovy posuv
du N F

dx _EA EA
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.
e Ohybovy moment

d2M, gx
S5 = =40 = Mo(x) = Mo(x) = [/~ ]
e Osova membranova sila N(x) = —F

a z nich integruje posuvy

e Prihyb
d?v M,
=g
e Osovy posuv
du N

dx

_ 9 4 513, 13
v = S4El [X 2Ix° + 1 x}
F
Uu=——x

EA
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.
e Ohybovy moment

d2M, gx
S5 = =40 = Mo(x) = Mo(x) = [/~ ]
e Osova membranova sila N(x) = —F

a z nich integruje posuvy

e Prihyb
o M,
a2 T T

e Osovy posuv
du N

dx EA

_ 9 4 513, 13
v = SaE] [X 20x° + 1 X]
F
U= ——x
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.

q

v(Xx) Vimax

Jesté jednou pfipomenme, Ze v klasickém feseni je pfi vypoctu vni-
trnich sil z podminek rovnovahy vnitfnich a vnéjsich sil zanedbdna
zména tvaru v disledku deformace. Rovnice rovnovahy jsou vyja-

dreny v nedeformované konfiguraci. Za téchto predpokladi vychazi
v nasem prikladé

Maximalni ohybovy moment Maximalni prihyb

12 5ql*
Mo,max = Mo,max = % Vmax = %
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.

AR ERERRRERRRNRRY!

v(x) Vmax

Vezméme nyni pfi vypoltu ohybového momentu do Gvahy defor-
movany tvar nosniku. (PFi stanoveni membranové osové sily zménu
tvaru stale zanedbdvame.) Osova sila F je v fezu x uvedena do rov-
novahy vnitfni silou N = —F, ale v dlsledku prihybu vytvéreji tyto
sily navic silovou dvojici s ramenem v(x) o velikosti Fv(x)
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.
T T F

V(%) [ Vinax

Celkovy ohybovy moment vyjadfime jako soucet momentu M, od
pfi¢ného zatizeni q a dvojice Fv(x) = —Nv(x)

Mo (x) = Mo(x) + Fv(x)-




Ztrata stability konstrukci v elastickém stavu

Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.

q

VOO [ Vinax

Celkovy ohybovy moment vyjadfime jako soucet momentu M, od
pfi¢ného zatizeni q a dvojice Fv(x) = —Nv(x)

Mo (x) = Mo(x) + Fv(x)-

Je evidentni, Ze tlakova sila velikost celkového ohybového momentu
zvySuje, zatimco tahova ji snizuje. Proto se zaméfime na feSeni pro
silu tlakovou, F > 0.
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.

T F

X .

V(X) Vmax

Dosadme celkovy ohybovy moment M, (x) = Mo(x) + Fv(x)
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.

T F

X

v(x) Vmax

Dosadme celkovy ohybovy moment M,(x) = My(x) + Fv(x)

do Bernoulliova linearizovaného vztahu mezi lokalni zménou kFivosti

d?v(x
ol = v = -t

a ohybovym momentem na nosniku
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.

AR ERRRERERERERERY L F

X

v(x) Vmax

Dosadme celkovy ohybovy moment M,(x) = My(x) + Fv(x)

do Bernoulliova linearizovaného vztahu mezi lokalni zménou kFivosti
d2v(x

a ohybovym momentem na nosniku — 7> = v"(x) = — M.
a dostaneme rovnici
M F
V() + au(x) = ~ 242 o [ E

El 7 El
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.

q\ L \\, \\, \\, IRRREERER \\, \\, ] \\

X

IO V;lax

" . MO(X) . F
v (X)—Q—o¢2v(x)_—T7 a_\/;

Integralem uvedené rovnice je po Gpravach

sqit 06 1 [sin [TVF(1—&)] +sin (rvFe) —sin (v/F)
Vo) = 3871EI 572 f [ = fsin (<) +2(2-9) |,
V0, max d)(é.’ f)

kde f =

E=

—Ix

FKR,e
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.
Je evidentni, ze prihybova ¢ara zavisi linedrné na pri¢ném zatizeni
5ql*
384El
a nelinedrné na osové tlakové sile

. 96 1 | sin |:7T\/?(1 —f)] + sin (71'\/?5) —sin (wx/?) @9
O, )= — = +2(§°-¢

572 f 7r%I"sin (ﬂ\/f)

v(§) = vo,max(q)®(&, f)

VO,max(q) =

Pripomenme, Ze linedrni feSeni prvniho fadu lze také vyjadrit v této
formé, s vyuzitim
16

o (€) 5

[* — 2¢3 + €] misto (¢, f).
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce. T
A "'v'(x;%g.;;" B
22
Pomérny prithyb
NIN_ [1]
H —0
> 01 ¢(£a f)
g 0.2
L —0.3
%{ 0.4
——0.5 iadvui Vi
£ 0s vyjadfuje  zavislost
2 — 07 prihybové cary na
> . . v 7
5 velikosti  pomérné
14 s ’
osové sily
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Vzpérna tnosnost konstrukci.
Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.
q
EEEEERR RN R NR NS

X

V(X) Vmax

Maximalni priihyb je zfejmé v misté ¢ = 0.5. Plati:

L4 ¢'0,max = d>0(%) =1

a pro prihyby
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.

T F

X .

V(X) Vmax

Maximalni priihyb je zfejmé v misté ¢ = 0.5. Plati:
° ¢0,max - ¢O(%) =1

® P (f) =®(3,f) = 96 |:2sin (%\ﬁ) — sin (ﬂ\ﬁ)

1
7TTZFSin (71'\/?) 2

N

572

a pro prihyby
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Vzpérna tnosnost konstrukci.
Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.
q
EEEEERR RN R NR NS

X

v(x) Vmax

Maximalni priihyb je zfejmé v misté ¢ = 0.5. Plati:

° ¢0,max - ¢O(%) =1

° ¢'max(f) = ¢(%7f) = Q

7TTzfsin (7?\/?) 2

96 |:25in (%\/?) — sin (7‘(\/?) 1

a pro prihyby

® Vmax = V0<max¢0,max = V0,max
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Vzpérna tnosnost konstrukci.
Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.
q
EEEEERR RN R NR NS

X

v(x) Vmax

Maximalni priihyb je zfejmé v misté ¢ = 0.5. Plati:

° ¢0,max - ¢O(%) =1

° ¢'max(f) = ¢(%7f) = Q

7TTzfsin (7?\/?) 2

96 |:25in (%\/?) — sin (7‘(\/?) 1

a pro prihyby
® Vmax = VO,maxd)O,max = V0, max

L4 Vmax(f) = VO,maxq)max(f)
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce. T e
A “'v'(x;%;m;{ o

100 Pro
S f—1
€ vepe
s s Cili )
3 weEl
E F—Fure=—~
o
e roste hodnota (po-
T s mérného)  prihybu
s nade vSechny meze.

1001 D ax(1) — o0

0.0 0?2 0?4 076 0‘8 1.0 1?2 1 I4 1?6 1?5 20
Pomérna osova sila f= FIF, .
v
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.
Zavéry a zobecnéni

e Formulace rovnic rovnovahy ve zdeformovaném tvaru
(pruznost 2. fadu) vede pfi feSeni tenkosténnych konstrukci s
prevazujicim membrdnovym zatizenim k podstatnému zvétseni
prihyb( oproti formulaci ve stavu nezdeformovaném (pruznost
1. Fadu).
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.
Zavéry a zobecnéni

e Formulace rovnic rovnovahy ve zdeformovaném tvaru
(pruznost 2. fadu) vede pfi feSeni tenkosténnych konstrukei s
prevazujicim membranovym zatiZzenim k podstatnému zvétseni
prihyb( oproti formulaci ve stavu nezdeformovaném (pruznost
1. Fadu).

e Teoreticky stanovené prlhyby pti kritickych zatizenich rostou
nade vSecky meze. Graf ®p,.4(f) ma vétev feseni i pro f > 1.
Bez dodatecného vynuceni zapornych prihybd je vsak
takovyto rovnovazny stav nedosazitelny.
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Priklad: Vzpérna Gnosnost tyce.
Zavéry a zobecnéni

e Formulace rovnic rovnovahy ve zdeformovaném tvaru
(pruznost 2. fadu) vede pfi feSeni tenkosténnych konstrukei s
prevazujicim membrdnovym zatizenim k podstatnému zvétseni
prihyb( oproti formulaci ve stavu nezdeformovaném (pruznost
1. Fadu).

e Teoreticky stanovené prihyby pfi kritickych zatizenich rostou
nade vSecky meze. Graf ® . (f) ma vétev feSeni i pro f > 1.
Bez dodatecného vynuceni zapornych prihybi je vsak
takovyto rovnovazny stav nedosazitelny.

o Kritické membranové zatizeni nosniku je rovno prvni kritické
sile pri Eulerovské ztraté stability.
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Podstata vzpérné inosnosti.

Zavéry a zobecnéni

Eulerova tloha ztraty stability predstavuje mezni pripad nasi Glohy.
Za predpokladu, Ze neni zadné pri¢né zatizeni g = 0 prejde plvodni
rovnice rovnovahy na homogenni diferencialni rovnici

F
VI(X)+a?v(x) =0, a=/=,
El
jejiz netrividlni feSeni vede na hledani vlastnich &isel «; a funkei v;(x)
operatoru
d2
dx?
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Podstata vzpérné inosnosti.

Zavéry a zobecnéni
Vysledkem je, Ze pro vSechna zatizeni, kromé kritickych, existuje
pouze triviadlni feSeni v(x) = 0. P¥i kritickych zatizenich

2 2
n-m<El
FKR,n:T

spliuje rovnici rovnovahy i netrividlni reSeni
. nmx T ‘
Vn(x) = Asin 5 kde A je libovolnd konstanta -

Prakticky vyznam ma zejména prvni kritickd sila, kterd je bézné
oznacovdna jako Eulerova kriticka sila

2
< El
Fkre = Fkr1 = Pl
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Podstata vzpérné inosnosti.
Zavéry a zobecnéni

e | v pripadech, kdy je redlnad tenkosténna konstrukce namdahéna
pouze membranové (napf. Eulerlv vzpér), nebude jeji chovani
odpovidat Eulerovskému reseni. Odchylky od idedIni geometrie
(tzv. imperfekce), kterym se nelze vyhnout, zpisobi pfidavny
ohyb, ktery se projevi podobné jako pri¢né zatizeni. Rovnice
rovnovahy nebude homogenni a nedojde k bifurkaci
(rozdvojeni FeSeni na trividlni a netrividlni).

o Ve skutecnosti u tenkosténnych konstrukci s “Cisté”
membranovym namahanim existuje limitni zatizeni Fy, které
je konstrukce schopna staticky prenaset. Po jeho prekroceni jiz
statickd rovnovaha neexistuje a konstrukce se neomezené
deformuje — hrouti.
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Podstata vzpérné inosnosti.
Zavéry a zobecnéni

e | v pripadech, kdy je redlnad tenkosténna konstrukce namdahéna
pouze membranové (napf. Eulerlv vzpér), nebude jeji chovani
odpovidat Eulerovskému reseni. Odchylky od idedlni geometrie
(tzv. imperfekce), kterym se nelze vyhnout, zpusobi pfidavny
ohyb, ktery se projevi podobné jako pfi¢né zatizeni. Rovnice
rovnovahy nebude homogenni a nedojde k bifurkaci
(rozdvojeni Feseni na trivialni a netrividlni).

e Ve skutecnosti u tenkosténnych konstrukci s “Cisté”
membranovym namahanim existuje limitni zatizeni Fy,, které
je konstrukce schopna staticky prenaset. Po jeho prekroceni jiz
statickd rovnovaha neexistuje a konstrukce se neomezené
deformuje — hrouti.
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Podstata vzpérné inosnosti.
Zavéry a zobecnéni

e Eulerova kritickd sila predstavuje horni mez limitniho zatizeni

Fim < Fkre -

Snizeni limitniho zatiZeni zavisi pfi stejné idedlni geometrii na
velikosti a distribuci imperfekci. Obecné plati, ze ¢im mensi
jsou imperfekce,

e tim vice se limitni zatizeni blizi Eulerové kritické sile
e tim vice se proces hrouceni podoba skokové zméné

e V procesu hrouceni mize dojit k dosazeni materidlovych
limitd (mez elasticity, mez pevnosti, kfehky lom ...) a ke
zniceni konstrukce.
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Podstata vzpérné inosnosti.

Zavéry a zobecnéni

e Eulerova kritickd sila predstavuje horni mez limitniho zatizeni

Fum < Fkre -

Snizeni limitniho zatiZeni zavisi pfi stejné idedlni geometrii na
velikosti a distribuci imperfekci. Obecné plati, ze &im mensi
jsou imperfekce,

e tim vice se limitni zatizeni blizi Eulerové kritické sile
e tim vice se proces hrouceni podoba skokové zméné

e V procesu hrouceni mize dojit k dosazeni materidlovych
limitd (mez elasticity, mez pevnosti, kfehky lom ...) a ke
zniceni konstrukce.
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Podstata vzpérné inosnosti.

Zavéry a zobecnéni

e Eulerova kritickd sila predstavuje horni mez limitniho zatizeni

Fum < Fkre -

Snizeni limitniho zatiZeni zavisi pfi stejné idedlni geometrii na
velikosti a distribuci imperfekci. Obecné plati, ze &im mensi
jsou imperfekce,

e tim vice se limitni zatizeni blizi Eulerové kritické sile
e tim vice se proces hrouceni podoba skokové zméné

e V procesu hrouceni mize dojit k dosazeni materidlovych
limitd (mez elasticity, mez pevnosti, kfehky lom ...) a ke
zniceni konstrukce.
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Podstata vzpérné inosnosti.

Zavéry a zobecnéni

e Eulerova kritickd sila predstavuje horni mez limitniho zatizeni

Fim < Fkre -

Snizeni limitniho zatiZeni zavisi pfi stejné idedlni geometrii na
velikosti a distribuci imperfekci. Obecné plati, ze &im mensi
jsou imperfekce,

e tim vice se limitni zatizeni blizi Eulerové kritické sile
e tim vice se proces hrouceni podoba skokové zméné

e V procesu hrouceni miZze dojit k dosaZeni materidlovych
limitd (mez elasticity, mez pevnosti, kfehky lom ...) a ke
zniceni konstrukce.
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Podstata vzpérné inosnosti.
Zavéry a zobecnéni

e V nasem prikladé nem(ize byt odvozend rovnice rovnovahy
pouZita pro popis procesu hrouceni, protoze plati jen v oboru
platnosti plvodnich predpokladd, tj. napt., Ze zménu krivosti
prihybovky

Ak(€) = Ve
(1+v2(€))?
vyjadfime pro v/(§) < 1 jako

Ar(€) = v'(8)-
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Podstata vzpérné inosnosti.

Zavéry a zobecnéni

e Obecné, predstavuje-li rovnice rovnovahy dobrou aproximaci
reality pfi libovolném prihybu, mize byt jeji feseni
vychodiskem pro stanoveni Fy .

e P¥i modelovani konstrukci metodou kone¢nych prvki (MKP)
Ize limitni silu stanovit zpravidla pouze, pokud pouzijeme

e plné nelinedrni statickou proceduru

e zatézovani posuvem nebo jednoparametrickou soustavou sil a
metodu délky oblouku misto klasického Newton—Raphsonova
iteracniho schématu

o geometrické imperfekce (nebo jejich aproximaci)

vvvvvv

aproximaci Eulerova kritického zatiZeni, viz dale.
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Podstata vzpérné inosnosti.
Zavéry a zobecnéni

e Obecné, predstavuje-li rovnice rovnovahy dobrou aproximaci
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metodu délky oblouku misto klasického Newton—Raphsonova
iteracniho schématu

e geometrické imperfekce (nebo jejich aproximaci)

vvvvvv

aproximaci Eulerova kritického zatiZeni, viz dale.
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Vzpérna tnosnost konstrukci.

Podstata vzpérné inosnosti.

Zavéry a zobecnéni

e Obecné, predstavuje-li rovnice rovnovahy dobrou aproximaci
reality pfi libovolném prihybu, mize byt jeji feseni
vychodiskem pro stanoveni Fp .

e P¥i modelovani konstrukci metodou kone¢nych prvki (MKP)
Ize limitni silu stanovit zpravidla pouze, pokud pouzijeme

e plné nelinedrni statickou proceduru

e zatézovani posuvem nebo jednoparametrickou soustavou sil a
metodu délky oblouku misto klasického Newton—Raphsonova
iteracniho schématu

o geometrické imperfekce (nebo jejich aproximaci)

vvvvvv

aproximaci Eulerova kritického zatiZeni, viz dale.
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Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Rovnice rovnovahy v MKP
e Vychodiskem je podobné jako pfi analytickém feSeni rovnice
rovnovahy. Ta je v diskrétnim MKP modelu vyjadrena
maticové

K je matice tuhosti
U je vektor posuvii uzlovych bodi
I

o« F = fﬁl?l je vektor uzlovych sil, které diskretizuji vnitini sily,
resp. napjatost
F je vektor uzlovych sil, které diskretizuji vnéjsi zatizeni
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Ztrata stability konstrukci v elastickém stavu

Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Rovnice rovnovahy v MKP

e Vnitini sily jsou disledkem deformace (tj. zmény polohy &astic
v daném misté.).

e Tenzor deformace € v klasické pruznosti 1. Fadu neobsahuje
informaci o translaci a rotaci (kdybychom na pole posuvi
superponovali homogenni translaci a rotaci, tenzor deformace
se nezméni).

e Podle hookeova zdkona se nezavislost tenzoru deformace € na
rotaci a translaci prendsi i na tenzor napjatosti o a v kone¢ném
disledku vede k tomu, Ze v klasické pruznosti 1. fadu zavisi
matice K pouze na materidlu a pocatecni geometrii MKP sité,
nikoli na posuvech.

e Za téchto okolnosti nelze vyjadfit rovnice rovnovahy v
deformovaném stavu, coz je nutné pro nalezeni Eulerovy
kritické sily.
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e Vnitini sily jsou disledkem deformace (tj. zmény polohy &astic
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Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Pocatecni napéti

Uvazujme obecny konecny element, ktery je ve stavu rovnovahy a
. v v 7 v Ve LV 7 e _’I v Ve Vv Ve ’

jsou v ném pocatecni vnitini sily F z predchoziho zatéZovani. Po-
znamenejme, ze symboly pro vektorové a maticové operatory vzta-

hujici se k jednomu elementu a tytéz operatory popisujici celou MKP
sit nebudeme rozliSovat. Jejich vyznam vyplyva z kontextu.
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Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Pocatecni napéti

I
K

A W U

Aplikujme uzlové posuvy u.
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Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Pocatecni napéti

I
K

A W U

Element se obecné zdeformuje a natodi.
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Pocatecni napéti

I
y oo,

V pripadé pruznosti 1. fadu se natoceni neprojevi na vysledné vnit¥ni
sile, ...
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Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Pocatecni napéti

~1
F, + K
~]
F, u

A A

... kterou stanovime s pomoci odpovidajici matice tuhosti K; a prin-
. L Y wir v oy a2l

cipu superpozice jako soucet pocatecnich vnitfnich sil F a prirdstku

vnit¥nich sil v disledku posuvi i

= =
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Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Pocatecni napéti

.y v c i vs gl o -

V pripadé€ pruznosti 2. fadu sily F rotuji spolu s elementem, a jejich
slozky (ne velikosti) se zméni. Tuto zménu charakterizuje matice
pocatecnich vnitinich sil, resp. matice pocatecnich napéti, jako

AF' =K, (Fo)a-
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Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Pocatecni napéti

Fy+Ku+Ku
F, ,u

A A

- AN
AF = —K,(Fo)a-
Poznamenejme, Zetranslace elementu zménu slozek pocatecnich vni-

trnich sil nevyvold. Dale zd(iraznéme, Ze matice pocatecnich napéti
na pocatecnich napétich zavisi.

.




Ztrata stability konstrukci v elastickém stavu

Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Pocatecni napéti

Fy+Ku+Ku
nl|
A Ky A

Vyslednou vnitfni silu v disledku prirdstku posuvu s uvazovanim
vlivu pocatecnich vnitinich sil stanovime s pomoci odpovidajici ma-
tice tuhosti K = K, + K, a principu superpozice jako

)= Fo— Kii = Fo— [K, + K, ] -
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Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Eulerova kriticka sila

Pripomenme vychodiska analytického Eulerova resSeni ztraty stability
prutu:

e Prut je zatizen osovou silou, kterd vyvolava Cisté membranové
namahani (mimo stavi pfi kritickém zatizenf)
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e Prut je zatizen osovou silou, kterd vyvolava Cisté membranové
namahani (mimo stavi pfi kritickém zatizeni)
e Deformace prutu ve sméru stfednice je ignorovana, je reSena

pouze ohybova rovnice rovnovahy s nulovym pricnym
zatizenim a ¢lenem zohlednujicim tlakovou silu.
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Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Eulerova kriticka sila
Pripomenme vychodiska analytického Eulerova resSeni ztraty stability
prutu:
e Prut je zatizen osovou silou, kterd vyvolava Cisté membranové
namahani (mimo stavi prfi kritickém zatizeni)
e Deformace prutu ve sméru stfednice je ignorovana, je fesena
pouze ohybova rovnice rovnovahy s nulovym pricnym
zatizenim a ¢lenem zohledniujicim tlakovou silu.

e Clen zohlednujici tlakovou silu

je na ni linedrné zavisly
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Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Eulerova kriticka sila
Analogickou homogenni rovnici rovnovahy diskrétniho MKP modelu
Ize zapsat ve tvaru

k(7)o

kde symboly K;, K, a U zde predstavuji globalni matice tuhosti a
vektor posuvd.

e Pro stanoveni K je tenkosténné téleso zatizeno vnéjSimi
silami Fp,, které vyvolavaji membranovy stav napjatosti. V
komercénich MKP programech je obvykle tfeba formalné

provést nelinedrni staticky vypocet, aby se matice K, (Ij_m>

vygenerovala.
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Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Eulerova kriticka sila
e Pro existenci netrividlniho feseni je nutné, aby

det [KL +Kg(ﬁm>} ~0.
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Eulerova kriticka sila

e Pro existenci netrividlniho reSeni je nutné, aby
det [KL +K, (F‘mﬂ ~0.

e Otazkou zlstava, jak efektivné najit kritickou hodnotu
zatizeni F, kg
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Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Eulerova kriticka sila
e Pro existenci netrividlniho reSeni je nutné, aby

det [KL +K, (ﬁmﬂ ~0.

e Otazkou zlstava, jak efektivné najit kritickou hodnotu
zatizeni Fp, kr

e V mnoha pripadech Ize zavislost matice pocdtecnich napéti na
velikosti sil F, linearizovat tak, ze

Ky (NFmo) = N, (Fmo) = MK
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Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP

Eulerova kriticka sila

e Homogenni rovnici rovnovéhy diskrétniho MKP modelu Ize
pak zapsat jako

(K, +AK, o] U=0-

SN
a netrividlni reseni {U,-}. najit pro vlastni hodnoty {A;}Y
=
feSenim problému vlastnich Cisel vhodnou numerickou
metodou.
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Stanoveni Eulerovy kritické sily MKP
Eulerova kriticka sila

e Homogenni rovnici rovnovéahy diskrétniho MKP modelu Ize
pak zapsat jako

(K + MK, U=0-
RUIVINIVE (o Th L . N
a netrividlni reseni {U,-}. najit pro vlastni hodnoty {A;};_;
=
feSenim problému vlastnich Cisel vhodnou numerickou

metodou.

e Eulerovo kritické zatiZeni dostaneme pro prvni vlastni hodnotu
A1 jako




Ztrata stability konstrukci v elastickém stavu

Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Motivace

Vypocet limitniho zatizeni redlnych tenkosténnych konstrukci neni
dodnes obecné zvladnuty.

Typickym pristupem, napf. u leteckych konstrukci je aplikace
analytickych teorii ztraty stability za zjednodusujicich predpokladd
korigovanych empiricky ziskanymi opravnymi koeficienty.

Jinou moznosti je vyuziti MKP bud pro odhad kritickych sil nebo
pro simulaci hrouceni a hledani aproximace limitniho zatizeni.

Na pripadu tenkosténné valcové skorepiny jsou predvedeny zakladni
pristupy ke stanoveni limitniho zatiZeni jednoduché skorepinové kon-
strukce:

e Experimentalni stanoveni limitniho zatizeni.




Ztrata stability konstrukci v elastickém stavu

Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Motivace

Vypocet limitniho zatizeni redlnych tenkosténnych konstrukci neni
dodnes obecné zvladnuty.

Typickym pristupem, napf. u leteckych konstrukci je aplikace
analytickych teorii ztraty stability za zjednodusujicich predpokladd
korigovanych empiricky ziskanymi opravnymi koeficienty.

Jinou moznosti je vyuziti MKP bud pro odhad kritickych sil nebo
pro simulaci hrouceni a hledani aproximace limitniho zatizeni.

Na pripadu tenkosténné valcové skorepiny jsou predvedeny zakladni
pristupy ke stanoveni limitniho zatiZeni jednoduché skorepinové kon-
strukce:

o Experimentalni stanoveni limitniho zatiZeni.

o Analyticky vypocet limitniho zatizeni.




Ztrata stability konstrukci v elastickém stavu

Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Motivace

Vypocet limitniho zatizeni redlnych tenkosténnych konstrukci neni
dodnes obecné zvladnuty.

Typickym pristupem, napf. u leteckych konstrukci je aplikace
analytickych teorii ztraty stability za zjednodusujicich predpokladd
korigovanych empiricky ziskanymi opravnymi koeficienty.

Jinou moznosti je vyuziti MKP bud pro odhad kritickych sil nebo
pro simulaci hrouceni a hledani aproximace limitniho zatizeni.

Na pripadu tenkosténné valcové skorepiny jsou predvedeny zakladni
pristupy ke stanoveni limitniho zatiZeni jednoduché skorepinové kon-
strukce:
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e Numericky vypocet limitniho zatizeni MKP.
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které jsou dostate¢né jednoduché a jejichz reseni vykazuje
bifurkaci.
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Motivace
e Analytické teorie:

e Existuji pro omezenou mnozinu geometrickych konfiguraci,
které jsou dostate¢né jednoduché a jejichz reseni vykazuje
bifurkaci.

o Predpokladaji perfektni tvar konstrukce

o Maji feSeni v uzavieném tvaru

e Typickym predstavitelem je Eulerova teorie vzpéru primych
prutd

e Numerické pfistupy (MKP):

o Geometricky slozitéjsi konstrukce
e Reseni neni v uzavfeném tvaru
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny
Motivace

Cilem préce je:

e Ovéreni a osvojeni riznych
pristupl k MKP simulaci
hrouceni tenkosténné
valcové skorepiny.
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Motivace
Cilem préce je:

e Ovéreni a osvojeni riznych
pristupt k MKP simulaci
hrouceni tenkosténné
valcové skorepiny.

o Verifikace vysledk( s
experimentem

e Zhodnoceni a porovnani
jednotlivych pfistupil z
hlediska presnosti a
efektivity
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Experiment
Zkusebnimi télesy byly plechové obaly na napoje
. —— J

e

Detail upinaciho pripravku
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Experiment
Vyska L [mm] | 85,0
Stredni pramér | 65,6
D [mm]
Tloustka stény | 0,11
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Limitni sila | 660-1070
Frm [N]
Stfedni lim. sila | 839

Fim [N]

ZkuSebnimi télesy byly plechové
obaly na napoje
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Experiment

1200

Lisovaci sila [N]

Experiment (6 vzorku)

Obrazek: Namérena zavislost sila — stlaceni pro

Stlageni [mm]

6 vzorkl. Typicky vzorek po zhrouceni

Vzorky byly za-
tézovany fizenou
deformaci  (stlace-
nim) a snimdna byla
reakéni sila F. Je
patrno, ze pro dany
typ télesa existuje li-
mitni zatizeni Fpy.
Po jeho dosazeni
jiz reakéni sila s
rostoucim stlacenim
klesa.
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Analyticky vypocet oy m
Vztah dle Spundy

Frim 2t

OLIM = OKR A T {D}
Pristup Kt [1] OKR [MPa]
Teorie malych vybodeni dle | 0,605 169
Eulera
Korekce dle Spundy 0,176 49

Frim 839 37
g = —_——— =

Dle experimenti LM A 22,7
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Analyticky vypocet oy v
Vztah dle Spundy

2t
oum =0kr = —,— = KTE D}
Pristup OKR [MPa]
Teorie malych vyboceni dle 169
Eulera
Korekce dle Spundy 49
839
Dle experimentl oLim 22,7
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Vypocet MKP: schéma

. u=>5 mm{
Vlastnosti MKP modelu:
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Element( Shell | 70 210
S4
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: schéma
Vlastnosti MKP modelu:

e Dokonale tuhd cela

e Skorepinovy plast vetknuty do cel

Element( Shell | 70 210
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: schéma
Vlastnosti MKP modelu:
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: schéma
u=>5 mm{

Vlastnosti MKP modelu: N

e Dokonale tuha cela ﬁ
e Skofepinovy plast vetknuty do Cel
e Horni Celo pohyblivé ve svislém

N 0,11
smeru

85
v

e Spodni celo nepohyblivé 065,74

Element( Shell | 70 210
S4

Uzli 70 623
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Eulerovo okgr
o Klasicky vypocet indiferentni
rovnovahy perfektniho modelu

det [K, + AK,(Fmo)] =0 -

F=1000N
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Eulerovo okgr

e Kilasicky vypocet indiferentni F=1000N y
rovnovahy perfektniho modelu
det [K; + AK,(Fmo0)] =0 %
e Referencni sila Fr, 0 = 1000 N.
0,11

e Prvni vlastni Cislo Ay = 3, 85405
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065,74
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Eulerovo okgr
e Klasicky vypocet indiferentni
rovnovahy perfektniho modelu

det [K, + AK,(Fmo)] =0 -

Referencni sila Fr, o = 1000 N.
Prvni vlastni ¢islo A; = 3,85405
Kriticka sila Fxr. = 3854 N
Kritické napéti

 Fkr. 3854
OKR,e = A 2T 169,7 [MPa]

F=1000N

85

0,11

065,74
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Kvazistatickd simulace hrouceni
e Kvazistatickou simulaci hrouceni rozumime plné nelinearni
staticky MKP vypo&et s monoténnim zatéZovanim bud
tlakovou silou nebo posuvem horniho Cela. Cilem je stanovit
zavislost sila—stlaceni analogickou experimentu.
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Kvazistaticka simulace hrouceni

e Kvazistatickou simulaci hrouceni rozumime pIné nelinearni
staticky MKP vypodet s monoténnim zatéZovanim bud
tlakovou silou nebo posuvem horniho ¢ela. Cilem je stanovit
zavislost sila—stlaceni analogickou experimentu.

e Narozdil od fyzickych vzork( je MKP model geometricky
perfektni. Proto lze realistické vysledky ziskat jediné tehdy,
budou li do modelu zavedeny imperfekce.

o Imperfekce je geometrickd odchylka skutec¢ného tvaru télesa
od idedlniho. V nasem pripadé je popsana jako odchylka
poloméru od teoretické hodnoty.
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Kvazistaticka simulace hrouceni

e Rozlozeni a velikost imperfekce na nasich vzorcich ma
statistickou povahu, kterd je typickd pro produkty opakované
vyroby.
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Kvazistaticka simulace hrouceni

e Rozlozeni a velikost imperfekce na nasich vzorcich ma
statistickou povahu, kterd je typicka pro produkty opakované
vyroby.

o Méreni imperfekci pouzitych vzorkl nebylo provadéno.
Namisto toho byla zavedena imperfekce uméle.

e Algoritmus vypoctu umélé imperfekce se opird o prvnich N
vlastnich tvar( perfektniho modelu a vyuziva nasledujici
postup
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Vypocet MKP: Kvazistatickd simulace
hrouceni

Algoritmus vypoctu umélé imperfekce

e Normalizace vlastnich vektort
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Kvazistatickd simulace
hrouceni

Algoritmus vypoc¢tu umélé imperfekce
e Normalizace vlastnich vektor(

e Kombinace vicenasobnych vlastnich
vektord tak, aby maximum
radidlniho posuvu lezelo na radialni
ose

e Korekce normalizaénich koeficienti
tak, aby linedrni kombinace
vlastnich vektor(i vedla k
predepsané maximalnim odchylce
Armax = 0,5t = 0,055 mm.
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Zatézovani silou

o Silové zatézovani bylo testovano pfi

pouziti metody délky oblouku.

0,11
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Zatézovani silou

e Silové zatéZovani bylo testovano pFi
pouziti metody délky oblouku.

e Vysledné limitni zatiZeni vyslo
Friv = 1302 N.

e P¥i pokracovani vypoctu vsak doslo
k obraceni smyslu sily, takze
vypocet nepopsal proces hrouceni.
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Zatézovani silou

e Silové zatézovani bylo testovano pfi
pouziti metody délky oblouku.

e Vysledné limitni zatiZeni vyslo
Friv = 1302 N.

e P¥i pokracovani vypoctu vsak doslo
k obraceni smyslu sily, takze
vypocet nepopsal proces hrouceni.

e Shoda vypocteného a naméreného
limitniho zatizeni je dobra

85

0,11

065,74
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Zatézovani posuvem
o Model je zatizen posuvem horniho
Cela o hodnotu Model je zatizen
posuvem horniho ¢ela o hodnotu

u=>5mm

85

0,11

065,74
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: ZatéZzovani posuvem

. - p u=5mm
e Model je zatizen posuvem horniho

Cela o hodnotu Model je zatizen
posuvem horniho ¢ela o hodnotu %

e V modelu je zavedeno umélé
tlumeni (stabilizaéni silovy Gc¢inek).
Zkreslujici vliv tohoto tlumeni na
vysledky miize byt posouzen
a'posteriori.

0,11

85

065,74
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: ZatéZzovani posuvem

. -~ p u=5mm
e Model je zatizen posuvem horniho

Cela o hodnotu Model je zatizen
posuvem horniho ¢ela o hodnotu %

e V modelu je zavedeno umélé
tlumeni (stabiliza¢ni silovy (¢inek).
Zkreslujici vliv tohoto tlumeni na
vysledky mize byt posouzen
a'posteriori.

0,11

85

. . , 065,74
e Simulace je porovnana s

experimentem pomoci zavislosti
sila—stlaceni.
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: ZatéZzovani posuvem

. -~ p u=>5mm
e Model je zatizen posuvem horniho

Cela o hodnotu Model je zatizen
posuvem horniho ¢ela o hodnotu %

e V modelu je zavedeno umélé
tlumeni (stabiliza¢ni silovy (¢inek).
Zkreslujici vliv tohoto tlumeni na
vysledky mize byt posouzen
a'posteriori.

0,11

85

. . , 065,74
e Simulace je porovnana s

experimentem pomoci zavislosti
sila—stlaceni.

e P¥i zatéZovani posuvem bylo

dosazeno vysledkil nejblizsich
experimentu.
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: ZatéZzovani posuvem
1400

1200 E

1000 +

‘ Vzorky 1-6
—— MKP

800

600

Lisovaci sila [N]

400

200+

0

0 1 2
Stlaceni [mm]

u=>5mm

85

0,11

065,74
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Dynamicka simulace

e Model je zatizen rychlosti horniho
Cela

u=>5mm

85

0,11
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Dynamicka simulace
e Model je zatiZen rychlosti horniho
cela
e Uloha je resena dynamicky s
explicitni integraci pohybovych
rovnic.

u=>5mm

85

0,11

065,74
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Dynamicka simulace

e Model je zatizen rychlosti horniho
Cela

e Uloha je feSena dynamicky s
explicitni integraci pohybovych
rovnic.

e Simulace je porovnana s
experimentem pomoci zavislosti
sila—stlaceni.

u=>5mm
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Dynamicka simulace

e Model je zatizen rychlosti horniho u=>5mmy
v ]
cela

e Uloha je feSena dynamicky s %
explicitni integraci pohybovych
rovnic.

e Simulace je porovnana s 011

85

experimentem pomoci zavislosti

sila—stlaceni.
065,74

e Pri dynamické simulaci bylo
dosazeno vysledk( srovnatelnych s

kvazistatickym vypoctem.
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Vypocet MKP: Dynamicka simulace

Lisovaci sila [N]

1600

1400

Experimenty

1200

—— MKP expl. A
—— MKP expl. B

1000 ]
800 |
600 ]
400 ]

200+

—— MKP expl. C

0

0

Stlaceni [mm]

Rychlost posuvu [mimis]

Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

2 3
Stiageni [mm]

u=5mm

85
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny
Vypocet MKP: Zavéry

o Eulerovské reseni dloh s perfektni

geometrii vysoce precenuje kritické
zatizeni.
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Zavéry
o Eulerovské reseni dloh s perfektni
geometrii vysoce precenuje kritické
zatizeni.
e Okamzik zhrouceni nastava v
elastickém stavu.
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Zavéry

e Eulerovské reSeni tloh s perfektni -
. Yy %
geometrii vysoce precenuje kritické /

B
aX 2

zatiZeni.
e Okamzik zhrouceni nastava v v/
elastickém stavu.

e P¥i vlastnim hrouceni dochazi k
vyznamné plastizaci.
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Priklad hrouceni tenkosténné skorepiny

Vypocet MKP: Zavéry

e Eulerovské reSeni tloh s perfektni e
geometrii vysoce precenuje kritické
zatizeni.

e Okamzik zhrouceni nastava v
elastickém stavu.

e P¥i vlastnim hrouceni dochazi k
vyznamné plastizaci.

e Dynamicka simulace se jevi byt
vhodnym a efektivnim nastrojem
pro feSeni dané tridy Gloh.
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