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D-1 Procesy v mechanickych systémech a jejich analyza

D-1.1 Druhy procest

Analyza dynamické soustavy zahrnuje jednak analyzu dynamickych vlastnosti jako
celku, jednak analyzu vstupnich a vystupnich veli¢in. V problematice zajimajici strojniho
inZenyra jsou vstupnimi veli¢inami sily, dvojice sil, tlaky atp., vystupnimi veli¢inami nej¢as-
téji namahani, deformace, vychylky, zrychleni — pficemz vSechny tyto veli¢iny jsou
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V naprosté vétsSiné funkcemi Casu. VSechny tyto jevy v ¢ase proménné je mozno shrnout pod
spole¢ny pojem proces.
V zéasad¢ je mozno rozd¢lit procesy na (obr. 1):
a) deterministické,
b) stochastické (nahodné),
C) smiSené,
d) nehomogenni.
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Obr. 1

ad a) U deterministickych procesit miiZzeme jejich velikost v libovolném okamziku ur-
it obecné ze soustavy diferencialnich rovnic a znamych pocate¢nich podminek. Pti opakova-
ni experimentu za stejnych podminek probiha deterministicky proces vZdy stejné.

ad b) U stochastickych procesi neni mozno piesné piredpovédét jejich velikost; 1ze je
pouze popsat pomoci charakteristik matematické statistiky. I pfi opakovani experimentu za
stejnych podminek poskytuje stochasticky proces navzajem se liSici prabehy. Piiklad: nama-
hani podvozku automobilu pfi jizdé terénem.

ad ¢) V praxi se Casto setkdvame s procesy, které obsahuji deterministickou i stochas-
tickou slozku ve zhruba stejném poméru. Tento charakter ma napft. celd fada zatézujicich sil
pusobicich na stroje a zafizeni v provoznich podminkach.

ad d) Posuzovani a analyzu strukturné nehomogenniho procesu lze uskutecnit pouze
pro jeho homogenni ¢asti navzajem spojené useky prechodového charakteru. Neékteré procesy
mohou byt natolik nestacionarni (resp. nehomogenni), Ze je obtizné je matematicky jednoduse
popsat.

Ptedstavu o charakteru namahéni v konstrukcich poskytuji vysledky prizkumu ame-
rické firmy MTS:
konstantni amplituda harmonického prabéhu 2 %,
konstantni amplituda trojihelnikového pribéhu 5 %,
spektrum konstantnich amplitud 12 %,
nahodné stacionarni 9 %,
nahodné nestacionarni 13 %,
nahodné kvazistaciondrni (stacionarni ve stiedni hodnot¢ a rozptylu) 41 %,
ptechodové 13 %,
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e specialni 5 %.

Jak je z tohoto piehledu ziejmé, zahrnuji nahodné procesy témét 2/3 vSech procest,
procesy s konstantni amplitudou pak asi 1/5. Pfitom pfi pevnostnim posuzovani se vychazi
vyhradné z materidlovych charakteristik ziskanych pii zkouSkach s konstantni amplitudou
napéti nebo deformace, tedy za podminek vyrazné se liSicich od provoznich. Obdobné se do-
sud prevazna vétSina oveéiovacich laboratornich zkousek Zivotnosti uskuteciiuje pii konstantni
amplitud¢ zatizeni (pfipadné pii takovémto vicestupiiovém zatizeni).

D-1.2 Frekvencni analyza

Pro teSeni fady tuloh je ucelné transformovat Casovy prabéh procesu (v nasem piipadé
mechanickych soustav at’ jiz buzeni nebo odezvy) do frekvencni oblasti, tedy nahradit jej po-
sloupnosti jeho frekvencénich slozek. Tato operace se nazyva firekvencni (kmitoctova) analy-
za. Takto ziskané frekvencni slozky poskytuji dilezité informace predevsim o zdrojich kmita-
ni. Buzeni libovolného ¢asového pribéhu (véetné razil) je mozno nahradit posloupnosti ele-
mentarnich pulzi riznych frekvenci a amplitud. To potom umozni vySetfit u linearnich sou-
stav odezvu na libovolné buzeni. Z porovnani frekvenéni analyzy buzeni a odezvy je mozno
posoudit moznosti vzniku nebezpecnych rezonancnich stavii za rtiznych provoznich pomért.
Ze zmény frekvenénich slozek v pribéhu pouzivani konstrukce je moZzno usuzovat téZ na
vznik a rozvoj poruseni; této skute¢nosti se vyuziva pro provozni diagnostiku.

U periodickych procest se urceni amplitud a fazovych whli jednotlivych harmonic-
kych slozek nazyva harmonickou analyzou; uziva se k tomu rozvoje do Fourierovy fady. Zis-
kana spektra (amplitudova a fdzova) jsou diskrétni. U ndhodnych procesii se ke stejnému tce-
lu provadi Fourierova integralni transformace; ziskana spektra jsou spojita. Pro zjisténi paso-
beni jednotlivych zdroji mechanického kmitani na mechanickou soustavu jsou diilezita vyko-
nova spektra, vyjadiena vykonovou spektralni hustotou.

D-1.2.1 Fourierova rada

Kazdy periodicky proces je mozno interpretovat jako superpozici nekonecné mnoha
elementarnich pribéhi sinového nebo kosinového tvaru.

Fourierova fada k dané funkci x(t) (ktera spliiuje Dirichletovy podminky o spojitosti
funkce v uvazovaném ¢asovém intervalu) je nekonecna fada

t)= %+ kZ:l:ak cos(kat) + kzﬂ:bk sin(kat)

kde x(t)cos(kat)dt k=0,1,2, ...

—||N

x(t)sin(ket)dt

—||I\J

o
e

T ... zakladni perioda

w=2"
T ... zdkladni Ghlova (kruhova) frekvence

Vhodnéjsi je vyjadieni Fourierovy fady ve tvaru
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X(t)= A+ iA( cos(kat +yy )
k=1

k=1,2,...

'%:a—zo A =+a; +b 1//k=arctgj

A

Urcovani koeficientii Ax @ yk Se nazyva harmonickou analyzou. Jednotlivé elementar-
ni pribéhy Ak cos (Kat + yx) jsou nazyvany harmonickymi sloZkami nebo jen harmonickymi.
Veli¢ina Ax je pak amplitudou a yx fazi harmonické sloZky. Ptitazeni amplitud ke kmitoctu
se nazyva spektrum amplitud; pfitazeni fazovych thlt ke kmitoctu je pak spektrum fazovych
uhli.

Vzhledem k tomu, Ze koeficienty Ak jsou uréeny jen hodnotami funkce v intervalu pe-
riodicity (0, T), je mozno sestrojit Fourierovu fadu i k funkci, ktera neni periodicka, ale ktera
je bud’ definovana jen na intervalu (0, T) nebo ktera je rizna od nuly jen na kone¢ném inter-
valu.

Vykonové spektrum periodického signalu piedstavuje vykony jednotlivych harmonic-
kych slozek na odporu 1 Q , ¢ili posloupnost hodnot A / 2, kde A jsou amplitudy jednotli-
vych harmonickych slozek. Toto spektrum popisuje frekvencni rozlozeni vykonu periodické-
ho signalu; soucet vSech jeho slozek dava celkovy vykon signalu.

U jednorazovych (neperiodickych) pribéht mluvime o energetickém spektru, které je
popséno spojitou funkci, tzv. energetickou spektralni hustotou.

D-1.2.2 Fourierova transformace

U Fourierovy transformace (zkracené FT) se nahrazuje ptivodni signal (erigindl) po-
sloupnosti harmonickych funkci rozdilnych frekvenci a fazi tak, aby soucet téchto jednodu-
chych vin dal original. Tato pfima FT je definovana vztahem

X(f)=F{x(t)}= T x(t)e 1% gt = T x(t).exp(—j27 ft)dt

Komplexni funkce X(f) se potom nazyva Fourierovou transformaci nebo obrazem
komplexni nebo realné funkce x(t).
Originaly je pak mozZno ziskat z obrazl zpétnou (inverzni) FT definovanou vztahem
x(t)= j X (1) -exp(j2r ft)df

Ve slozkovém tvaru

o0 o0

F{x(t) =X (f)= jx(t).cos(zﬂft)dt-jjx(t).sin(znﬁ)dt

x(f_)w: Re{X (f)}-j.Im{X(f)]

Je-li funkce x(t) suda, tj. plati-li x(-t) = x(t), pak funkce x(t).cos(2xft) je také suda a
funkce x(t).sin(2zft) je licha; na na uvedeném intervalu potom je



]9 x(t)-sin(27 ft)dt =0

atedy

X(f)= T X(t)-cos(27 ft)dt = ZTx(t)-cos(Zﬂft)dt

Analogicky by se urcila inverzni Fourierova transformace sudé funkce x(t)
x(t):ZJX(f)~cos(2nﬂ)df
0

Maji-li byt celkové energie v ¢asové a frekvencni oblasti stejné (Parsevaliiv teorém),
musi platit

i[o[x(t)]zdt: T\X(f)\zdf

Pti zpracovani nahodnych procest na pocitaci se vychazi z navzorkovanych déji. Zde
se potom vyuziva diskrétni Fourierova transformace (DFT). V tomto piipadé ma tedy jak
origindl tak i obraz diskrétni pribéh. Vypocet DFT je Casové narocny — predpoklada provést
N2 komplexnich nasobeni a N? komplexnich séitani (N je poéet vzorki). Tuto ¢innost efektiv-
n¢ zkracuji algoritmy rychlé Fourierovy transformace (FFT).

D-2 Deterministické procesy a jejich charakteristiky

D-2.1 Rozdéleni deterministickych procesi

Struény prehled deterministickych procest je uveden na obr. 2. Z hlediska nebezpeci
unavového poruseni jsou dulezité procesy periodické a kvaziperiodické. Do skupiny ,,jinych
procesii“ je mozno zahrnout procesy s konstantni Grovni, procesy po ¢astech konstantni.

DE TERMINSTICKE

/\

PERIODICKE NEPERIODICKE
HARMONICKE NEHARMONICKE|  |KvAZIPERIODICKE] PRECHODOVE
Obr. 2

D-2.2 Periodické procesy

Proces charakterizovany jednou skalarni proménnou X (t) je periodicky, jestlize plati
X(t)=x(t+T), kde T je perioda procesu, f =1/T jeho frekvence.
Jeho stiedni hodnota v intervalu <O,T> je



1T
X=— t)dt
X T.(.:X()

N 24

-
1 2
Xt = ?J‘[x(t)} dt = Xgis
0

(RMS = root mean square)
Dalsimi charakteristickymi veli¢inami jsou soucinitel tvaru

F _ Xer
X
a soucinitel vykmitu
vykmit
F-Y

c

Xef

(Vykmit je maximalni hodnota veli¢iny v daném ¢asovém intervalu.)

D-2.2.1 Harmonické procesy
Jsou zékladnim pfipadem periodickych procesti; 1ze je popsat funkci
X(t) = Acos(at+y)
kde A jeamplitudaa y je pocate¢ni fazové posunuti proménné X v ¢ase t =0.

Amplitudové spektrum je diskrétni; znazoriiuje se jako oboustranné nebo jako jednostranné
(obr. 3)
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Obr. 3
Stfedni hodnota harmonického procesu za pilperiodu je
T/2
- 1 . 2
X =—— | Asinwtdt=—A~0,636A
T/2 ’ Vid

Efektivni hodnota

T/2
J2

1 2.2
X = X = |[— | A%sin“wtdt =— A=0,707A
of RMS lel @ 5

Soudinitel tvaru
Xef T

x 22

F.=\2~1414

F = ~111

Soucinitel vykmitu



Vsimnéme si jeSté vykonu u harmonického procesu. Okamzity vykon procesu je
umérny ¢tvrei okamzité hodnoty procesu: tak napt. u mechanického kmitani je imérny Etvrei
vychylky, u elektrického proudu ¢tvrci napéti atd., tedy

P=c- [x(t)]2
Stifedni vykon za jednu periodu je
Az

j[ ]dt—_j[Acosthfdt =

Vykonové spektrum se vyj adruje jako oboustranne nebo jako jednostranné (obr. 4) - obdobn¢
jako diive uvedené amplitudové spektrum.

AE.
2

Obr. 4

D-2.2.2 Neharmonické procesy

Tento druh procesti miize vzniknout z jednoduchych harmonickych procest, jejichz periody
(a tedy 1 kmitocCty) jsou v pomérech, které jsou racionalnimi ¢isly. Je-1i alespon jdden z téchto
pomért iraciondlni ¢islo, jedna se o neperiodicky proces. To tedy téZ znamend, zZe neharmo-
nicky periodicky proces je mozno rozlozit na fadu harmonickych procest, jejich periody jsou
vuci sobé v pomeérech, které jsou racionalnimi ¢isly. Mohou byt popsany funkci

x(t)=x(t£pT,)

kde p=12,3...
Zakladni frekvence
1
fv =—
TV

odpovida nejvétsimu spole¢nému deliteli frekvenci dil¢ich harmonickych procest.

T, je zékladni perioda; je rovna spole¢nému nasobku dil¢ich period.




Obr. 5

Tak napf. na obr. 5 je znazornén proces
x(t)=sin(2zt)+0,5cos(4xt)+0,25sin(67t)

Zdeje f: f,=1:2,f;: f3=1:3, coz jsou racionalni ¢isla. Zakladni frekvence f, =1Hz,
zékladni perioda T, =T, =21, =3T3 =15s. Nenulové koeficienty Fourfierovy fady jsou
b,=1 b,=0,5 b;=0,25.

Zakladni frekvence se nemusi vzdy ve vySetfovaném procesu objevit jako jedna z jeho
slozek. Tak napf. u procesu s f; =60 Hz, f, =75 Hz, f; =100 Hz je zdkladni frekvence

f, =5 Hz, zakladni perioda T, =0, 2 s, takze v tomto ptipadé

x(t)=x(t+m-0,2s)
Protoze f;/f,=12, f,/f, =15, f3/f,=20, budou pfi rozkladu do Fourierovy fady
chybét viechny slozky s vyjimkou k =12, k =15, k =20.

Priklad 1

Urcete prvé Ctyii harmonické slozky periodického pohybu znazornéného na obr. 6, je-
liz,=1s, T=2s.

x (1)]
A — —— — —
| i /l
T Tz T, T
T
Obr. 6
Vysledek:
a b o (s?)
1 -0,3183 -0,2026 3,142
2 0 0,1592 6,283
3 0,1061 0,0225 9,425
4 0 -0,0796 12,566
Priklad 2

Periodickou funkci podle obr. 7 rozved'te do Fourierovy fady. Perioda T =2 S.
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Obr. 7

Reseni se zjednodusi vhodnou volbou pocatku podle obr. 7b). Fukce se stane sudou, takze
b, =0. Je tedy nyni

x(t)=A  pro 0<t<T/4
x(t)=0 proT/4<t<3T/4

Vysledek:
Pro suda k jsou a, =0, pro licha k jsou a, stfidavé kladné a zaporné.

a o (s7)
1 0,6366 3,142
3 -0,2122 9,425
5 0,1273 15,708
7 -0,0909 21,991

Na obr. 7¢) je naznacen prubéeh funkce vzniklé superpozici 1., 3. a 5. harmonické.

D-2.3 Neperiodické procesy

D-2.3.1 Kvaziperiodické procesy

Jsou to takové procesy, u nichz poméry frekvenci jednotlivych slozek nejsou racionalnimi
Cisly — napf.
x(t) = Asin(2t +yq ) + AZCOS(\/§I+1//2)
Protoze kazdé iracionalni Cislo je mozno pfiblizn€¢ nahradit blizkym racionalnim ¢is-
lem, jedna se zde tedy o piibliznou periodicitu — se zékladni periodou (obecné) nekonecné
dlouhou.

D-2.3.2 Piechodové procesy
Piechodové procesy se mohou vztahovat k riznym fyzikalnim jevim. Tak napft. (obr. 8)
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Obr. 8
a) x(t)=A-exp(-at) prot>0
x(t)=0 pro t <0
b) x(t)=A-exp(—at)-cosht pro t >0
x(t)=0 prot<0
c) x(t)=A pro 0<t<c
x=0 pro0>t>c

Typickou vlastnosti pfechodovych procesii je kratka doba trvani. Charakteristickym rysem —
ve srovnani s dosud uvedenymi procesy — je, Ze nemaji diskrétni, ale spojité frekvencni spek-
trum.

D-3 Stochastické procesy

Vyuziti teorie nahodnych procesi v oblasti dynamiky, pevnosti a Zivotnosti konstrukci
je zvlasté vyznamné, nebot’ pfevazna vétSina veli€in, které se zde uplatituji ma ndhodny cha-
rakter. To se tyka ptredevSim procest zatiZeni a odezvy na toto zatiZeni. Rovnéz ndhodny cha-
rakter ve struktufe a sloZeni materialu vyzaduje statisticky pfistup pfi hodnoceni vychozich
charakteristik inosnosti materidlu. Ale téz proces nukleace a ristu inavovych trhlin ma sto-
chasticky charakter - a to 1 pfi deterministickém (napt. harmonickém) zatézovani.

D-3.1 Zakladni pojmy

Klasickéd teorie pravdépodobnosti studuje vlastnosti ndhodné proménnych; v ramci
pokusu nabyva tato proménna pfedem neznamou jedinou hodnotu. Nahodny jev je ,,staticky*.

V praxi se ale casto setkdvame s proménnymi, které se v pritbéhu pokusu (tedy
Vv zavislosti na Case) méni (obvykle spojit€). Vysledkem ndhodného pokusu je potom ¢asova
funkce, kterd nabyva ndhodnych hodnot. Néhodny proces potom miiZeme charakterizovat
jako mnozinu moznych rozdilnych funkci Casu, tzv. realizaci nahodného procesu. U nahod-
ného procesu je Cas t spojity parametr; nabyva-li pouze diskrétnach hodnot, mluvime o na-
hodné posloupnosti.

D-3.2 Charakteristiky souboru realizaci

Uvazujme fez stochastickym procesem X(t) v ¢ase t = t1 (obr. 9).
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Potom je mozno definovat pravdépodobnost

Tato funkce dvou proménnych x1 , t1 se nazyva jednorozmérna distribucni funkce. Z ni
plyne jednorozmérné hustota pravdépodobnosti

OF (x,1,)
0%

f(x,t)=

x((t)

x1f-

0
x@)(t)

X1f .
0
x@3)(t)

X1f_
0

Déle je mozno definovat prvni pravdépodobnostni element ndhodného procesu, ktery
vyjadtuje pravdépodobnost f (Xl,tl)dxl , 7€ ndhodna veli¢ina X (tl) lezi v nekone¢né ma-
1ém intervalu mezi X; a X, +dX; pro hodnotu parametru t =t;.

Uvedené¢ charakteristiky popisuji nahodny proces pouze v jediném casovém okamziku.
Ani zvétSeny pocet téchto okamziki mepfispiva vyraznhé k dokonalej§imu poznani procesu.

Pro ziskani ptedstavy o vyvoji procesu v Case je vhodné zabyvat se charakteristikami
vztahujicimi se ke dvéma hodnotam parametru t (obr. 10). Dvojrozmérna distribuéni funkce
(distribuéni funkce druhého fadu) je pak definovana

PIx(t) < x;ix(t) %, | = F (¥, %, 1)

Analogicky jako v piedchozim téz existuje dvojrozmérna hustota pravdépodobnosti
O%F (X1,t3 %o ,1)
0% 0%,

f (%%t )=

12



Podobné by bylo mozno postupovat k dalSim, vicerozmérnéjsim charakteristikam.
Rozdé€leni pravdépodobnosti téZ urcuji Ciselné charakteristiky — momenty.
Z jediného fezu nahodnym procesem X(t) v ¢ase t je mozno urcit:

a) obecny moment s-tého fadu definovany vztahem

o0

m, [x(t)] = I x* f (x,t)dx

—00

Z nich nejdulezitéjsi je obecny moment prvniho fadu — stfedni hodnota nahodného
procesu Vv Case t

ml[x(t)]za(t)z j xf (x,t)dx
b) centralni moment s-tého fadu

u[x(1)]= j[x_a(t)]s f(xt)dx

v

Z nich nejvyznamnéjsi je centralni moment druhého fadu — rozptyl (disperze) na-
hod;ného procesu v case t

[ x(t)]= j[x-a(t)f f(x.t)dx

Na obr. 11 jsou uvedeny ukazky nahodnych procest, z nichz je ziejmé, ze jak stiedni
hodnota tak ani rozptyl nepostihuji vnitini stav procest. K tomuto napomahaji momenty zis-
kané ze dvou fezli v ¢asovych okamzicich t; a t, ato:
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Obr. 11

a) smiSeny obecny moment druhého fadu systému dvou ndhodnych proménnych
X (t,) a X(t,) - korela¢ni funkce, dana vztahem

Rex (tioty) =my [ x(t)-x(t,) | = J. J. X Xo T (Xq, X, 1,1 ) dxgdX,
b) smiseny centralni moment druhého fadu systému dvou ndhodnych proménnych
X (tl) a X (tz) - kovarian¢ni funkce, pro niz plati

K (1) =my {I:X(tl) —a(tl)]-[x(tz)—a(tz )]}

o0

Kux (t1:t2) = I [ —a(t) || X —a(t) | f (X%t t ) dxgdx,

—00

Prot, =t, =t je

R () = [x(1)]
K (1) = [ X()] = [x(0)] - [ (1)

Poznamka

Ta Cast teorie ndhodnych procesii, kterd vyuziva jen momentl prvych dvou fadi, se
nazyva korelacni teorie nahodnych procesii. V ramci korelacni teorie neni tieba znat husto-
tu pravdépodobnosti vyssi nez dvourozmérnou. Je vSak ziejmé, ze dvourozmérné rozdéleni
ani korela¢ni funkce nemohou popsat nahodny proces tak podrobné jako vicerozmérné rozd¢-
leni. Mimo to mohou riznym procesiim odpovidat stejné korela¢ni funkce, nebot’ rovnost
korelac¢nich funkci jesté neznamend identitu procest. Do dne$ni doby je vSak rozpracovéana
pouze korelacni teorie do té miry, Ze ji Ize vyuZivat v inZenyrskych aplikacich. Proto také
dalsi vyklad bude probihat v ramci korelacni teorie (neboli nahodnych procesti druhého tadu).

14



D-4 Stacionarni nahodné procesy

D-4.1 Pojem stacionarity

UZ8i kategorii nahodnych procest jsou stacionarni procesy. Podminku stacionarity je

mozno klast rizné:

a)

b)

za stacionarni ndhodny proces se povazuje takovy proces, jehoz hustoty pravdépodobnosti
libovolného fadu (tj. prvého, druhého atd. az n-t¢ho) se neméni pti zméné pocatku, od né-
hoz pocitame Cas. Tak napt. pro n-ty fad

f (X X0 Xn sttt ) = (X X0 X st + T8 + 7,8, +7)

Tyto hustoty pravdépodobnosti jsou tedy Casove invariantni.
Procesy splitujici tuto podminku se nazyvaji stacionarni v izkém smyslu nebo t¢z silné
(striktné) stacionarni.

za stacionarni stochasticky proces se povazuje takovy proces, jehoz jednorozmérné a
dvourozmérné hustoty pravdépodobnosti jsou ¢asové invariantni (hustoty pravdépodob-
nosti vyssich fadii mohou byt ¢asové zavislé). Takového procesy se nazyvaji stacionarni
v $irsim smyslu nebo slabé stacionarni nebo téZ stacionarni procesy druhého fadu. Témi-
to procesy se budeme v dalsim zabyvat, nebot’ se vztahuji na oblast platnosti korelacni te-
orie.
Je tedy u nich:
e jednorozmérnd hustota pravdépodobnosti nezavisla na argumentu t,
e dvourozmérna hustota pravdépodobnosti je kromé argumentd X1 a X2 funkci pouze roz-
dilu proménnych t, —t; =7 , tj. funkci pouze jedné dalsi spojité proménné.

Prakticky vyznam korelacni teorie stacionarnich ndhodnych procest je zdliraznén jesté tou
skutecnosti, Ze nejvétsi tfida staciondrnich ndhodnych procestt — normalni (gaussovy) procesy
—jsou upln¢ definovany pouze korela¢ni fukci.

D-4.2 Charakteristiky stacionarnich procesii druhého radu

Stfedni hodnota a rozptyl staciondrniho procesu jsou v ¢ase konstantni:

m[x(t)]=a= j xf (x)dx
m x(t)]= J.[x—a]z f(x)dx =m,[ x(t)]-a?

—00

Korelacni a kovarian¢ni funkce (a to jak auto- tak i vzajemné) jsou funkcemi casové diference
(zpozdéni) 7 =1, — 1 :

o0 00

R(7)=my[x(t)-x(t+7)]= j jx-x,- f (x,x,,7)dxdx,

—00 —00

K(r)=m{[x(t)-a]-[x(t+7)-a]}= I I(x—a)(x, —a) f (x,x,,7)dxdx,
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pti¢emz plati (obr. 12)

R(1)
K(0)=p,
. | R(O) =m,
AL kG
[l R{e)=a ) |
0l T
Obr. 12

Odchylky procesu od jeho stfedni hodnoty, tj. X (t) —a, se téz nazyvaji fluktua-
cemi procesu. O kovarian¢ni funkci je potom mozno hovofit jako o korela¢ni funkei fluktuaci.

Na obr. 12 jsou naznaceny nékteré dalsi vlastnosti korela¢ni funkce:
lim,_,R(z)=R(0)=m,
lim,_,,,R(r) =R () =2
R(r)=R(-7)
R(0)>R(z)
Jestlize obsahuje stacionarni proces periodickou slozku, projevi se to charakteristic-

kym zptsobem na prib&hu korela¢ni funkce: 1ze na ném odecist periodu této periodické sloz-
Ky (obr. 13), které jsou nenulové i pro 7 — o0.

R()

g

T

\\T_:/ N\ /.

Obr. 13
Na obr. 12 je patrny pokles R(7) k a® a K () k nule pro 7 — oo. Prakticky je viak mozno

hovofit o nekorelovatelnosti ndhodnych proménnych ze dvou fezi, jestlize je Casovy rozdil 7
dostatecné velky. Tato doba se potom nazyva interval korelace (obr. 14).
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R(t)
R(0)

0 T T 1T

Obr. 14

Interval korelace je definovan

a) bud jako doba 7 B> pfi niZ hodnota korela¢ni funkce poklesne pod zvolenou hodnotu
B . R(T)<ﬂ,

b) nebo jako délka 7, obdélnika s vySkou R(O) , jehoz plocha je rovna plose pod kiiv-
kou R(7) pro 7 —oo:

L
7o =W‘!‘R(7)dr

O nékterych dalSich vlastnostech korela¢ni funkce je pojednano v nésledujici kapitole o ergo-
dickych procesech.

Ukazme si nyni na nékolika ptikladech tvar autokorelacni (resp. autokovarianéni) funkce pro-
cesu obsahujiciho periodickou slozku.
Priklad 3

Je dana funkce ndhodného procesu

x(t) = Asin(at+y)
kde
A, @ jsou deterministické veli¢iny (kladné hodnoty)

v je nahodna veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim v intervalu (O, 272') :

Jedna se o staciondrni proces?
Reseni.

Stfedni hodnota procesu je
m [ x(t)]= Ixf (x)dx

Hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni je

f(x)=5-

Potom dostaneme
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ml[x(t)] :Zijsin(a)tﬂ//)d(// =0

T
0

Je tedy stfedni hodnota konstantni, nezavisla na Case — proces je potom stacionarni ve stfedni
hodnoté.

Autokorelacni funkce

R(t.t)=my [ x(ty)-x(t,) ]

V naSem piipadé
X(t,)=x(t)=Asin(at +y)
X(t,)=x(t+7)=Asin[ o(t+7)+v |

R(t,t)=R(tt+7)=K(t,t,) =K(t,t+7)

takze
1 2 A2
K(t,tﬂ):_jx(t).x(tﬂ)dy/:_cos(m): K (z)
2r ) 2
Rozptyl
A2

je rovnéZ na Case nezavisly.

Jedna se tedy o stacionarni proces.

Priklad 4

Uvazujme ndhodnou funkci harmonického kmitani

X(t)= Acos(at+y)

kde
w,1 jsou konstanty

A je ndhodna veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti f (A) :
Jedna se o stacionarni proces?
Reseni.

Stfedni hodnota procesu je definovana
my[ x(t) |= I xf (x)dx

V naSem pfipad¢ je

18



m[ x(t)]= ]O Acos(at+y)- f (A)dA=cos(at+y) ]O A-f(A)dA

Po integraci
my[ x(t)]=cos(at+y)-my(A)

Stiedni hodnota je zavisla na Case, jedna se tedy o nestacionarni proces.

Priklad 5
V nahodné funkci harmonického kmitani

x(t) = Acos(wt +y)
je
o konstantou,

A, w jsounahodné veliciny A>0, 0<y <2r.
Predpokladejte, ze fazovy posuv ' nezavisi na amplitudé A a ma v daném intervalu rovno-
meérné rozdéleni.

Je tato funkce staciondrni?
Resen.
Jak plyne ze zadani, je tato funkce popsana dvourozmérnou hustotou pravdépodobnosti
f(AW)=— f(A)
2r

Stfedni hodnota procesu je

my[ x(t) |= I x- f(x)dx
Po dosazeni a integraci N
0 27
ml[x(t)]:J-J.Acos(a)ter)-%f(A)dz//dA:O
00

Proces je stacionarni ve stfedni hodnoté.

Autokorela¢ni funkce je v tomto piipad€ pak rovna autokovarian¢ni funkci, nebot’ se jedna o
centrovany proces (stfedni hodnota je nulova). Potom je

K(t,t)= .[ J X Xo £ (Xq, %o ) dxg X,

—00 —00

K(t,t)= Acos(at; +y) Acos(at, +z//)% f (A)dAdy

O &y 8
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© 27

K(t,t) :%J‘Azf (A)dAj cos(wty +y )cos(awt, +y )dy
0 0

1 1
K(t,t,)= > (A)-z-cos[ (t,—t,) = Eai -cos(wr) = Ky (7)
Autokovarianéni funkce rovnéz nezavisi na Case.

Jedna se tedy o stacionarni proces. Rozptyl procesu je

of =K (0)= %oﬁ
D-5 Ergodické nahodné procesy
D-5.1 Pojem ergodicita procesu
Ergodickeé procesy jsou vyznamnou podskupinou staciondrnich procest.

Zjednodusené je mozno fici, Ze proces je ergodicky, jestlize kazd4 samostatna realiza-
ce nahodné funkce se jevi jako ,,zplnomocnény piedstavitel” celého souhrnu moznych reali-
zaci. Jedna realizace pii dostateCné délce mize pfi zpracovani nahradit mnozinu realizaci téze
délky (tak je tomu na obr. 15a, nikoliv v8ak na obr. 15b).

ERGODICKY NEERGODICKY
x(t) x(t) :

N~

t t

Obr. 15

Podle ptesnéjsi definice nazyvame nahodny proces ergodickym, jestlize kaZzdou statis-
tickou charakteristiku, kterou jsme ziskali jako stfedni hodnotu na mnozin€¢ moznych realiza-
ci, miizeme (s pravdépodobnosti blizkou jedné) ziskat z jediné realizace ndhodného procesu
za dostate¢né dlouhy Casovy interval. V tomto piipadé se jedna o striktné (silné) ergodicky
proces. Pokud se uvedené vlastnosti vztahuji pouze na stiedni hodnotu a korela¢ni (nebo ko-
varianéni) funkci, jedna se o proces slabé ergodicky (ergodicky v Sir§im smyslu).

Ergodicita a stacionarita ndhodného procesu jsou dvé nezavislé vlastnosti. Nutnou
podminkou ergodicity je stacionarita; neni to vSak podminka postacujici.

Prakticky je ndhodny proces ergodicky (v SirSim smyslu), kdyZ je stacionarni v §irSim
smyslu a jeho stfedni hodnota v Case (Casova stiedni hodnota) a korelac¢ni funkce v Case (¢a-

sova korelacni funkce) jsou pro vSechny realizace stejné. Vysledky rozborl ukazuji, Ze pre-
vaznou vétSinu procest je mozno pokladat za ergodickeé.
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Pti feSeni konkrétni ulohy vSak pfedem obvykle nevime, zda vySetfovany proces vy-
hovuje podminkce stacionarity a jsme-li tedy opravnéni pouzit vztahy zaloZzené na ergodic-
kych vlastnostech. Potom se ¢asto postupuje nasledujicim zpisobem (obr. 16):

Obr. 16

pfedpokladdme stacionarnost a ergodi¢nost analyzovaného procesu,

rozdélime cely zdznam na nekolik dil¢ich soubort,

kazdy soubor povazujeme za ergodicky a vyhodnotime jejich charakteristiky,

jsou-li rozdily stiednich hodnot a rozptyli u jednotlivych souboru statisticky nevyznamné,
jedna se o stacionarni proces a u n¢hu uszujeme na opravnénost ergodicity. Ukaze-li se, Ze
se jednd o nestacionarni proces, je nutno pouzit zvlastnich vyhodnocovacich postupti.

P

D-5.2 Hustota pravdépodobnosti

Hustota pravdépodobnosti nahodného procesu udava pravdépodobnost, s niz lze pred-
pokladat, Ze hodnota tohoto procesu lezi v ur¢itém intervalu a to v libovolném ¢asovém oka-

mziku.

Uvazujme zaznam realizace procesu (obr. 17).

x(t) ]

X + Ax
X

Obr. 17.

Potom pravdépodobnost, ze X(t) bude lezet v mezich od X do (X + AX) je dana po-
mérem T, /T, kde T, je soucet T, :Zti , tj. celkova doba, v niz X(t) je vintervalu

(X, X+ AX) po celou dobu méfeni T;:

—

P[x< x(t)< x+Ax] = |imr—>oo?x

Hustota pravdépodobnosti potom je
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Pro malé AX je

f(X) =My o

f(x)=&{limT%O ?X}

P[x<x(t)<x+Ax]
AX

1 T

Na obr. 18 jsou ukazany nékteré piiklady procesu a jim odpovidajici hustoty pravdeé-

podobnosti:
a) harmonicky proces,

b) harmonicky proces se superponovanym nahodnym Sumem,

¢) uzkopasmovy nahodny proces,
d) sirokopasmovy nahodny proces

x(t)
a) PV%_(

X(t)

0 PPPARAAA—

x(t)

x(t)
d)

Obr. 18

Analyticky je moZno popsat hustotu pravdépodobnosti harmonického procesu

f(x)=—2 pro |X| < X
e
f(x)=0 pro x| > X

Hustota pravdépodobnosti ndhodnych procest (obr. 18 c, d) odpovida velmi casto Gaussovu

rozdé€leni, pro néz plati
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1 G
f(x)= -exXp| ——
oN27 20y
Ptiklady n€kterych dalSich, Casto se vyskytujicich rozd¢€leni, jsou uvedeny na obr.19.

10- EXPONENCIALNI

|

i \ RAYLEIGHOVO
f(x) 08 1
|

ROVNOMERNE

/ /" NORMALNI
(GAUSSOVO)
04 1 \\

064

N
N
o
-
N
w
~

— X —-—

Obr. 19

Hustota pravdépodobnosti pro Rayleighovo rizdéleni je

2
X X
f(X)=—-exp| —= rox=0
(x)=— p{ ZGZJ P

X X

Pro exponencialni rozdéleni plati

f (x)=c-exp(—cx) pro x>0

Priklad 6

Urcete hustotu pravdépodobnosti harmonického kmitani

X(t)= Asin(at +y)
kde
A, w jsou konstanty

¥ je nahodna veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim v intervalu (O, 27[)

Reseni
Hustota pravdépodobnosti fazového uhlu je tedy
1
f = ro0<y<2rx
()=~ pro 0<y
f (W) =0 pro jiné
Lze ji vyjadtit jako
~ P[l// <y (x)< z//+A1//]

f(w)

Ay
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Pro hustotu pravdépodobnosti funkce X (t) plati
f (x) = P[x<x(y)<x+Ax]

AX
Protoze funkce (X) je dvouznacna, plati

f(X)ZZP[V/<V’(X)SV/+A‘/’]_AW

AX Ay
Z toho plyne
Ay dy _2f(y)
(=21 (v) 3 =21 () = 5!
dy
dx
—#0.
pro dl//;t
Derivaci
3—; = Acos(wt +y) = A\/l—sin2 (at+y)=\A - X
Potom
1
2.~
f(X)— 27 1
A2 —x?  gA?-X?
pro |x| < A.

Pro |x|>Aje f(x)=0.

D-5.3 Casové hodnoty momenti

Budou zde uvedeny pouze ty nejuzivangjsi. Pro rozliSeni od charakteristik souboru re-
alizaci budou ¢asové charakteristiky jedné realizace oznaceny vlnovkou.

Prvni obecny moment v ¢ase (Casova stfedni hodnota) je definovana vztahem
T

. 1
my | x(t) [=lim w—jxtdt
LxO)-time o2 [x(9
Tuto hodnotu je mozno chapat jako stejnosmérnou slozku pribehu X(t). U ergodic-

M| x(t) |=m[x(t)|=a=x

Druhy obecny moment v Case je

kych procest plati

- . 17 2
m, [ x(t)]=lim; ., ?J.[x(t)] dt
0
Z né¢ho plyne efektivni hodnota

Xef = ++ /rﬁ2 [x(t)]
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Pro ergodické procesy je

m[ X ()] =m[X ()] =v7

Casovy rozptyl (druhy centralni moment v &ase)

)
Ao ()] =time_, 2 [[x(0)-x ot
Pro ergodické procesy plati i
[ X(1)]= e[ X(1)] =02 =y —a?
Velikosti t&chto momentd jsou navzajem vazény vztahem
B[ (1) ] =1 [ x(6) ] - [ x(1)]
P¥i praktickém zpracovani nahodnych procesti na pocitadi je spojity pribéh nahrazen

diskrétnimi hodnotami, ziskanymi vzorkovanim v ¢asovych okamzicich tx, kde k=1, 2, ... m

(obr. 20).

-"'"‘-\
t ot
t, =k-At T=n-At
T=m-At
Obr. 20

D-5.4 Casova autokorela¢ni a autokovarian¢éni funkce

Casova autokorelacni funkce je definovana vztahem
T

R (7)= IimT%w%J‘x(t)- x(t+7)dt

Geometricky vyznam této funkce je znazornén na obr. 21, kde je vedle prubéhu reali-
zace X(t) nakreslen téz jeji prubéh posunuty o ¢asovy interval 7.
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S W
\,\ft

x(t+1)

x(t) X
/a

Obr. 21

Obe¢ kiivky se od sebe vice (vpravo) nebo méné (vlevo) 1isi, Mirou jejich rozdilu vli-
vem Casového posunuti 7 je plocha pod novou kiivkou, vzniklou soucinem X(t)-X(t +T);

vyska obdélnika o stejné plose odpovida ¢asové korela¢ni funkci.

Korelaéni a kovarian¢ni funkce tak udavaji miru ,,podobnosti* mezi dvéma ¢asovymi
pribéhy jako funkci ¢asového posunuti (vzajemna korelace) nebo miru s niz funkce koreluje
sama se sebou jako funkce ¢asového zpozdéni (autokorelace).

U ergodickych procesii je
R (7) =R (7)

Pti ur€ovani autokorelacni funkce z navzorkovanych hodnot se vychazi z vyrazu
1 m-n
R (7) =lim_,, EZ[x(tk)- X(t +7) ]
k=1

Pozadavek nekone¢ného Gasového intervalu T neni ovSem prakticky splnitelny; je
vSak tfeba, aby tento interval byl dostatecné dlouhy. To je jedn z nezbytnych ptedpokladi
dosazeni téméf stejnych vysledkl pii opakovaném méteni za stejnych podminek.

Obdobné plati pro autokovarian¢ni funkci u centrovanych procest

R, (7)= IimT_m%I[x(t)—a].[x(Hr)—a]dt = Ky (7) = Ry (7)— 27

Odchylky procesu od jeho stfedni hodnoty se nazyvaji fluktuacemi procesu. O autoko-
varian¢ni funkci je pak mozno hovotit jako o korela¢ni funkci fluktuaci.

Jestlize k ndhodné funkcix(t) pri¢teme deterministickou funkci §(t), ziskame na-

hodnou funkci
y(t)=x(t)+&(t)

Pro autokovarian¢ni funkci pak plati

Kyy (7) =Ky (7)
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To plyne piimo z definice K (2') , nebot’ v tomto piipadé
x(t)—my [ x(t)]=y(t)-m[ y(t)]

Pro vzajemné porovnani stacionarnich procesti se pouziva normovana autokorelacni
funkce (soucinitel autokorelace)

pro niz plati
Pxx (O) =1 Pxx (_T) = Pxx (T) Pxx (T) <1

Priklady autokorela¢nich funkci deterministickych procesi jsou uvedeny na obr. 22.
Zde je: a) konstantni funkce, b) harmonicky proces.

]  x®)

G(m)l— G(o) |_L

Obr. 22
x(t) x(t) x(t) x(t)
t t t t
K(t) K(7) K(T)/]\ K(r)A
T
G(‘”)‘ (_\ G(m)’\ " G(0) " 6() i
® o _\m o}
a) b) c) d)
Obr. 23

Na obr. 23 jsou potom ukazky stacionarnich nahodnych procest:.
a) uzkopasmovy proces,
b) nahodny proces s frekvenénim omezenim stiedni velikosti,
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C) Sirokopasmovy proces,
d) teoreticky ,,bily Sum*

Zavérem tedy mizeme shrnout technicky vyznam urcovani korelacni funkce:

1. informuje nés o frekvencnich slozkach procesu; nazornéji vsak tuto sluzbu poskytne pri-
beh vykonové spektralni hustoty. Diive se vykonova spektralni hustota ziskavala Fourie-
rovou transformaci korelacni funkce;

2. normovana autokorelacni (nebo autokovarian¢ni) funkce umoziuje porovnani dvou nebo
vice nahodnych procest vzhledem k typu korela¢ni funkce;

3. autokorela¢ni funkce umoziuje analyzovat nahodné procesy obsahujici periodické slozky.

Priklad 7

Je ndhodny proces z ptikladu 3 téz egodicky?
Reseni

Casova stfedni hodnota

1

.
iy [ x(t) —IlmT_)w?J‘ )dt =limy_,, = J‘Acos ot +y)dt
0

Po integraci

My [ x(t) |=0=my[ x(t)]

Nahodna funkce je tedy ergodicka vzhledem ke stiedni hodnote¢.

Autokovarian¢ni ¢asova funkce je
T T

Ky (7)=limr_,, _%_J.x(t) X(t+7)dt :IimT_)OO%J‘ACOS(a)t-Fl//)' Acos| o(t+7)+y |dt
0

Po integraci
2

R (7)= A?cos(a)r) = Ky (7)

Nahodna funkce je ergodické 1 vzhledem k autokorela¢ni funkci.

Priklad 8
Jedna se v prikladu 5 téZ o ergodicky proces?
Reseni
Casova stfedni hodnota je
T

T
[ x(t) [ =lim; ., %J‘x(t)dt =lim;_,, TijAcos(a)t +y)dt=0
0
Néhodna funkce je ergodicka vzhledem ke stfedni hodnoté nebot’ je

my [ x(t)]=rmy [ x(t) ]

Autokovarian¢ni funkce byla urcena v prikladu 7 a je

- A2
K (7) = 7005(@7)

Funkce neni ergodicka vzhledem ke korela¢ni funkci, nebot’ je
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Ko (7) = %a,i cos(wr)

atedy

Ky (7) # Ky (7)

Priklad 9
V praxi se Casto vyskytuje stacionarni proces typu

x(t) =% (t)+ Acos(at+y)

kteryje slozen z harmonického procesu (majiciho konstantni A, @, na némz je superponovan
Sum predstavovany ndhodnym procesem X; (t) , jehoz stfedni hodnota je nulova a auokovari-
anc¢ni funkce je

7 2

K () =07 -exp(-clz])
Jaky tvar bude mit autokovarian¢ni funkce procesu X(t) ? (Procesy jsou nekoherentni.)
Reseni
Autokovarian¢ni funkce harmonického procesu byla urcena v prikladu 7 ve
tvaru

o A®

K (7) = 7cos(a)r)

Autokovarian¢ni funkce procesu x(t) je

A2
Ko (7)= KR (7)+ KD (7) = o -exp(—a|r]) + =-cos(wr)

Hodnota autokovarian¢ni funkce Sumu klesa k nule a pro dostate¢né velké 7 ji lze zanedbat.

Potom je prakticky
2

Ko () :A?cos(a)r)

Z této funkce je pak mozno urcit thlovou frekvenci @, amplitudu A a rozptyl harmonického
procesu

2
2 A
(o) A= KXX (O) = 7
D-5.5 Vykonova spektralni hustota (VSH)
Tato charakteristika popisuje nahodny proces ve frekvencni oblasti. (U dvou nahod-
nych procesi to je potom vzajemnd vykonova spektralni hustota.)

D-5.5.1 Fyzikalni predstava VSH

Uvazujme ergodicky centrovany proces v intervalu (O,T). Jeho kovarian¢ni funkce

Ky (7) je suda funkce s periodou T =27/ . Vintervalu (0, T )ji rozvineme do Fourie-
rovy fady
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K (7) = ka.COS(a)kr)

kde (pro k=0, 1, 2 atd.)
2w
—k-w=k-2Z£
oy @ =

.
D, = %J‘ Ky (7)-cos(e7)dr
0
nebo téz (prok =0, £ 1, + 2 atd.)
.
D :% j' Ky (7)-cos(ay7)dr
T

Tento vyraz vyuzijeme v dal$im.

Proz =0 je
Ko () = Ko (0) = s [ x(1)]= >

Tedy celkovy rozptyl stacionarniho ndhodného procesu je roven souctu dil¢ich rozpty-
i Dy zpisobenych uhlovymi frekvencemi @y pro k=1, 2. 3 ...

Vzdalenost mezi jednotlivymi frekvencemi je
2r
Aa):a)k — Wy 1 =21 - Af I?
To téz znamena, ze D, je rozptyl tvofeny frekvencemi v intervalu
<cq< —Awl 2,0 +Aw 2>. Cim bude T vétsi, tim bude A® mensi a tim jemng&j$i bude
rozklad celkového rozptylu procesu vzhledem k frekvencim.

Vytvotime podily (obr. 24)

D, o
—k _§
Aw T (wk)
A
~— A G =
~ e
4 I
| S
w2 D Dk § N’
E k-1 — "&QE"H
+ i Dy, sy
CI] L4 A 4
O‘)k—l 0“)k (Dk+l
A® | A® .
Obr. 24

Potom
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1 2
= [ Ko (0).cos(ane)dr = 55 (@) A= S5 (@) T
a z toho )
1 T 1T
S (00)= 5 [ Kea(e)cos(anr)ir = [ Koo (7).c05(r ) = 265 ()
-T 0
Je tedy

67 (ex) =2 [ Ky (¢)-co8(y7)dz

Gy (a)k) je rozpojita funkce vykonové spektralni hustoty prok =1, 2, 3 ...atd.

Pro jednotliva K (a tedy odpovidajici uhlové frekvence) lze uréit hodnoty funk-
ce G}’ (a)k) a jim ptislusné rozptyly. Tyto dil¢i rozptyly Dy jsou zpisobeny thlovymi frek-
vencemi, které lezi v intervalech @y —Aw/ 2, o + Ao/ 2.

Uvazime dale, Ze pro rozptyl harmonického procesu (s amplitudou A) plati

o [x(0)]=2 A= 2 [ X(1)]
Ac=2D =[2G} (@) Ao

coz je amplituda harmonického procesu Ay -sin(@(t -H//k), ktery lze ptitadit ke kazdému

a tedy téz

frekvenénimu intervalu, pfi¢emz rozptyly tohoto harmonického procesu a D, jsou stejné. Ve-
likosti amplitud A, charakterizuji to, jak vyznamné je v ndhodném procesu obsazen piislusny
frekvenéni interval @ —A®/ 2, o +Aw/ 2.

Pro rostouci T —> oo bude Gy (a)k) -G (a)), takze jednostranna spektralni vyko-
nova hustota bude

alm

J-KXX ).cos(wr)dz
0

Obdobné —proT — oo - bychom dostali i oboustrannou vykonovou spektralni hustotu

Se (@)= > jKXX ).cos(wr)dz .[KXX cos(a)r)dr—;G;X( )

Rozmér vykonové spektralni hustoty je tedy [U? / rad].

Pfipomenme, Ze jednostranna spektralni hustota je definovana v oblasti kladnych frek-
venci (tedy frekvenci fyzikaln€ realnych), zatim co oboustrannd spektralni hustota se vztahuje
na oblast kladnych i zapornych frekvenci (obr. 25).
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Gl
glo)

Obr. 25

Podobnym postupem — dosazenim

Dy =St (o )-Aw
dostaneme

T)= ZDK.COS(a)kT) = ZS; (o ).Aw.cos( )
k=0 k=0
Po prechodu na integral

IS ).cos(wr)dw = ZJ‘S ).cos(w7)dw = J.G ).cos(wr)dw

Pozndmka
Kromé shora uvedenych vztahd se uzivaji i nékteré jiné vztahy, které se lisi konstan-

tami pied znakem integralu. Zde uvedené vztahy se uzivaji pfednostné, nebot’ S (a)) aG (a))

znamenaji ptimo rozklad rozptylu ve spravnych fyzikalnich veli¢inach, bez nutnosti upravy
nasobnou konstantou.

V technickych aplikacich se pracuje spise s frekvenci f neZ s kruhovou frekvenci @.
Protoze pror =0 musi platit

Ky (0) = rozptyl = IG;X (w)dow= IGXX (f)df =plocha
0
plyne z toho s uvazenimdw = 27 - df

Gy (f)=272.G} (o)
a tedy téz

Gxx(f)=4jKXX (r).cos(2zfr)dr =25, ()

Rozmér vykonové spektralni hustoty je potom [U? / Hz].

Vykonovéa spektralni hustota umoziuje stanovit vykon v urcitém frekvenénim pasmu
fi, fo:

32



Plati téz
o0

Koo (r):J-GXX(f).cos(Zfzfr)df :ZTSXX(f).COS(Zﬁfr)df

Pro necentrovany proces nahradime K, (r) autokorelacni funkci R, (r), takZe napf'.

0

G ()= 4J‘ Ry (7).cos(2z fr)dr =2S,, ()

o0

Re (r)szXX(f).cos(Zﬂfr)df - stx(f).cos(Zﬂfr)df
Pro f =0 _

o

Pro z=0

Uvedené souvislosti jsou graficky znazornény na obr. 26.

R(t) R(7) ¢

N T

T 0,
S(f)
_ R(0) PLOCHA=
R(0)=PLOCHA S(0)=PLOCHA =PLOCHA{ f : § =5(0)=0
f

0 f 0

Obr. 26

Pro vzdjemné porovnani funkci spektralnich hustot se uzivd normovana funkce spek-
tralni hustoty

S)I;])(()r(f):SXX(f)
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D-5.5.2 VSH a periodogram

Je-li doba méfeni T , pak 1ze pro kazdou realizaci vypocitat frekvencni spektrum

T )
XT(f)zjx(t).e‘jz”ﬁdt = j xr (t).e” 127 Mt
0 —o0

Funkce Z( f)
1 2
2(1)=2x:(1)
se nazyva periodogram.

Stredni hodnota téchto souboru funkci dava pro T — oo vykonovou spektralni hustotu
nahodného procesu

SXX(f):”mT%OE{%‘XT(f)‘z}

Pomoci jedné realizace je moZzno vykonovou spektralni hustotu definovat

f+£

2
i 1 .. 1 2
S (1) =limg o ~limy = J' X (F)f df

§_AF
2

Pritom Af -0 a T — oo odtud
. 1 2
sxx(f):lumT%?\xT(f)\

D-5.5.3 VSH a Fourierova transformace R, (7)
Plvodni signal = original.

Vykonova spektralni hustota nahodného procesu X(t) je Fourierovou transformaci jeho
autokorelacni funkce

Sec (1) = F{Ruc (1)} = [ Rec (). 0xp(j2r Tr)d

—00

ProtoZe Ryx(7) je realna suda funkce, je (viz odst. o Fourierov¢ transformaci)
S ()= j RXX(T).COS(ZﬂfT)dT=2J‘RXX(T).COS(27Zfr)dT
0

—00
arovneéz
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G (f)=2S,(f)= 4T R (7).cos(2zfr)dz

Podobnym zptisobem bychom dostali korela¢ni funkci zpétnou Fourierovou transfor-
maci vykonové spektralni hustoty

J.SXX ).cos(27 fr)df —ZJ.SXX ).cos (27 fr)df =IGXX(f).cos(2ﬂfr)df

Tyto vztahy odvodili N. Wiener a A.J. Chinc¢in.

D-5.5.4 Ruzné zpusoby prezentace spektra

Nejcastéjsi se frekvenéni spektrum prezentuje pomoci jednostranné vykonové spek-
tralni hustoty G, ( f )s fyzikdlnim rozmérem [U?/Hz ] kde U rozmér vysetfované né-
hodné veli¢iny. Protoze pro centrovany nahodny proces plati

2
Gxx(f)-AfzazzA—

je mozno urcit ekvivalentni amplitudu harmonického procesu

A=.[2G, (T) Af

kde Af je rozdil frekvenci sousednich slozek spektra (krok v odhadu vykonové spektralni
hustoty pfi ¢islicovém zpracovani signalu); odpovida rozliSovaci schopnosti analyzy:

N N-T T

vz

Zde je fv; vzorkovaci frekvence ( f,, =1/T,,), N je pocet vzorkd, T je délka vyhod-
nocovaného Gseku. Maximalni mozna vyhodnocovana frekvence je potom f,,, /2.
Pro spektra s vyznamnymi izolovanymi slozkami je vhodnéjsi pouzivat pfimo vyko-

nové spektrum, jehoz slozky maji jednotky vykonu [ U2] . Vykonové spektrum se ziska
nasobenim sloZek vykonové spektralni hustoty rozdilem frekvenci slozek spektra Af .

Dalsi moznosti je prezentace spektra s efektivnimi hodnotami slozek; jednotlivé
slozky, majici rozmér [U ], se ziskaji odmocnénim sloZzek vykonového spektra.

U procesu predstavujicich ptechodovy d¢€j je vhodné uvadét energetickou spektralni
hustotu. Jeji slozky, vzniknou vynasobenim slozek vykonové spektralni hustoty dobou trvani

zaznamu. Maji rozmér [U? -s/Hz] .

D-5.55 Cepstrum

Je vhodné pro ur¢eni harmonickych slozek ve frekvenénim spektru.
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Cepstrum (vykonové autospektrum)C,, (T) je nejcastéji definovano jako inverzni

Fourierova transformace logaritmu vykonové spektralni hustoty :

Coc(7)=F  {logS,, (1)}

Soubor harmonickych je potom v cepstru vyjadien jedinym maximem.

Pro definice veli¢in takovéto Upravy se ujalo specifické nazvoslovi, vychdzejici
Z oznaceni urcité veli¢iny uplatnénim piesmycky:

spektrum — cepstrum harmonické — rahmonické
frekvence — quefrence filtrovani — liftrovani
atd.

D-5.5.6 Technicky vyznam VSH
Zavérem strucn€ shriime technicky vyznam vykonové spektralni hustoty:

1. Pro jednotlivé frekvenéni intervaly ( f, —Afy /2, fi + Afy /2) udavé prislusné hodnoty

dil¢ich rozptyli (u centrovaného procesu) resp. druhych obecnych momentt, tj. vykoni
(u necentrovaného procesu). Tyto udaje ukazuji na vyznamnost podilti frekvencnich inter-
valll v uvazovaném procesu.

2. Nazornym zpusobem ukazuji vlastni frekvence a frekvence budicich sil studované dyna-
mické soustavy.

3. Pomoci vykonové spektralni hustoty je mozno stanovit amplitudy jednoduchych harmo-
nickych procest s ndhodnou fazi, jimiZ mizeme aproximovat ndhodny proces. Tyto am-
plitudy jsou méfitkem vyznamnosti jednotlivych frekvenci obsaZzenych v ndhodném pro-
cesu.

4. Je jednim ze zakladnich vstupnich veli¢in pfi posuzovani Zivotnosti v oblasti vibra¢ni
unavy (Vibration Fatigue). Tato metoda posuzovani pfichazi v ivahu v téch pfipadech,
kdy nelze urcit Casovy priibéh napét'oveé deformacni odezvy a posouzeni je nutno uskutec-
nit ve frekvencni oblasti.

Piiklad 10

Pro kovarian¢ni funkci ergodického nahodného procesu
2
K (7) = o -exp(—alr])

(naznacené na obr. 27 a) urcete funkci vykonové spektralni hustoty.

Ky () S o)

a) b)

Obr. 27
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Reseni

Pro tuto funkci plati

N 17 17 1,
S (@) =5 j Ky (¢)-cos(@r)dr = — j Ky (£)-c08 ) dr =2 Gy ()
—o0 0

Po integraci

D-5.6 Pocet prekroceni urovné

V problematice dynamické pevnosti a zivotnosti je dulezité znat, zda zatizeni nebo na-
pétové-deformacni odezva nepiekrodily jistou uroven (hladinu) v prub&éhu provozovani kon-
strukce. Pokud doslo k tomuto jevu, je pak tieba uréit Getnost jeho vyskytu. Reseni této ulohy
pro obecné piipady je znac¢né obtizné; zde uvedené vysledky se tykaji jen zvlastnich piipadi
procesu.

xit) 1 xlt)>0

VAR

Obr. 28

K piekroceni urovné (k pruchodu touto hladinou) miize dojit dvéma zptisoby (obr. 28):
e Vv kladném smyslu, kdy derivace X(t) je kladna (na uvedeném obrazku to je naznaceno

krouzky),
e Vv zaporném smylu — pifi zaporné hodnoté této derivace.

Tomu odpovidaji kladné n, (C) a zaporné N_ (C) pocty piekroceni urovné C za ¢asovou
jednotku.

Pro stacionarni procesy lze odvodit

n,(c)=n_(c)= TXfXX (c,x)dx
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Zde fyy (C,X) je sdruzena hustota pravdépodobnosti procesu X(t) a jeho prvni derivace

X(t) =d/ dtl:x(t)] , pfi¢emz za X je dosazena dana trovei C.
Stfedni pocet kladnych piekroceni v ¢ase 0 <7 <t je

N, (c)=t-n,(c)

U stacionarnich normalnich centrovanych procest plati, ze X(t) a X(t) jsou ve stejny ¢aso-

vy okamzik nekorelovany, takze sdruZzenou hustotu pravdépodobnosti 1ze vyjadrit

F(x%) = (x) f(X)

1
f(X)=———-ex
() oy N2 p_ 20')%_

pfi¢emz plati

f()’():;-exp —X—Zz
o\2r | 20y |
kde
2 _
oy = D, ..rozptyl procesu x(t)

of = Dy .rozptyl derivace X(t)

Po dosazeni a integraci
2 2
. 1 D.
(00 'exp{‘%}z— 5 oo 5,
X Oy T X X

Po zavedeni tzv. efektivni frekvence @, definované

potom dostaneme

C2
nJc):?—?exp{—E}
X

Z toho téZ plyne, Ze stfedni pocet piekroc¢eni nulové hladiny ¢ =0

@, _ |Dy

. (0)= 2 D
X

Tedy efektivni frekvence udava pramérnou frekvenci kladnych prichodd nulovou hladinou
procesu.

Dalsi uzitecnou charakteristikou je stfedni pocet lokalnich maxim procesu N, za ca-
sovou jednotku. Odpovida stiednimu poctu prichoda derivace nahodného procesu X(t) nu-

lovou hodnotou. Obdobn¢ jako v pifedchozim lze vyjadrit
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0
N, = J‘ fyg (0, %) d%

Po dosazeni a integraci dostaneme
1 [Dy

X

n,=—
M 274D

X

Uvedené rozptyly nahodného procesu a rozptyly jeho derivaci se vyjadiuji pomoci spektral-
nich momenti k-tych fadu definovanych bud’ jako

M, = I @S} (0)dw= Ja)kG;{X (w)dw
—00 0

nebo jako
mkz_[fkexx(f)df
0

Mezi nimi plati vztah
k
M =(27)" -my

Lze odvodit

D, =07 =M, =(27z)2-m2

Dx:0§:M4=(27z)4-m4

Potom sttedni pocet prekroceni nulové hladiny je

n, (0)=2 - Dy 1 My _ my
2 D, 27\ M, Mg

a sttedni pocet lokéalnich maxim

n =t [Bx_1 Mg _ my
M 2z\Dy  2z\M, \m,

V:n+(0) M, . m

N :\/MO'M4 _\/mo'm4

je vhodnym ukazatelem frekvencni struktury ndhodného procesu (jak bude ukézano v nésle-
dujici podkapitole).

Jejich pomér

39



D-5.7 Rozdéleni extrémiu

Zajimava je rovn¢Z otazka charakteru rozdéleni lokalnich extrému (lokalnich maxim
nebo lokalnich minim) vyskytujicich se nad (nebo pod) urcitou trovni (hladinou). Podrobné
odvozeni prekracuje ramec tohoto textu; budou zde proto uvedeny pouze vysledky vztahujici
se k ndhodnému procesu s normalnim rozdélenim se stru¢énym komentarem.

Pro takovyto piipad odvodil Rice vyraz pro hustotu pravdépodobnosti lokalnich ma-
Xim X, ; vzhledem k délce tohoto vztahu jej rozdé¢lime na dvé ¢asti:

f(xm): 1:1()(m)7L fZ(Xm)

2
VX X VX
fz(xm)z—m-exp(— m )-(D m
2 2 /
Ox 20-X Oy 1- V2
Zde @© () je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni, parametr v byl defino-

van v predchozi podkapitole.

Funkei f, (Xm ) 1ze téZ vyjadiit pomoci chybové funkce jako

fz(xm)zvx—”; 1+erf m

20y, ax,/z(l—vz)

X

Xm =

Po zavedeni normované veliiny

m
GX
dostaneme

J1-v? X2 X2 X
f(xM)=T7‘;-exp —2(1—'\"‘/2) +va-exp[7Mj-d{%J
- \f -V

Pribéh této funkce hustoty pravdépodobnosti je znazornén na obr. 29. Je z n¢ho patrné, ze
muzeme rozliSit dva krajni piipady:
e piipad, kdy v =0; potom druhy ¢len shora uvedeného vyrazu je nulovy a dostavame

f (XM):%'GXP{—%}

coz je hustota pravdépodobnosti normalniho (Gaussova) rozd¢€leni. Jedna se o ptipad Siroko-
pasmového procesu.
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gl Xy

Obr. 29

e piipad, kdy v =1; potom prva ¢ast vyrazu je nulova, ve druhé potom CI)(oo) =1, takze

pro Xy =0 je
W2
f (Xpm) =Xy -€Xp —7'\"

apro Xy <0 je f (XM ) =0. V tomto piipadé se jedna o Rayleighovo rozdéleni, které popi-
suje hustotu pravdépodobnosti lokalnich extrémii uzkopasmového procesu.

Reélné provozni procesy lezi mezi témito dvéma krajnimi ptipady.

Ptiklady téchto dvou procesti jsou ukdzany na obr. 30

— {0 )=~

1040) =
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D-6 Systémy stacionarnich ergodickych nahodnych procesi
Budeme tim rozumét dva ndhodné procesy, které jsou navzajem v uréitém vztahu — at’
jiz geometrickém (napf. slozky rypnych sil) nebo fyzikdlnim (napt. zavislost mezi vstupem-
buzenim a vystupem-odezvou mechanické soustavy). Mize se dokonce jednat i o procesy,
mezi nimiZ neni — na prvni pohled — ziejma souvislost.
Uvazujme v dal§im systém dvou stacionarnich ergodickych procest X(t) a y(t).

K vyjadfeni vzajemnych statistickych vazeb mezi témito dvéma procesy se pouziva vzajemna
korelacni (resp. kovarian¢ni) funkce a vzajemna vykonova spektralni hustota (oboustranna
nebo jednostranna).

D-6.1 Vzajemna korelacni a vzajemna kovariancni funkce

Tyto funkce jsou definovany vztahy (obr. 31).
T

Ry, () = IimT_m%J.x(t)- y(t+ )t

Obr. 31

ny (T) je realna funkce, ktera vSak muze nabyvat jak kladnych, tak i zapornych hod-

not. Na rozdil od autokorela¢ni funkce vSak vzajemna korela¢ni funkce nemusi nabyvat svého
maxima proz =0 a nemusi byt sudou funkci. Plati pro ni:

Ry (-7)= Ryy (7) ‘ny (7)‘2

<R, (0)-R,(0)

Ry (7)< 5[ Re(0) +R, (0)]

Nejsou-li uvazované¢ nahodné procesy korelované, je jejich vzajemna kovarianéni
funkce nulova pro vSechna posunuti z7a vzajemna korela¢ni funkce
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_ [ x(t)]
ny (T) - ml[y(t)]

pro vSechnar .

Jsou-li oba nahodné procesy korelované, je funkce ny (z‘) alespoil pro néktera 7 ne-

nulova a pro uréité 7 dosahuje maxima.

Osahuje-li x.y periodickou ¢ast, ma vzajemna korela¢ni funkce pro vétsi posunuti z pe-
riodicky priubéh.

Vzajemna korelacni funkce ndhodnych procest X(t) a y(t) je inverzni Fourierovou

transformaci jejich vzéjemné vykonové spektralni hustoty Sxy ( f ) :

Priklad vzajemné korela¢ni funkce je uveden na obr. 32.

Ry(T)

Obr. 32

Pro porovnani procest Ize uzit normovanou vzajemnou kovarian¢ni funkci

Pxy (T) = \/

D-6.2 Vzajemna vykonova spektralni hustota

Tato funkce je dana Fourierovou transformaci vzajemné korelaéni funkce

Sy (f)= j Ry (7).exp(-j2zfr)dz

—00

Jednostranna vzajemna vykonova spektralni hustota
G,y (f)=2S, () pro0< f < oo
G, (f)=0 pro ostatni f

Protoze vzajemnd korela¢ni funkce neni sudou funkei, je vzédjemna vykonova spek-
tralni hustota obvykle komplexni veli¢inou, tj. tvaru
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Gy (1)=Cyy ()= iQq ()
kde
ny ( f ) je koincidencni nebo synfazni spektrum; je to suda funkce

Quy ( f) je kvadraturni spektrum; je to licha funkce

Vzijemnou vykonovou spektralni hustotu je mozno téz vyjadfit ve tvaru
Gy (f)= ‘ny( f )‘-eXp[_J@xy( f )]

kde absolutni velikost (modul) je
Gy (1)]=4/C (1)+Q5 (1)

Qu(f)

a faze

O,y (f)=arctg

Cuy ()

Piiklad téchto zavislosti je na obr. 33.

Gy (F)

Obr. 33
D-6.3 Koheren¢ni funkce

je definovana

2
Vxy =

Je-1i pfi nekteré frekvenci yfy( f ) =0, potom jsou pfi ni funkce X(t) a y(t) nekohe-

rentni, nebo jinymi slovy jsou nekorelovany. Jestlize jsou funkce X(t) a y(t) statisticky ne-

zavislé, je potom pii vSech frekvencich yfy ( f ) =0. Naopak, jestlize pii vSech frekvencich

je yfy( f ) =1, jsou tyto funkce plné koherentni. Jsou-li funkce X(t) a y(t) funkcemi buzeni

a odezvy, jedna se potom o linearni mechanickou soustavu s konstantnimi koeficienty.
V praktickych ptipadech se téchto krajnich mezi dosahuje spiSe ziidka; pro vyneseni soudu se

spokojujeme s podminkou, Ze se koherentni funkce blizi jedni¢ce nebo nule.

44



D-6.4 Frekvenc¢ni pienos

U linearni soustavy s konstantnimi koeficienty s jednim vstupem X(t) (ktery je reali-

zaci stacionarniho procesu) a s jednim vystupem Y (t) plati
2
Gy (f)=|H(f) -Gy (F)
ny(f):H(f)'Gxx(f)

To umoznuje stanovit amplitudu a fazi frekvencniho pfenosu.

D-7 Nestacionarni nahodné procesy

Vysledky rozborti naméfenych ndhodnych procest ukazuji, Ze jsou vétSinou do urcité
miry nestaciondrni. Neni-li tato nestacionarita ptili§ vyrazna, nahrazuje se obvykle takovyto
proces procesem po usecich kvazistacionarnim.

Nestacionarita se obvykle vyjadiuje ¢asovou zavislosti prvni a druhé hustoty pravde-
podobnosti na ¢ase nebo téz zavislosti stfedni hodnoty a rozptylu na Case.

Sledujme piipad ndhodného procesu
X(H)=0(t)+Y(t)
kde je deterministické slozka
@(t) = A-cos(wt)
aY (t) je centrovany stacionarni nahodny proces s hustotou pravdépodobnosti f; ( y). Husto-

ta pravdépodobnosti procesu X (t) je f (X,t) jak je znazornéno na obr. 34.

X fi(x.1)
4—/

Obr. 34

Toto vyjadieni, vystihujici deterministckou a stochastickou slozku, vyjadiuje plné
strukturu procesu a je tedy vhodné z metodického hlediska. Mén¢ vhodny je druhy zptsob,

kdy se proces poklada za stacionarni a vyjadiuje se hustota pravdépodobnosti fl* (X) ; takto se

. ’ . I3 . v v v . * . J
sice zbavime nestacionarnosti, aviak v hustoté pravdépodobnosti f; (X) jsou téz zahrnuty
informace o deterministické slozce. To vSak neni vyhodné ptfedevsim pro piipady simulace
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takovéhoto procesu na zkuSebnim stroji v laboratofi, nebot’ stejny prabch fl*(X)mﬁie mit
I fada procest vyrazné odlisnych.

Z uvedeného je ziejma dilezitost otazky rozboru nebo pievodu nestacionarniho proce-
su na kvazistacionarni. Ptislusné postupy zaviseji na typu nestacionarniho procesu (obr. 35).

Obr. 35

a) proces po usecich stacionarni (kdy zanedbavame piechodové ¢asti X, pokud je jejich podil
na dob¢ trvani realizace zanedbatelny). Useky zdznamu se stejnymi statistickymi charak-
teristikami se slucuji do vétSich kvazistacionarnich celk;

b) aditivni nestacionarni proces je typu
X(t)=Y (1) +e(t)
kdeY (t) je stacionarni nahodny proces s nulovou stiedni hodnotou a znamou korela¢ni funk-

ci, (t) je deterministicka funkce. Lze dokézat, Ze
m[ X (t) |=o(t) K (t1,12) = Ky (7)
Jing typ aditivniho procesu je tvaru (obr. 36)
X(t)=Y (t)+Z(t)

kdeY (t), Z (t) jsou stacionarni procesy (pfitom proces Y (t) je centrovany).

- M >
chj Gi ﬁK, ‘l\ t
T, ~
e——>]
Obr. 36
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Jsou-li charakteristiky druhého fadu obou dil¢ich procesti od sebe vyrazné odlisné (je-
li na proces Z (t) S povlovnymi zménami v ¢ase superponovan podstatné rychleji se ménici
procesY (t) ), ukazuje se dulezitost délky ¢asového useku, na némz je posuzovana stacionari-
ta: pti dlouhém useku, kdy se uspokojivé zpraméruje i povlovny proces Z (t) l1ze povazovat
sumarni proces X (t) za stacionarni (tj. ,,ve velkém®). Pfi kratSich tsecich — napt. délky T, —
danych tfeba omezenymi moznostmi méfeni — se projevi proces X (t) jako nestaciondrni (ne-

stacionarita ,,v malém®). Pro tento typ procesu je
my [ X (t) J=m[Y (t)]+m[Z ()]
K (7) =Ky () + Ky, (7) + Ky, () + Ky (7)
¢) multiplikativni nestacionarni proces je typu
X()=Y(t)o(t)
kdeY (t) je stacionarni proces s nulovou stfedni hodnotou, ¢(t) je deterministickd konstan-

ta. Vztah mezi kovarianéni funkci K, (T ) a Kyy (z‘) je podstatné komplikovanéjsi nez
v predchozich piipadech. U procest, které se vyskytuji v praxi plati ¢asto

K (7:1) = (1) Ky (7)
To tedy znamena, Ze pomérné rozlozeni frekvenénich slozek je u procest X (t) aY (t) stejné
a rozdil je pouze v jejich rozptylech.

d) aditivné-multiplikativni nestacionarni proces vznikne superpozici multiplikativniho nesta-
cionarniho procesu a deterministické stfedni hodnoty. Takto lze popsat prakticky kazdy,
Vv praxi se vyskytujici zat€Zovaci proces.

Shora uvedené zpiisoby zpracovani nestacionarnich procest vyzaduji predevs§im znac-
né zkuSenosti a znalosti jak fyzikalni podstaty feSeného problému, tak i1 pfic¢in nestacionarity;
nezbytna je rovnéZ moznost ovefeni vysledki zpracovani procesu.

Druhy mozny zptisob zpracovani nepiedpoklada (na rozdil od piedchozich metod)
zadné apriorni vlastnosti procesu. Je zaloZen na vyuziti tzv. evolu¢nich charakteristik nestaci-
onarniho nahodného procesu, tj. na statistickych charakteristikdch pouze jedné realizace da-
ného nestacionarniho procesu. Tyto statistické charakteristiky obsahuji implicitn€ cas jako
parametr. Prakticky to znamen4, ze nejsou invariantni a tedy zaviseji na pocatku vyhodnoco-
vani.
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